Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
MA26A
Sistemas No Lineales

Profesor: Axel Osses, Auxiliares: Jorge Lemus,Oscar Peredo

7 de Noviembre del 2005

1. Definiciones y Propiedades

Definicién 1 (SNLA). Dado I un intervalo abierto no vacio, y una funcién F': I x R" —
R™, se define un sistema de ecuaciones diferenciable de primer orden con condici’on inicial
XoeR"en ty € I, por:

X' = Ft,X), tel
X(ty) = Xo.
Si la funcién F' es no lineal con respecto a la varible X, se dira que es un sistema no lineal
(SNL). Si ademés F' no depende explicitamente de la variable ¢, se dird que es un sistema

no lineal aut’onomo (SNLA).
Se llama vector de estado a X (t) € R™, que es la solucién del sistema en un punto ¢ € I.

Definicién 2 (Puntos criticos (aislados o densos)). Se llama punto critico (o punto
de equilibrio) de un sistema al punto (z,y) cuando cumple que:

El conjunto de puntos criticos del sistema se denota por
C={(z,5) e R*: F(z,5) = G(z,5) = 0}.

Un punto critico (Z,%) se dice aislado si existe 6 > 0 tal no existe otro punto critico en la
bola

{(z.y) eR*: (2 —2)" + (y — §)° < 0%},
de lo contrario se dice que los puntos criticos son densos en torno a (Z, 7).

Definicién 3 (Matriz Jacobiana). Para la funcién (z,y) — (F(z,y), G(z,y)) se define la
matriz Jacobiana en (xg,yo) de la forma

Bk

J(x0,90) = ( g(wo,yo) %_g(xo,yo))

= (70, Yo) %_y(xo, Yo)

Q



Definicién 4 (Sistema Linealizado (SL)).

o =z, g)(x —7) + L(7,9)(y — 7)
(SL) { Yy = ‘i—f(i,g)(m —7)+ 82—%(93734)(9 — )

O equivalentemente:
x rT—7T
SL , ) =J(Z,y _
( ){(y) (my)(y—y)

Propiedades 1. Dado un (SNLA), y (x¢,yo) un punto critico de este sistema:

(i) Si|J(zo,y0)| # 0, entonces (xo, yo) es el inico punto critico del (SL), donde resulta ser
aislado.

(ii) Si |J(xo,y0)| = 0, entonces los puntos criticos del (SL) son densos. Mdas aun, su lugar
geométrico es una recta (que contiene a (zg, o)) si alg’un coeficiente del Jacobiano es
distinto de cero, y es todo el plano en caso de que el Jacobiano tenga todo sus términos
nulos.

(iii) Si |J(zo,y0)| # 0, entonces (g, yo) es un punto critico aislado del (SNLA).

Definicién 5. Una trayectoria ¢ — (z(t),y(f)) converge a un punto critico (z*,y*) si
limy oo z(t) ™ y limy oo y(t) = y*.

Y decimos que la trayectoria diverge desde un punto critico (z*,y*) si lim;_,_ z(t) = 2* y
limy o y(t) = y*.

También diremos que entra al punto critico (z*,y*) si converge y ademés el siguiente limite
y(t)—y”

z(t)—z**

Anélogamente, sale del punto critico (diverge y existe el limite tendiendo a —o0).

existe: lim;_ o

Definicién 6. Un nodo es un punto critico aislado donde las trayectorias vecinas al punto
critico o bien todas entran o bien todas salen del punto.

Definicién 7. Un punto silla es un punto critico aislado donde tenemos un par de trayec-
torias opuestas que entran, otro par de trayectorias opuestas que salen del punto y el resto
son ramas de hiperbolas con asintotas en las trayectorias anteriores.

Definicién 8. Un punto espiral es un punto critico aislado al cual todas las trayectorias
vecinas convergen (pero no entran) o bien divergen (pero no salen).

Definicién 9. Un centro es un punto critico aislado en una vecindad en la cual todas las
trayectorias son cerradas.

Definicién 10 (Estabilidad). Un punto critico se dice estable si
Ve > 0,30 > 0 tal que si |(zo,%0) — (2", y")| < I = [(x(t),y(t)) — (=", y")| < €,V

Es decir, existe una vecindad del punto critico para € pequeno , de modo tal que tomando
condiciones iniciales en esa vecindadadad, la evolucién del sistema se mantiene confinado a
una distancia e del punto critico.

Definicién 11 (Asintéticamente Estable). Un punto critico se dice a. estable si cumple
que es estable, pero ademas

3p > 0 tal que |(zo,50) — (¢%,y")| < p = lim (2(2),y(t)) = (z",y")



2. Analisis Cualitativo de SL

Se tiene el siguiente sistema lineal:

' =ax + by
(SL>{ y =cx+dy

La solucién de (SL) es:

X PP PX,
PX eP' PX,
\f-/ ~—~
X %o
Por lo tanto & = e v § = 2.
Igualando t se obtiene:
1 1 T 1 1 U
~— log — = —10g —
A1 Zo A2 Yo
i i)?
gh - g())\l
Es decir, las trayectorias son de la forma
Ay
g = O:’E 1

En la siguiente tabla se encuentran los casos en los que se puede caer al calcular los valores
propios.



)\1,)\2€R )\1,)\2€R
A #E A . A #E Ao .
signo( ) = signo(\s) Nodo inestable signo( ) = signo(\s) Nodo inestable
AL > A >0 Ay > A >0
)\1,)\2€R )\1,)\2€R
A # X AL # A

signo(A;) = signo(\s) Nodo a. estable

A1l > (A2l > 0,A, 02 <0

=S

signo(\;) = signo(\e) Nodo a. estable

[A2| > M| >0,A, 22 <0

e

A1 < 0, Ay > 0 Punto silla inestable

v2

_

\
=

vt

J
W

A1 > 0, Ay < 0 Punto silla inestable

J
*

M2 =axif,a>0,08 <0 Espiral inestable

)

A2 =a=xi8,a>0,05> 0 Espiral inestable

&

Mo =axif,a<0,8 <0 Espiral a. estable

@

M2 =axif,a<0,8>0 Espiral a. estable

&

A1 = A2, A1, A2 € R Nodo inestable

Eas

A2 = i (a = 0) Centro estable

®




Problema 1. Encuentre los puntos criticos del SNLA y verifique si es cuasi-lineal en cada
uno de ellos. Dibuje el diagrama de fase del sistema.

g = y(l+z—y°
vy = z(1+y—2?

Solucion 1. Puntos criticos:
0 = y(1+z-9°
0 = 2(1+y—2?

Resolviendo estas ecuaciones se tiene que los puntos criticos son {(0, 0), (0, 1), (0,—1),(1,0), (=1,0)}.

Calculemos J:
(B8) - (o)
g—f%—y 1+y— 322 x

Verifiquemos si el SNLA es cuasi-lineal:
= [J(0,0)] = —1 # 0 Cuasi-lineal
» |J(1,0)| = 4 # 0 Cuasi-lineal

(
(
|J(—1,0)| = 0 No es Cuasi-lineal
|.J(0,1)] =4 # 0 Cuasi-lineal

(

|.J(0, —1)] = 0 No esCuasi-lineal

Se hace el andlisis cualitativo para los puntos donde el SNLA es cuasi-lineal:

= (0,0)
! 0 1 2
X= | g X=[A=M|=0=)=1
Luego, \y =1,y = —1, PUNTO SILLA.
Los vectores propios son v; = (1,1),v3 = (1,—1), por lo tanto, en una vecindad del
centro (0,0) se tiene el siguiente diagrama:



= (1,0)
X' = 02 §X+ (0,2 =|A-MN|=0=A=1+iV15
- ——
se desprecia
Luego, se trata de una ESPIRAL. Como a = 1/2, tenemos dos opciones para escoger,
6= @ of= —@. Hay que escoger el espiral cuyas trayectorias coinciden con las
trayectorias del diagrama global, por lo tanto escogemos > 0. Luego, el diagrama

centrado en (1,0) es:

HEN
N

= (0,1)
1 =2 :
X' = 2 0 X:>|A—)\I|:O:>)\:%:|:%\/15
Luego, se trata de una ESPIRAL. Como a = 1/2, tenemos dos opciones para escoger,
6= @ of= —@. Hay que escoger el espiral cuyas trayectorias coinciden con las
trayectorias del diagrama global, por lo tanto escogemos (# < 0. Luego, el diagrama

centrado en (0, 1) es:

RS

El diagrama global es de la forma:
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Para comprobar sus diagramas, puede revisar el siguiente applet
http://math.rice.edu/"dfield/dfpp.html

seleccionando PPLANE.



