Pauta P3 Control 3 MA 2601, 2010/1

Prof. Salomé Martinez
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Duracion 3 hrs.
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Determine la solucién general de este sistema. Sea X (¢) la solucién del sistema con X (0) =
Xo (Para que condiciones iniciales X se tiene que th’m X(t) =07
—00

3. a) (3pt) Considere el sistema

b) Considere el sistema X’ = A(t)X donde A : R — RV*N es continua y de perfodo T > 0,
es decir, A(t +T) = A(t) para todo t € R.

1) (1.5pt) Sea W matriz solucién de W’ = A(t)W con W(0) = I. Demuestre que W (¢t +
T)=W(t)W(T).

2) (1.5pt) Suponga que N es impar. Demuestre que existe una solucién X : R — RY del

sistema, tal que para algin A € R se tiene que X (¢t +T) = AX (t) para todo t € R.
Indicacion: Utilice la parte anterior para determinar que condicién debe satisfacer A.

Solucion:

a) Calculamos el polinomio caracteristico,

p()\):det( _34_A _45_A ) =(=3-MN(-4-XN)—-20=1+8)(A—1)

luego los valores propios son: Ay = 1 y Ao = —8. Ahora calculamos los vectores propios:
1) Para A;:
-3-1 5 (v \_(0 -
4 -4 -1 w ) 0
—4v+5w = 0
dv—->5w = 0

Luego v; = ( Z ) es vector propio asociado a Aj.

2) Para Ay = —8:
348 5 v\ [0
(7 ) (D)= () .

v+d5w = 0
v+4w = 0
Luego vy = ( B 1 > es vector propio asociado a As. Luego la solucién general del

sistema es

X(1) = 5 =1\ (e 0 \ [(CLY _ [ 5Ce —Coe™
S\ 4 1 0 e 8 C2 ]\ 4Cet + Cye™ 8



luego para que th’m X (t) = 0 debemos imponer que C7 = 0. Luego la condicién inicial
—0Q

debe tener la forma:

o= (3 (&) -1 L ) (8)-1(8)

Sea Xy € RN. Consideremos las funciones

Xl(t) == W(t + T)XO
Xa(t) = W(OW(T)Xo

entonces X7 y Xo satisfacen el sistema

En efecto:
X)) =W Et+T)Xo=At+T)W(t+T)Xo=At)W(t+T)Xo = A(t) X1 (1)
X1(0) =W(O0+T)Xo =W(T)Xp,
analogamente:
X4(t) = W/ OW(T)Xo = AGW(T)Xo = AW (&)W (T)Xo = A(t) Xa(t)
X2(0) = WO)W(T) Xy = L,W(T)Xo = W(T)Xo.

Luego, por el teorema de existencia y unicidad, se tiene que X (t) = Xs(t) para todo
t. Luego
Wt+T)Xg=WEHW(T)X, VXoeRY

de donde se concluye que
W(t+T)=WEW(T) V.
Las soluciones del sistema X'(t) = A(t)X (¢) son de la forma
X(t) =W(t)Xo
donde Xy € R¥. Por lo tanto
Xt+T)=W(et+T)Xo=W(t)W(T)Xo

luego si Xy es un vector propio de W(T') asociado a un wvalor propio real se tendra que
W(T)Xo = AXo, luego

Xt+T)=Wit+T)Xo=W(Ht)W(T)Xo = AW (t)Xg = ANX ().
Asi basta demostrar que la matriz W(7T') tiene un valor propio real. Por otro lado,
sabemos que los valores propios de W (t) se obtienen al calcular las raices del polinomio

caracteristico:
p(A) = det W(T)

y como la dimensién del espacio es impar p(A) es un polinomio de grado impar, luego
posee una raiz real. Por lo tanto existe A € R tal que

X(t+T)AX(t) VteR.



