Guia 2 MA 26A, 2007/1

Prof. Salomé Martinez
Aux. Nicolas Carreno, Francisco Collarte, Miguel Concha

(1) Determinar la transformada de Laplace de la funcién serrucho
t
f(t) =— para 0 <t < a,
a

extendida de manera peridédica con periodo a > 0 fijo.
(2) Determine la transformada de Laplace de f(t) = |sint|.
(3) Encuentre la solucién general de

o'+ 42" + 4 = f(t),

donde f(t) =tsi1 <t <2y f(t)=0en R\ [1,2].
(4) Resuelva la ecuacion

P+ = ié(t —nm) z(0) =2'(0) =0,

y describa el comportamiento cuando t — oo.
(5) Resuelva la ecuacion

P +x= i(—l)"é(t —nr) z(0) =2'(0) =0,

n=0

y describa el comportamiento cuando ¢t — oo.
(6) Encuentre la funcién respuesta al impulso para los problemas

2’ +6x' +9x = f.
2’ +4x' + 8x = f.

(7) Sean ay, ..., a,_1 constantes. Encuetre el problema de valor ini-
cial homogéneo equivalente a

™ 4 a, 2" 4 4 agr =6,

z(0) = 2/(0) = ... = 2" D(0) = 0.

(8) Resuelva utilizando transformada de Laplace los siguientes sis-
temas
" +3y +3y=0
2"+ 3y =te”!
z(0) =0, 2/(0) = 2, y(0) =0.
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¥ =dx—-2y+20(t—1)
Yy =3x—y+U(t—-1)
2(0) =0, y(0) = 3
(9) Sea A una matriz diagonalizable. ;Qué condicién en los valores
propios de A garantiza que todas las soluciones del sistema x’ =
Ax converjan a 0 cuando t — oo? ;Qué pasa en el caso en que
A no es diagonalizable?
(10) Encuentre una matriz A de 2x2 tal que una solucién de 2’ = Az
esté dada por z(t) = (e* —e™t ¥ + 2e7).
(11) Resuelva el problema de valor inicial 2’ = Az, z(0) = (0, —b, b)
con b € R para

2 0 0
A=10 -1 0
0 2 =3
(12) Determine la solucién general del sistema lineal no homogéneo
¥r=x4+y+z
y'=-"2y+t
2 =2z +sint

(13) Considere A, B matrices en RV*Y tales que AB = BA de-

muestre que

(a) eAB = Be/.

(b) eATB — pAcB.
(14) Considere A matriz en

(a) Demuestre que (e)™! = ¢4,

(b) Demuestre que e’ = (e?)7.
(15) Sea A € RV*N. Demuestre que las siguientes son equivalentes:

(a) Todos los valores propios de A tienen parte real positiva.

(b) Para cualquier norma || - || de RY se tiene que existen con-

stantes L > 0y a > 0 tales que

[le“a|| > Le'|||l,

para todo t > 0, x € RY,
(c) Existe a > 0 y una norma || - ||, de RY tal que

le“]], > e[|,

para todo t > 0, z € RV,
(16) Considere el sistema lineal de segundo orden

(1) 2" =2y +3x =0,
y" + 22" + 3y = 0.

RNXN



3

Escriba el sistema como un sistema de primer orden. Encuentre

la solucién general de (1). Determine la solucién de (1) con

condiciones iniciales z(0) = 1, 2/(0) = y(0) = 0, ¥'(0) = —3.
(17) Calcule ! para A dada por

5 -3 =2
A=1] 8 -5 —4
-4 3 3

(18) Sea A € RN*N_ Suponga que a no es un valor propio de A.
(a) Probar que la ecuacién 2’ = Az + e“b tiene una tunica
solucién de la forma z(t) = e®u, con u € RV,
(b) Encontrar la solucién general del sistema

¥ =2x+y+e*
y =z + 2y —e*

(19) Considere

3 1 -1
A= -3 0 1
9 3 -3

(a) Verifique que A® = 0 y calcule e’
(b) Resuelva el sistema no homogéneo =’ = Az + f(t) donde
f(t) = (0,€', )T, con condicién inicial z(0) = (1,0,0)T.

s

) & =x—2y,y =2x—3y.
)@=z -2y, y =br—uy.
)
)

/

' =2x—2y,y =4z — 2y.

¥ =dx—y, y =2x+y.
(e) ' =z — 3y, y =6z — by.

(21) Considere el sistema con dos masas (my, ms) y tres resortes (de
constantes ki, ko, k3) descrito por el siguiente sistema:

mlx’l’ = —]{le’l + kz(l’g - .731)
mgl’g = —kQ(ZEQ — 1’1) — ]{33]32

Determine las soluciones generales cuando my = msy =1, k| =
2, ko =1, k3 = 2.

(22) Se tiene tres tanques con salmuera conectados cada uno de vol-
umen V) = 20, Vo = 40 y V3 = 50 litros. Agua pura fluye al
tanque 1 a una tasa de 10lt/min, mientras que salmuera fluye
del tanque 1 al tanque 2 a una tasa de 10lt/min, y salmuera
fluye del tanque 2 al tanque 3 a una tasa de 10it/min. Fi-
nalmente salmuera sale del tanque 3 también a una tasa de
10lt/min. Silas cantidades iniciales de sal en cada tanque estan



dadas por C; = 15kg, Cy = 0, C5 = 0 y los tres tanques estan
llenos, determine la concentracién de sal en cada tanque como
funcién del tiempo.



