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2. a) Considere el problema de condiciones de borde

y' +pla)y=g(z) z€lal] (%)

y(a) =y(b) =0, (%)

donde p, g son funciones continuas en [a,b]. Demuestre que si p(z) < 0 para todo
x € [a,b] y si este problema posee solucién entonces ésta es unica.

Indicacion: Cuando g = 0, multiplique la ecuacion por y y realice una integracién
por partes.

b) Sea y; una solucién no idénticamente nula y conocida de la ecuacién
as(2)y" + ar(z)y’ + ao(x)y = 0, (1)

en un intervalo [ en el cual ag(z) # 0.

(i) Pruebe que toda solucion y de (1) satisface una ecuacién diferencial de primer

orden de la forma

w0 iy = I

donde f depende sélo de ai(x) y as(x) (salvo una constante). Si y; > 0 en [
deduzca una expresién para una solucién y, que sea linealmente independiente
de Y1-

(ii) Usando lo anterior, determine una base del espacio solucién de
Y + (tanx)y — 6(cot’z)y =0 x € (0, g)

sabiendo que y;(z) = sin®(x) es solucién.

Solucion:

a) Sean y;,y2 dos soluciones de (x) — (xx), entonces y(x) = yi(x) — yo(x) satisface la
ecuacion

y' +p@)y=0 x¢€la,b],
y(a) = y(b) = 0,

Multiplicamos la ecuacién anterior por y para obtener:

y'y+p(x)y* =0 Va € [a,b]

b b
/ y"ydx +/ p(z)y*de =0

1

integrando entre a y b;



y realizando una integracion por partes

/ab y"yde = y(x)y'(x)]; - /ab(y’(a:))zdx __ /ab(y’(ar))zdx

pues y(a) = y(b) = 0. Luego,

/a (0 (w) e = / @)y

pero como p(z) < 0, se tiene que ff(y’(a:))zdx =0, es decir, ¢/(z) = 0. Usando que
y(a) = y(b) = 0 se concluye que y(x) = 0. Por lo tanto se tiene que y;(x) = ya(x)
Va € [a,b], es decir, la ecuacién tiene solucién unica.

Sean

b(r) = 2@y = @@ e

as(x)
entonces y; es solucion de la ecuacién diferencial
Y+ bi(z)yy + bo(2)yr =0 (1)
sea y una solucién de (1), entonces y satisface
y" +bi(z)y + bo(x)y =0 (2)

Multiplicando (1) por y y (2) por y; obtenemos

yyi + bi(x)yy) + bo(z)yys = 0
v1y" + bi(z)yry’ + bo(z)yyr =0

sumando y'y] en ambas ecuaciones

yyi + 'y + bi(@)yyy + bo(x)yyr = ¥y
Yy + Y'Y+ ()Y + bo(2)yyr = v'yy
restando ambas ecuaciones
! +y' i) = " + vy + 0 (@) [y, — iy =0 &

d
%[yly’ —y1y] +01(2) 11y — iyl =0

la dltima corresponde a una ecuaciéon de factor integrante, por lo tanto,

ny — gy = Ce” IO

donde C' es una constante arbitraria. Usando factor integrante, obtenemos:
e—Jb1(@)

yl x - bl(x) /(ac)
_ o) 1()dm/e f —J e g —
ylr) = Ce v1 (@) —€ v1 (@) d:L‘ = Cy Xz —daj
@) () (%) yi(z)




Adems y e y; son linealmente independientes pues:

W (y1,y)(x) = y1y/ — yiy = Ce™ I 1@ £ g,
si C'#£0.
¢) Usando la parte anterior, y; = sin®(z) > 0 en (0,7/2) y bi(z) = tan(z). Luego

e~ J tan(z) _C

sin®(z) - 5sin?(x)

o) = Csint(a) [

Por lo tanto una base del espacio solucion viene dada por

{sin3(a;), ﬁ} :



