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MATEMATICAS 11
Integral de Riemann.

Integrales Dobles (Cambio de variable)

1) Se pide evaluar las integrales / / f(z,y)dzdy segin los valores de f y el dominio D. Se sugiere pensar en algun
D

cambio de variable (sélo en algunos casos se indicara un cambio de variable adecuado):

i) f(x,y) = (x +y)?, D es el paralelogramo limitado por las rectas y = —z, y = —v+ 1,y = 2x e y = 20 — 3.
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(Tomar u = = +y,v = 2z — y). Solucién: 3.

it) f(z,y) = xy, D es el paralelogramo limitado por las rectas y =z, y = —x + 1, y = 2z e y = 2z — 2. Solucién:
7.

iii) f(z,y) = /2% +y? D =1[0,1] x [0,1]. (Tomar coordenadas polares). Solucién: % [v2 + log(1 + v/2)].
i) f(z,y) = log(z? + y?), D es el cuarto de corona circular situado en el primer cuadrante y limitado por las
circunferencias x2 + y? = a? y 2% + y? = b? siendo 0 < a < b. Solucién: 3 [b2 logb — a?loga — % (b2 — az)].

v) f(z,y) = (1 +22+y2) "2, D es el trisgngulo de vértices (0,0), (1,0) y (1,1). Solucién: 15

vi) fx,y) = e+, D el triangulo limitado por las rectas z =0, y =0y z +y = 1. (Tomar x +y = u,x —y = v).
Solucién: (e —e™?).
2) Hallar el drea limitada por las circunferencias x2 + y? = 2z y 2% +y? = 42 y las rectas y = 2 e y = 0. Solucién:
3 3
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3) Se pide hallar el centro de masa de una ldmina D = {(CE, y) ER?: 2?2+ 92 <1,0<2,0< y} de un material no ho-

mogéneo, tal que la densidad en cada punto (z,y) viene dada por p(z,y) = /1 — 22 — y2. Indicacién: El centro de

. . : y . y _ S, zp(zy)dedy LS yp(,y)dzdy
masa de una superficie D, con de densidad p es el punto (zg,yq) siendo xg = 1T pmdzdy Y YG="TT5 plwy)dady *
Se recomienda un cambio a polares, no descartando algiin otro cambio de variable al tratar la integral real corre-

spondiente. Solucién: (1, %).

4) Calcular la integral //D:c\/l — 2% — y?daxdy siendo D = {(z,y) e R? : 2? + 32 < 1,0 < 2,0 < y}. Solucién: .

5) Calcular //De’”/yda:dy siendo D = {(z,y) € R? : y* < x < y?}. Solucién: 2=,

6) Expresar mediante las integral integrales iteradas, la siguiente integral [ p f(x,y)dzdy siendo D el conjunto definido

por las inecuaciones 0 <y < 1,/y <z < 1+ /1 —y?. Calcular [}, ydxdy. Solucién: 33.

7) Calcilese // e=2)/W+o) dzdy donde D = {(z,y) € R*: 0 < 2,0 <y, +y < 2}. Témese para ello el cambio de
D

variable y — z = u, y + ¢ = v. Solucién: e + %

8) Hallar la integral [[,(y?—a%)" (22 +y?)dady donde D = {(z,y) € R? : 2> 0,y > 0,a < zy < b,y* —2? < 1,z <y}

con 0 < a < b. Se recomienda utilizar el cambio de variable u = 22 — y?, v = zy. Solucién: } log {£2.

9) Calcular el volumen comprendido entre el cilindro de ecuacién x2? + y? = 1 y el cono de ecuacién x? + y? — 22 = 0.
10) Calcular el volumen comprendido entre el cilindro eliptico 22 + 4y? = 1 y el paraboloide 22 + y? = 2.

11) Hallar [f p rydxdy siendo D la regién del primer cuadrante delimitada por las curvas 22 +y? =4, 22 +9% =09,

22 —y? =4y 2% —y? = 1. Utilizar el cambio de variable u = 22 + 32, v = 22 — y2. Solucién: %.

12) Hallar el drea limitada por las circunferencia 2% + y? = 22 y 22 + y? = 42 y las rectas y = x e y = 0. Solucién:
I +3.

18) Sea D C R? el cuadrildtero curvilineo limitado por las cuatro parabolas y? = a3z, y? = b2, 22 = 3y, 2% = d®y
0<a<b 0<c<d)
Calcular el volumen del cuerpo de revolucién generado al girar D alrededor del eje OY. Para ello convine saber

que dicho volumen es Vol = 277// xdzdy. Se sugiere el cambio de variable z = uv? e y = uw?v. Solucién:

D
%(a‘l —bY)(c® —d®). (Sugerencia: si el célculo con las variables a, b, ¢ y d resulta “molesto”, pude hacerse un primer

célculocona:27b:3,c:1yd:%.
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