Ingenieria Mateméatica

‘ FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Célculo en Varias Variables 08- 1
1. RESUMEN

Conjuntos Jordan-medibles. Decimos que un conjunto A ¢ RY aco-
tado tiene medida nula si para todo € > 0 existe una coleccién finita de
rectangulos {R; }icr tal que

AcJR, Y V(R)<e

i€l i€l

Decimos que un conjunto D en RY es medible en el sentido de Jordan o
simplemente Jordan-medible si su frontera Fr(D) es de medida nula.

e Sea f una funciéon continua sobre un conjunto D cerrado, acotado y
Jordan-medible en RY. Entonces f es integrable sobre D. En particular,
el volumen de un conjunto cerrado, acotado y Jordan-medible en RY esta
bien definido y vale V(D) = [, 1.

Teorema de Fubini. Sean Ry C RN, Ry C R™, R = R; x Ry ¢ RV*t™
y f: R — R, una funcién integrable, y tal que las funciones

r € R — [z, y)dy, ye Ry— f(z,y)dz,
R2 Rl

estan bien definidas y son integrables.

e Entonces

/R f= /R ( A f(w)dy) d = /R ( le(z,y)dx) dy.

Si R =[a1,b1] X -+ x [an,bn] ¥ f : R — R y si todas las integrales que
siguen estan bien definidas se tiene que

[i- /: ( /( :f f@l,._.,mdm) dmﬁ...)dzl.

El orden en las integraciones sucesivas puede alterarse como se desee. Cuan-
do se quiera enfatizar el orden de integracion es conveniente escribir

by ba bn
/f:/ dl‘l/ dxz f($1,...7$N)d$N.
R a az anN

Derivacion bajo el signo integral o Regla de Leibnitz
e Sea f : R? — R de clase C! y o, 8 : R — IR funciones diferenciables.
Entonces la funcién F : R — R definida por:

B(x)
F(x) —/( : f(z,t)dt

es diferenciable y su derivada es:

dF @) 5

dx

B(x)
/ fat) dt} = f(o, () B (2)— f (&, a(x)) o’ (2)+ /
o(x) a(z)
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2. EJERCICIOS PROPUESTOS

Conjuntos Jordan medibles
P1.- Sea f:R" — R una funcién no negativa en C' C Dy. Se define:
CO(f, C) = {(‘Tuxn-l-l : 0 S Tn41 S f(ZC)} - ]R’nJrl

Si C' es medible Jordan y f es continua en C, demuestre que Cy(f, C)
es medible Jordan en R"*! y que v(Cy(f,C)) = [ f. Interprete geo-
c

meétricamente los casos n =1y n = 2.

Teorema de Fubini
P2.- Sea f:[0,1] x [0,1] — R definida por:
1 ze@

171
Muestre que la integral iterada [ [f f(ac,y)dy} dx existe, pero f no
o Lo

es integrable.

P3.- Calcular:

22—

1y Y
P4.- Considere: I = [ [(2? 4+ y?)dzdy + [ [ (2% + y*)dzdy
00 10

a) Calcule I directamente.
b) Dibuje la region de integracion.

¢) Calcule I invirtiendo el orden de integracion.

P5.- a) Sea g:[0,1] — R integrable. Pruebe que:

1 1

j [t} o= [
0

x 0

1
/e_y/mdx dy
y

b) Calcular:

o _



P6.-

P7.-

P8.-

P9.-

P10.-

P11.-

Una placa de metal triangular homogéneo de masa M tiene vértices
(0,0), (1,0), (0, 3). Encuentre su momento de inercia, definido por:

Igcz//p(:v,y)y2 dx dy, Iy=//p(w,y)w2dwdy
Q Q

donde () es la region que define la placa y p es la densidad.

1 1—|z| p2z+y
/ / / dz dy dx
-1J0 0

utilizando los 6rdenes de integracion dx dydz y dydz dz.

Calcule

Calcule el volumen de la region acotada por las ecuaciones:

non @ R
|
8 vwoo

Calcule el volumen de la regiéon determinada por las siguientes de-
sigualdades:

2422 < 9
y+2z < 6
y—2z < 6

y =2 0

Una bola centrada en el origen y de radio R se corta por un plano
horizontal a una altura h (0 < h < R). Calcular el volumen de la
parte superior de la esfera que se encuentra sobre dicho plano.

Considere la integral iterada:

2a 2ax
= [ fema|a
0 V2azx—z2

donde f es una funcién continua.

a) Haga un bosquejo de la region de integracion.

b) Exprese I como una integral iterada cambiando el orden de in-
tegracion.



P12.- Sea f:R? — R de clase C2, pruebe que:

*f  0*f
0xdy  Oydx

utilizando el Teorema de Fubini.

Hint: Defina la funcion g(z,y) = %(m,y} - aajgz (z,y), e integre

sobre un rectangulo arbitrario R C RR2. Luego justifique el hecho
de que una funcién continua es nula ssi su integral calculada sobre
cualquier rectangulo es nula.

Regla de Leibnitz

P13.- Considere la funcién:

x+ct t z+c(t—s)
u(z,t) = %[f(a:—i—ct)—l—f(:c—ct)]—l—% /g(s)ds—l—%/ / F(o,s)dods.
r—ct 0 z—c(t—s)
Demuestre que:
‘?;;‘ - 02% = F(x,t).
(;l(ffao) = f(2)
ot(x,0) = g(z)

P14.- Sea

x(t) = / 9(5,t) [sen(a(s)) — £(5)] ds

Pruebe que z satisface la siguiente E.D.O.:

() = sena(t) + £(0)
z(0) = 0
z(l) = 0

3. PROBLEMAS RESUELTOS

P15.- (P2 b) EX OT 2004, A. Jofré)
Sea Y : R — IR una funcién de clase C? tal que:

Y(t) =at+ /t Y(r)sen(t —7)dr VteR
0



P16.-

donde a es una constante. Calcule Y y deduzca una férmula explicita
para Y (t).

Solucion

Calculemos las derivadas utilizando la regla de Leibnitz:

Y'(t) = a+Y( ) sen(t—t —0—|—f0t Y (1) cos(t — 1) dr
= a+ fo 7) cos(t — 1) dr

Y"(t) = Y(t) cos(0)+ f Y (1) (—sen(t — 7)) dr
= Y() = (Y(t) —at)
= at

ademas es posible obtener condiciones iniciales:

Y(0) = a0+ foo Y(7) sen(t — 7)dr
= 0
Y'0) = a+0

Luego, es posible obtener Y mediante integracion:

Y'(t) = at
Y'(t) = Y'(0)+ fo Y (r)dr
— a+ at
Y(t) = + Jya+ o g
_ O+ CLt+ at

(P1 a) EX OT 2006, J. D. Davila)

Calcule: -
/ / (z — w) sen(z®) dedw
0 Jw

Solucion

Usando el Teorema de Fubini.

fo fw w)senx3dr dw = fo fo T —w senx3dwd:c

2 3

= fo (x sen sen )dac

7
= % fol 22 sen z3dx
= ?(— cos 13 + cos 0%)
= 5(1—cosl)
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