Capitulo 1

Homeomorfismos entre espacios
topologicos

1.1 Homeomorfismo

El proceso de clasificar es basico en la Ciencia, y en particular, en Matematicas. Asi
por ejemplo, v en el Algebra Lineal, se clasifica espacios vectoriales mediante iso-
morfismos; en la teoria de grupos se usa isomorfismos de grupos, etc. En Topologia,
la clasificacion se realiza mediante las aplicaciones que son mas interesantes entre
espacios topoldgicos y que se llaman homeomorfismos . En este sentido, se puede
decir que este capitulo es basico para entender qué hace la Topologia.

A continuacién se tiene el concepto mas importante de este capitulo.
Definicién 1.1.1 Una aplicacion f : (X, 7) — (Y, 7') entre dos espacios topoldgicos

se llama homeomorfismo si es una aplicacion biyectiva y tanto f como su inversa
=1 son continuas.

Una de las finalidades de la Topologia es discernir si entre dos espacios topologicos
existe 0 no un homeomorfismo. En tal caso, estos dos espacios se consideraran
iguales. Concretamente, es inmediato el siguiente resultado:

Proposicién 1.1.2 1. La aplicacion identidad es un homeomofismo.

2. La aplicacion inversa de un homeomorfismo, es un homeomorfismo.
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3. La composicion de dos homeomorfismos es un homeomorfismo.

Si se denota por H((X, 7)) o simplemente H(X) si se sobreentiende la topologia, al
conjunto de homeomorfismos de X en X, este resultado nos dice que dicho conjunto
es un grupo con la composicion de aplicaciones como operacién binaria. Asi, en un
espacio topoldgico discreto, se ha probado que el grupo de homeomorfismos H(X)
coincide con el conjunto de todas las biyecciones dadas de €l en si mismo. También,
en un espacio topolégico con la topologia a derechas, el grupo de homeomorfismos
del espacio en si mismo es el conjunto de las aplicaciones crecientes y biyectivas.

Definicién 1.1.3 Se dice que un espacio topoldgico (X, ) es homeomorfo a otro
espacio (Y, 7') si existe un homeomorfismo entre (X, 7) e (Y, 7).

A raiz de la proposicion 1.1.2; esta relacién binaria constituye una relacion de equiv-
alencia en el conjunto de todos los espacios topolégicos. Se dira entonces que los
espacios (X, 7) e (Y, 7') son homeomorfos y se escribirda X = Y. Por tanto, en el
conjunto de los espacios topoldgicos, la relacion ’ser homeomorfos’ determina un
conjunto cociente, donde cada una de las clases de equivalencia la constituye un
espacio topoldgico y todos los demas que son homeomorfos a dicho espacio.

Uno de los objetivos de la Topologia es entender y comprender este conjunto co-
ciente, en un doble sentido. Primero, dado un espacio topoldgico saber a qué clase
pertenece. Por otro lado, dados dos espacios topoldgicos, discernis si son o no home-
omorfos.

Desde el punto de vista intuitivo, se puede imaginar un homeomorfismo entre dos
espacios topolégicos como una deformacion bicontinua de uno en otro. Asi por
ejemplo, no es dificil pensar que el grafo de una funcién continua y = f(z) es
homeomorfo a la recta real R como muestra la figura 1.1.

Se enuncia varias condiciones equivalentes para que una aplicacion sea un homeo-
morfismo.

Teorema 1.1.4 Se considera una aplicacion biyectiva f : (X, 7) — (Y, 7') entre dos
espacios topoldgicos. Son equivalentes los siguientes enunciados:

1. f es homeomorfismo.

2. f es continua y f(O) € 7' para cualquier O € T.
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G(f)

Figura 1.1: El grafo de f es homeomorfo a R.

3. f es continua y f(F) € F para cualquier F € F.
4. f(A) = f(A) para cualquier subconjunto A de X.

5. f es continua y f(U) es entorno de f(x) para cualquier entorno U de x € X.
También es inmediato el siguiente resultado.

Corolario 1.1.5 Sea una aplicacion biyectiva f : (X,7) — (Y, 7') entre espacios
topolégicos. Entonces son equivalentes:

1. f es homeomorfismo.
T ={f(0);0 € 7}.
F' ={f(F);F € F}.

Si 3 es una base de T, entonces f((3) es base de 7.

Si B, se base de entornos de x € X, entonces f([3,) es una base de entornos
de f(x) para cada x € X.

K

Siz € X, el sistema de entornos de f(x) es

Usey = {F(U);U € Uy}

Se estudia ahora el comportamiento de un homeomorfismo cuando restringimos la
aplicacion a un subconjunto del dominio.
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Proposicién 1.1.6 Sea un homeomorfismo f(X,7) — (Y,7') entre dos espacios
topoldgicos y A C X. Entonces fia : (A, 11a) — (f(A), 7 ¢a)) es homeomorfimo.

Demostracion: Sélamente hay que darse cuenta de que (f|A)_1 = (f_1)|f(A). q.e.d

Esta proposicién es muy 1util, ya que muchas veces el homeomorfismo que se define
entre dos espacios topoldgicos no es mas que la restriccién de un homeomorfismo
entre espacios mas grandes. El siguiente ejemplo es una buena muestra de ello.

Ejemplo 1.1.7 Se prueba que dos intervalos abiertos de R con la topologia usual
son homeomorfos entre si. El conjunto de los intervalos abiertos de R es

{(a,b);a < b, a e RU{—o0}, be RU{o0}}.

Para ello, se distingue los distintos intervalos abiertos de R.

e Sia,b e R, seprueba que (a,b) = (0,1). Se define f : R — R mediante f(x) =
£=¢_ Esta aplicacién es biyectiva, continua y su inversa, f~'(z) = (b—a)z +a,
también es continua. Ademaés f((a,b)) = (0,1), luego la restriccion de f al
intervalo (a,b), nos define el homeomorfismo entre (a,b) y (0, 1).

e A continuacién se prueba que dos intervalos del tipo (a,+00) y (b, +00) son
homeomorfos. De nuevo, se define una aplicaciéon f : R — R como f(x) =
r+b—a. Esta aplicacién es biyectiva, con inversa, f~(z) = z —b+a y ambas
son continuas. Por otra parte f((a,+00)) = (b, +00), luego los dos intervalos
son homeomorfos.

e El intervalo (a,+o0) es homeomorfo al intervalo (—oo, —a), con a € R. Para
ello, se define f : R — R mediante f(z) = —x cuya inversa es ella misma y

f((a, +00)) = (—00, —a).

e La aplicacién f(x) = 1/x para  # 0 nos define un homeomorfismo entre el
intervalo (0,1) y el intervalo (1, +00). La aplicién inversa de f es f~!(z) = 1/x.

e Por tltimo, f(x) = tg(x) es un homeomorfismo entre Ry (-7, 7), cuya funcién
inversa es la funcién arco tangente.

Usando la proposicion 1.1.2; el razonamiento hecho nos asegura que dos intervalos
cualesquiera de R son homeomorfos. T
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Se analiza a continuacién el problema de clasificacién de cualquier intervalo (abierto
o no) de R. Cualquier intervalo de R pertenece a una de las siguientes familias de
subconjuntos.

o X ={(a,b);a<b, ac RU{—-o0}, beRU{oo}}.
o Xy ={[a,b];a,beR}.
o X5={[a,b);aeR, be RU{oo}} U{(a,b];a € RU{—o0}, beR}.

Se ha probado que todos los intervalos que pertenecen a X; son homeomorfos entre
si.

Por otra parte, la aplicacién x —— =2 es un homeomorfismo entre [a, b] y [0, 1],
luego todos los elementos de X5 son homeomorfos entre si. Tampoco es dificil probar
que lo mismo sucede entre todos los elementos de X3. Para finalizar nos quedaria
estudiar si intervalos que pertenecen a distintos conjuntos X;, ¢ = 1,2,3 son o no

homeomorfos. Se volvera a este problema al final del ejemplo 1.1.11.

Una herramienta muy 1til a la hora de asegurarnos que dos espacios no son home-
omorfos, es el concepto de invariante topoldgico o propiedad topolégica.

Definicién 1.1.8 Una propiedad topologica o un invariante topoldgico es una propiedad
P de forma que si un espacio topoldgico (X, T) satisface P, entonces todos los espa-
cios topologicos homeomorfos a X también la satisface.

De esta forma, si se tiene dos espacios topologicos tales que existe una propiedad
topoldgica que la satisface un espacio y no el otro, entonces estos espacios no son
homeomorfos. El problema de probar que dos espacios son homeomorfos es to-
talmente diferente, pues en tal caso habria que construir un homeomorfismo entre
ellos.

La Topologia estudia las distintas propiedades topoldgicas, las cuales permiten clasi-
ficar los espacios topoldgicos. Se puede decir que este Curso de Topologia no es més
que el estudio de una serie de propiedades topoldgicas encaminadas a dicha clasifi-
cacion. En los siguiente tres ejemplos se muestran algunas propiedades topologicas.

Ejemplo 1.1.9 El segundo axioma de numerabilidad es una propiedad topoldgica:
sea (X, 7) un espacio topoldgico, # una base numerable de la topologia y un home-
omorfismo f : (X,7) — (Y,7') un homeomorfismo. Entonces f(/3) es una base de
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7' (corolario 1.1.5) y evidentemente numerable, luego (Y, 7') también satisface el
segundo axioma de numerabilidad.

Como consecuencia, R no es homeomorfo a (R, 7p), pues ya se probé que cualquier
base (3 de la topologia discreta contiene a la base {{z};z € R} y por tanto su cardinal
es no numerable. Sin embargo, la topologia usual de R tiene bases numerables.

Ejemplo 1.1.10 La propiedad Ty es una propiedad topolégica. Sea (X, 7) un es-
pacio Ty y un homeomorfismo f(X,7) — (Y, 7'). Se prueba que (Y, 7’) también sat-
isface la propiedad Ty: sean y; # yo v o1, € X tales que f(z1) = y1, f(x2) = yo.
Ya que (X, 1) es Ty, se puede suponer que existe U € U,, tal que x5 ¢ U;. Entonces
f(U) es un entorno de f(z1) (corolario 1.1.5) y no contiene a f(x5).

Ejemplo 1.1.11 Un espacio topoldgico (X, T) se dice que satisface la propiedad P
si "toda aplicacién continua f : (X, 7) — R alcanza maximo”. Se prueba que P es
un invariante topologico.

Sea (X, 7) un espacio que satisface la propiedad Py ¢ : (X,7) — (Y, 7') un home-
omorfismo. Se prueba que toda aplicacién continua definida en (Y, 7’) con val-
ores reales, alcanza su maximo. Para ello, se considera una aplicacién continua
g: (Y,7") — Ry la aplicacién g o ¢ definida en (X, 7). Por hipétesis, existe zg € X
tal que (go¢)(x) < (god)(xg) para cualquier x € X. Luego, por ser ¢ una aplicacién
biyectiva, g alcanza en ¢(xy) un maximo.

Como consecuencia, y usando conocimientos basicos del Célculo, el intervalo cerrado
[0, 1] satisface P pero (0,1) no lo satisface, y por tanto, los intervalos del tipo Xs
que aparecen en el ejemplo 1.1.7 no son homeomorfos a los intervalos de X;. De la
misma forma, el intervalo (0, 1] no satisface la propiedad P: por ejemplo, la funcién
f(z) = 1/x no tiene un maximo en (0,1]. Por tanto, los intervalos de X5 no son
homeomorfos a los intervalos de X3. Quedaria por distinguir los intervalos de X3
con los intervalos de X3, pero para ello se necesita nuevos invariantes topoldgicos
que apareceran a lo largo del curso.

Los invariantes topoldgicos nos permiten afirmar que dos espacios topolégicos no
son homeomorfos. Sin embargo, no es cierto el reciproco, es decir, dos espacios que
no son homeomorfos pueden satisfacer la misma propiedad topoldgica. Por ejemplo,
R tanto con la topologia discreta como con la topologia usual es T y sin embargo,
no son espacios homeomorfos. A continuacion se va a otra situacién analoga.
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Ejemplo 1.1.12 Sea (X, 7) un espacio topolégico y H(X, 7) el espacio de todos los
homeomorfismos de (X, 7) en (X, 7). Este conjunto se le dota de estructura de grupo,
con la composicion de homeomorfismos como operaciéon. En un primer estudio, se
va a probar que si (Y,7’) es un espacio topolégico homeomorfo a (X, 7), entonces
H(Y) es un grupo isomorfo a H(X). Para ello, se considera un homeomorfismo
f:(X,7) = (Y,7'). Se define ¢ : H(X) — H(Y) mediante

O(T) = foTof™.

Entonces ¢(7T) es un homeomorfimo de Y en Y, por ser composicién de homeomor-
fismos. Ademas ¢ es biyectiva y

J(ToG)=foToGof ' =(foTof)o(foGof™)=0¢(T)o¢G).

Se ha probado por tanto, que ’ser isomorfos los grupos H(X,7)" es una propiedad
topoldgica.

Sin embargo dos espacios pueden tener grupos de homeomorfismos isomorfos, pero
no ser los espacios homeomorfos. Como ejemplo, se tiene el siguiente. Sea un
conjunto infinito X. Ya se probé que cualquier aplicacién cuyo dominio es (X, 7p) es
continua. Por tanto, el conjunto de homeomorfismos de X con la topologia discreta
en si mismo es el conjunto Biy(X) de todas las biyecciones de X. Se demuestra ahora
que si X tiene la topologia de los complementos finitos, cualquier biyeccién también
es continua. Pero esto es evidente, pues si f : (X, 7cr) — (X, 7¢r) una aplicacién
biyectiva, y como el conjunto de cerrados es la familia de subconjuntos finitos, la
imagen de cualquier conjunto finito es finito. Por tanto, f es un homeomorfismo
(corolario 1.1.5).

Sin embargo, (X, 7p) v (X, Tor) no son espacios topolégicos homeomorfos: supéngase
que existe un homeomorfismo f : (X,7p) — (X,7cr). Por el teorema 1.1.4, esta
aplicacién lleva conjuntos abiertos en conjuntos abiertos, luego f({z}) € Tor, pero
esto es falso, pues X \ {f(z)} no es un conjunto cerrado en (X, 7cr) al no ser un
conjunto finito.

1.2 Ejemplos de homeomorfismos

En esta seccion se va a mostrar algunos ejemplos de construccion de homeomorfismos
entre subconjuntos de espacios euclideos. Se necesitara previamente un resultado
para caracterizar funciones continuas con codominio un espacio euclideo R".



8 CAPITULO 1. HOMEOMORFISMOS ENTRE ESPACIOS TOPOLOGICOS

Proposicién 1.2.1 Sea f : (X,7) — R". Para cada x € X, se considera f(x) =
(fi(x),..., fu(x)), donde fi = p; o f, con p; : R" — R la i-ésima proyeccion. En-
tonces la aplicacion f es continua si y solo si las aplicaciones f; son continuas para
cada i =1,...,n.

Demostracion: Es evidente que si f es continua, f; sea continua por ser composicion
de dos aplicaciones continuas. Para el reciproco, sea zo € X. Entonces

d(f(x), f(x0)) = Ji} [fil) = filo)|”

Dado € > 0, como cada aplicaciéon f; es continua en =z, existe U; € U,, tal que si
r e U,
€
vn
Sea U = U;N...NU, que es entorno de xg. Entonces es evidente que si z € U,

d(f(x), f(x0)) <e. qed

| fi(x) — fi(wo)| <

Corolario 1.2.2 Toda aplicacion afin de R™ en R™ es continua. Ademds una
afinidad de R™ es un homeomorfismo. En particular, los isomorfismos lineales, las
traslaciones y las homotecias son homeomorfismos de R".

Demostracion: Se considera una aplicacién afin f : R® — R™. Entonces existe
(b1,...,by) € R™ y una matriz A de orden m x n tal que

flxy,...,xy) = (b1, ..., by) + (a:l,...,xn)At,

donde A? es la matriz traspuesta de A. Para probar que f es continua hay que ver
si p; o f es continua, para cad ¢ = 1...m. Pero

n n
(pz e} f)(.ﬁ(,’l, Ce ,fn) = bl + Z(J,Z’jﬂf]’ = (bl + Zaijpj)(q:l, RN ,l’n),
j=1 j=1
es decir, p;o f =b; + Z}l:l a;jpj, que es una aplicacién continua.

El hecho de que la inversa de una afinidad es una afinidad, prueba que también es
un homeomorfismo. q.e.d
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Ejemplo 1.2.3 Sea f : R" — R una aplicacién continua y se denota por G(f) el
grafo de f, es decir, G(f) = {(z, f(z)) € R"™; 2 € R"}. Entonces G(f) = R". Para
ello, se define ¢ : G(f) — R" mediante ¢(zx, f(z)) = x. Esta aplicacién es continua
y su inversa, ¢~ !(x) = (x, f(z)) es evidentemente continua.

Ejemplo 1.2.4 Toda bola B,(a), donde a € R" y r > 0 es homeomorfa a R".

Primero se prueba que la bola B,.(a) es homeomorfa a la bola B;(0). Para ello, se
define la aplicacion F' : R" — R" dada por F = T, o h,, donde h, es la homotecia
de razén r > 0y T, es la traslacién de vector de traslacién a, es decir, h,.(z) =rzy
T.(x) = z+a. Entonces F' es un homeomorfismo y evidentemente F'(B1(0)) = B,(a).
Usando la proposicion 1.1.6 estas dos bolas son homeomorfas.

Se prueba que R" es homeomorfo a B;(0). Sea un homeomorfismo creciente h
entre [0,1) y el intervalo [0,00) de forma que h(0) = 0y h(1) = oo (por ejemplo,
h(r) = +=). Se define para cada = € B1(0),

1—r

et

Py~ M,

Esta aplicacién es biyectiva y su inversa es

y
G(y) = .
(y) T+

Las aplicaciones F' y GG son continuas pues sus funciones coordenadas son continuas:
en el caso de F,

1 —/22 i
y para la aplicacion G,
Di
pioG =

I+ \/Zzn:lpzz'

En el ejemplo anterior, se ha probado que todas las bolas de R™ son homeomorfas
entre si. Esto no ocurre en cualquier espacio métrico, ni incluso en subconjuntos de
R™. Por ejemplo, si X = {0} U [2,4) C R, se tiene

Bl(o) = {0}7 31(2) = [2’3)7 B1(3) = (274)7

y ningun par de estos conjuntos son homeomorfos entre si.
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Ejemplo 1.2.5 Sea un subespacio afin A C R" de dimensiéon m < n. Entonces A
es homeomorfo a R™. Como consecuencia, si m < n, R™ se embebe en R" como un
subespacio afin.

La demostracion se realiza en varias etapas.

1. Supéngase que A = p + L{vy,...,v,,} donde {vy,...,v,} es una base del
subespacio vectorial asociado a A y L{vy,...,v,} es el subespacio vectorial
generado por {vy,...,v,}. Se sabe que existe una afinidad de R" que lleva A
en L{vy,...,v,}. Por tanto, A = L{vy,..., v}

2. Se considera ahora {ey, ..., e,} la base usual de R". De nuevo L{vy,..., v, } =
L{e,...,en} al haber una afinidad de R™ en si mismo que me lleva la base
{v1,...,un} en {eg,..., en}.

3. Por ultimo, se prueba que L{ey, ..., e,} = R™. Se define g : R™ — R" por

g(x1,. .., xm) = (1,...,2,,0,...,0). Esta aplicacién es inyectiva, continua y
g(R™) = L{ey,...,en}. Laaplicacién inversade ges g~ (z1,...,Tm,0,...,0) =
(x1,...,2,): esta aplicacién es continua porque g~ ! es la restriccién a L{ey, ..., e, }
de la aplicaciéon de R" a R™ dada por (z1,...,2,) — (21,. .., Tpm).

Ejemplo 1.2.6 Sea llama corona circular al conjunto definido por

Cy = {(z,y) e R*r < /22 +y> < R},

donde 0 < r < R < oo. Por otra parte se define el cilindro de radio 1 como el

conjunto
Cy = {(z,y,2) eR% 2’ +9* =1} =S' x R.

Se demuestra que ambos conjuntos son homeomorfos.

Para ello, se considera un homeomorfismo h : (r, R) — R que satisfaga h(r) = —oo
y h(R) = +o0o. Se define entonces F' : C; — Cy por

P = (2000 = (Ui S MY 408)) 0= G0

p|’

Esta aplicacién es continua pues

b1

N

proF =
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b2

Vi + 13
pso F'=ho/pi+p3.

La inversa es la aplicaciéon G(a,b,c) = (ah™(c),bh~1(c)), que de nuevo es continua.
Por tanto, I’ es un homemorfismo.

peoF =

Concretamente (ver figura 1.2) la aplicaciéon F' lleva circunferencias concéntricas de
la corona C} en circunferencias paralelas al plano {z = 0} en el cilindro Cy, de forma
que si las circunferencias se van acercando a la circunferencia 22 + y?> = r2, en el
cilindro se obtiene circunferencias cuyas terceras coordenadas van tendiendo a —oo.
Y si las circunferencias van hacia 2% + y? = R?, sus imdgenes son circunferencias
con terceras coordenadas yendo a +oo.

P F Ty C2

Figura 1.2: Un homeomorfismo entre la corona C y el cilindro C5.

Ejemplo 1.2.7 Se prueba que si p € S", entonces S" \ {p} es homeomorfo a R".

Primero se va a probar que si p,q € S", entonces S" \ {p} = S" \ {¢q}. Para ello se
consideran las siguientes bases ortonormales de R™* :{p, ey, ... e, } v {q, u, ..., u,}.
Sea una isometria lineal ¢ : R"™* — R"™ tal que ¢(p) = q y ¢(e;) = us, 1 <4 < n.
Ya que ¢ es una isometria, es un homeomorfismo. Ademsds, ¢(S") = S§". Como

¢(p) = g, entonces S" \ {p} = ¢(S" \ {p}) = ¢(S") \ {&(p)} = S"\ {¢}-

Se llama el Polo Norte de S" al punto N = (0,...,0,1) y se prueba que S"\ {N} es
homeomorfo a R". Se define la aplicacién p : S" \ {N} — R" por

X X
p(Il,...,$n+1):< ! .. " )

Yty
11— Tn41 11— Tn41

Esta aplicacion se llama la proyeccion estereogrdfica desde el Polo Norte (figura 1.3).
La proyeccion estereografica aplica cada punto (z ..., 2,+1) de S"\{N} en el punto
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mg“

p(.X)

Figura 1.3: La proyeccion estereografrica.

del hiperplano x, .1 = 0 que se obtiene de intersecar con dicho hiperplano la recta
que une N con el punto (..., Zp41).

Esta aplicacién es biyectiva y su inversa es

21, 2x, —1+ |x|2>
T 2 2 5 .
1+ |z L+ |z|” 1+ |z

p T, ) = <

Como estas aplicaciones son continuas, p es un homeomorfismo.

Ejemplo 1.2.8 Como consecuencia del ejemplo anterior, R? se embebe en S? como
el conjunto S*\ {N}. Esto permite representar de forma bicontinua la esfera menos
un punto como un plano: si se supone que la Tierra es la esfera S? y el plano R? es
un mapa, el embebimiento nos dibuja la Tierra menos el polo Norte en un papel de
forma homeomorfa y puntos de la Tierra que estan cercanos, aparecen en el dibujo
proximos. Se dice entonces que se ha realizado una proyeccion estereogrdfica de la
Tierra.

Ademss, en el caso particular n = 2, y usando notacién compleja identificando R?
con C, la aplicacién p~! se escribe como

() = ( M(z) 23(z) 1+ |z!2> |

T4+ 2214|227 1+ |22
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1.3 Embebimientos, aplicaciones abiertas y cer-
radas

Definicién 1.3.1 Un embebimiento es una aplicacion f : (X, 7) — (Y, 7') entre dos
espacios topologicos tal que

fo(Xor) = (f(X), T 5x))

es un homeomorfismo. Se dird entonces que X estd embebido en Y mediante f.

Mediante un embebimiento, el espacio X es topoldgicamente igual que un subcon-
junto de Y con su topologia relativa, y todas las propiedades topoldgicas que posee
este subconjunto también las tiene X. Por ejemplo, todo homeomorfismo es un
embebimiento.

La demostracion de la siguiente proposicién es evidente.

Proposicién 1.3.2 Se considera un embebimiento f: (X,7) — (Y,7') y un home-
omorfismo g : (Y,7') — (Z,7"). Entonces go f es un embebimiento.

Proposicién 1.3.3 Sea un espacio topoldgico (X, 7) y A un subconjunto suyo con
una topologia T'. Entonces la aplicacion inclusion i : (A, 7') — (X, 7) es un embe-
bimiento si y solo si 7' = T|4.

Demostracion: Supdéngase que i es un embebimiento. Entonces la aplicacion iden-
tidad i : (A,7') — (A, 7)) es un homeomorfismo. El corolario 1.1.5 nos asegura que
7" es 74. El reciproco es analogo. q.e.d

Ejemplo 1.3.4 El intervalo (0,1) se embebe en [0, 1] mediante la inclusién. Por
otra parte, [0, 1] también se embebe en (0,1) de la siguiente forma: por una parte
se considera un homeomorfismo g : R — (0,1) y por otra [0, 1] se embebe en R con
la inclusiéon. Las proposiciones 1.3.2 y 1.3.3 nos aseguran entonces que g o ¢ es un
embebimiento de [0, 1] en (0, 1).

Definicién 1.3.5 Una aplicacion entre espacios topoldgicos f(X,7) — (Y, 7') se
llama abierta (resp. cerrada) si f(O) € 7', para cualquier subconjunto abierto O de
X (resp. f(F) € F', para todo F € F).
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Del teorema 1.1.4, se deduce que una aplicacién biyectiva entre dos espacios topoldgicos
es un homeomorfismo si y sélamente si es continua y es abierta, o si es continua y
cerrada.

Proposicién 1.3.6 Sea una aplicacion abierta f : (X,7) — (Y,7') yz € X. En-
tonces para cada U € Uy, f(U) € U}(x).

Demostracion: Sea O un conjunto abierto en X tal que x € O € U. Entonces
f(z) € f(O) C f(U). Yaque f(O) es un conjunto abierto en Y, f(U) es un entorno
de f(x). q.e.d

Esta proposicion nos dice que una aplicacién abierta lleva entornos en entornos. Por
ello, aquellos invariantes topologicos definidos "localmente” alrededor de un punto
se mantendran por aplicaciones continuas y abiertas.

A continuacién se caracteriza las aplicaciones abiertas.

Teorema 1.3.7 Sea una aplicacion f: (X, 7) — (Y,7'). Son equivalentes los sigu-
tentes enunciados:

1. f es una aplicacion abierta.

2. f(;l) C int (f(A)), para cualquier A C X.

3. Si B es una base de T, entonces f(B) € 7/, para cada B € (3.
4. Para cada x € X yU € U, existe V € U}(m) tal que V- C f(U).
5. Para cada x € X yU € U,, f(U) es entorno de f(x).

Demostracion: 1 = 2. Como ;1 es un conjunto abierto, f(;l) es un conjunto abierto.
Por tanto

o] o]

f(A) = int (f(A) Cint (f(A)).

2 = 3. Para cada B € g, int (f(B)) C f(f?) = f(B), luego int (f(B)) = f(B), es
decir, f(B) es un conjunto abierto.

3=4. Seaxe X, UeclU,yO e rtalquex € O C U. Como T es base de topologia
de ella misma, f(O) es un conjunto abierto en Y: se elige V = f(O).
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4 = 5. Dado U € U,, existe V € Z/{}(Z,) tal que f(x) € V C f(U), luego f(U) es
entorno de f(z).

5= 1. Sea O € T ysea f(z) € f(O), con z € O. Como O es un entorno de z, f(O)
es entorno de f(x). q.e.d

Corolario 1.3.8 Sea una aplicacion biyectiva f : (X,7) — (Y,7'). Entonces f es

homeomorfismo si y solamente si para todo A C X se tiene f(;l) =int (f(A).

Teorema 1.3.9 Sea una aplicacion f: (X, 7) — (Y,7'). Entonces f es cerrada si
y sdlo si f(A) C f(A), para cualquier A C X.

Demostracién: Supéngase que f es cerrada y sea A C X. Entonces f(A) es un

conjunto cerrado de Y, luego f(A) = f(A). Pero f(A) C f(A). Si se considera
adherencias en esta inclusién

f(A) C f(A) = f(A).

Se prueba ahora el reciproco. Sea un conjunto cerrado F' de X. Por hipdtesis,

f(F) C f(F). Pero siempre se tiene f(F) C f(F), f(F') es un conjunto cerrado de
(Y, 7). q.e.d

Como ejemplo de aplicaciones cerradas se tiene todas las aplicaciones entre dos
espacios topoldgicos dotados ambos de la topologia de los complementos finitos, ya
que la imagen de un conjunto finito es finito.

Proposicién 1.3.10 Sean las aplicaciones proyecciones p; : R — R, 1 < i < n,

pi(T1, ..., 20) = 14
Entonces p; es una aplicacion abierta pero no es cerrada.

Demostracion: Para probar que es abierta se usa el teorema 1.3.7. Se considera
la familia 5 de bolas de R". Dada una bola B,.(z), se demuestra que p;(B,(x)) =
(a —r,a+71), con x; = a: sea z € B,(x), entonces

(z1—21)* .+ (2 —x0)? < 17,
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luego 2z, —a < ryasipl(z) € (@a—ra+r). Sea ahora 6 € (a —r,a+r).
Llamando z = (z1,...,0,...,2,), pi(z) = § y d(z,x)* = (6 — a)* < r?. Por otro
lado, las aplicaciones p; no son cerradas. Asi por ejemplo, se considera el conjunto
A = {(z,y) € R*;zy = 1}. Este conjunto es cerrado, pues A = f~'({0}), donde
f : R* — R estd dada por la aplicacién continua f(x,y) = 2y — 1 y {0} es un
conjunto cerrado de R. Sin embargo, p;(A) =R\ {0} que no es cerrado. q.e.d

Proposicién 1.3.11 Se considera [ : X — Y yg:Y — Z aplicaciones entre tres
espacios topologicos.

1. Si f y g son aplicaciones abiertas (resp. cerradas), entonces g o f es abierta
(resp. cerrada).

2. Sigof esuna aplicacion abierta (resp. cerrada) y f es sobreyectiva y continua,
entonces g es abierta (resp. cerrada).

3. Sigo f es una aplicacion abierta (resp. cerrada) y g es inyectiva y continua,
entonces f es abierta (resp. cerrada).

Definicién 1.3.12 Un homeomorfismo local es una aplicacion f(X, 1) — (Y,7') tal
que para cada v € X, existe U € U, tal que

U nw) — (fU), T 5w))

es un homeomorfismo. Se dice que X es localmente homeomorfo a 'Y si para cada
re X, eristeUel, yeristeyeY yV € U; tal que U es homeomorfo a V.

Evidentemente, si entre un espacio topolégico X y otro Y hay un homeomorfismo
local, X es localmente homeomorfo a Y. También, es cierto que la composiciéon de
un homeomorfismo con un homeomorfismo local es un homeomorfismo local.

Ejemplo 1.3.13 Todo conjunto abierto de R es localmente homeomorfo a R. Conc-
retamente la aplicacion inclusién ¢ : O — R es un homeomorfismo local. Paa ello,
sea © € Oy sea r >= tal que (x —r,z +r) C O. Entonces (x —r,x +r) 2 R. Se
vera mas tarde en el ejemplo 1.2.4 que este resultado se puede generalizar a R".

Dos espacios topolégicos X e Y son localmente homeomorfos si X es localmente
homeomorfo a Y y viceversa. Un espacio puede ser localmente homeomorfo a otro,
pero no al revés. Por ejemplo, sea X = R x {0} e Y = (R x {0}) U ({0} x R).
Entonces X es localmente homeomorfo a Y, pero (0,0) € Y no tiene ningtin entorno
homeomorfo a ningtin entorno de ningin punto de X.
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Proposicién 1.3.14 Sea un homeomorfismo local f : (X,7) — (Y,7'). Entonces f
es una aplicacion continua y abierta.

Demostracion: La continuidad de f es evidente porque la continuidad es una propiedad
local.

Se prueba ahora que es abierta usando el teorema 1.3.7. Seax € X y W € U,. Se
prueba que f(W) es un entorno de f(z). Ya que f es un homeomorfismo local, existe
un entorno U de z y un entorno V' de f(z) tal que f : U — V’ es un homeomorfismo.
Entonces U N W es un entorno de = en la topologia relativa de U y como f es un
homeomorfismo entre U y V’; el conjunto f(U N W) es un entorno de f(x) en la
topologia relativa de V’. Ya que V'’ también es un entorno de f(x), f(UNW) es un
entorno de f(z) en Y. Por tanto, f(UNW) C f(W) y es un entorno de f(z). q.e.d

Ejemplo 1.3.15 La aplicacién f : R — S! dada por

f(t) = (cos (t),sen (t))

es un homeomorfismo local y no es una aplicacién cerrada.

En ¢t = 0 se prueba que existe U € Uy tal que f: U — f(U) es un homeomorfismo.

Para ello, sea U = (=3, %3) v f(U) = {(cos (t),sen (t)); =5 <t < 5}. La inversa de

f es la aplicaciéon f~!: f(U) — U dada por f~!(z,y) = arc tg(y/x). Tanto f como
f~! son aplicaciones continuas.

Sea ahora ty € R. Se define V' = T(U), donde T'(t) = t + ty. Entonces T es
un homoemorfismo y V' es entorno de ty. Falta probar que f : V — f(V) es un
homeomorfismo. Se considera ¢ : R* — R? el giro vectorial definido por ¢((1,0)) =

(cos (to),sen (t9)) y #((0,1)) = (—sen (o), cos (ty)), es decir,
¢d(z,y) = (cos (tg = x — sen (ty)y, sen (to)x + cos (to)y).

Un giro de R? es un homeomorfismo. Finalmente, se demuestra que fly =¢o fluo
T-'. SeateV,

¢ o firo T (t) = ¢(cos (t — to),sen (t — tg)) = (cos (t),sen (t)) = f(t).

Sin embargo f no es una aplicacién cerrada: para ello, se considera la sucesion

1
F={2mn+ —;n e N}
n
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Este conjunto es cerrado, pero

f(F):{f(zm+;);neN}:{f(i);neN}.

Esta sucesién es convergente en la circunferencia S' y su limite es (1,0). Ya que no
contiene al limite f(F') no es un conjunto cerrado.

1.4 Ejercicios

1.

Se considera un conjunto X con dos topologias 71, 7. Probar que la aplicacién
identidad 1x : (X, 71) — (X, 72) es un homeomorfismo si y sélo si 73 = 7.

Probar que una aplicacién f : X — Y es continua si y sélamente se satisface
alguna de las siguientes propiedades:

e f~!(int (B)) Cint (f~'(B)), para cada BCY.

o [l(ext(B)) C ext(f *(B)), para cada B CY.

e f~1(Fr(B)) D Fr(f~%(B)), para cada B CY.

Sea f: X — Y un homeomorfismo y A C X. Entonces

int(f(A)) = f(int(A)).
f(4) = f(A).

ext(f(A)) = flext(A)).
Fr(f(A)) = f(Fr(A)).

Sea X = {a,b} y sea en X las topologias 71 = {0, X, {a}} y = = {0, X, {b}}.
Probar que (X, 71) es homeomorfo a (X, 7).

. Probar que la propiedad ”ser metrizable” es una propiedad topologica.

Sea A C R" y una aplicacién continua f : A — R. Probar que el grafo de f
definido por G(f) = {(z,y) € A x R;y = f(x)} es homeomorfo a A. . Como
consecuencia, el paraboloide z = 22 + 3 es homeomorfo a R?

Se considera el hemisferio superior H; de S" y la aplicacién f : R" — H,
definida por

f(xl,...,xn):(xl,...,xn,\/l—ac%—...—ﬁL).

Probar que f es un homeomorfismo.
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Probar que la aplicacién f(z) = 2% de R en R no es abierta. Estudiar si es
cerrada.

Sea un embebimiento f : (X,7) — (Y,7') y un homeomorfismo ¢ : (Y, 7') —
(Z,7"). Probar que go f : (X,7) — (Z,7") es un embebimiento.

Probar que S™ se embebe en S" con m < n.

Se considera la aplicacién f : [0, 27] — S' definida por por f(t) = (cos (t), sen (t)).
Probar que esta aplicacion es cerrada pero no es abierta.

Se define la aplicacion f : [0,1] — {0, 1} por

1 sizel0,]

f(i”):{ 0 size(l]]
Probar que f es una aplicacién sobreyectiva, cerrada, abierta y no es continua.
Probar que S™ y R" son espacios localmente homeomorfos.
Estudiar si la aplicacién f : R — R dada por f(z) = 17 es abierta o cerrada.

Sea A C (X, 7) y la aplicacién inclusién i : (A, 74) — (X, 7). Probar que i es
abierta si y s6lo si A es un conjunto abierto de X.

Probar que f(z) = 77 €8 un homeomorfismo entre (-1,1) y R.

Sean X e Y dos conjuntos, p € X e g € Y. Se considera en ambos las
correspondientes topologias del punto excluido, 7, y 7, (Ver Ejercicio 1.5.24).
Probar que una aplicacién f : (X, 7,) — (Y, 7,) es continua si y s6lamente si
f(p) = q o f es constante.

Determinar un homeomorfismo entre R? y el conjunto {(z,y) € R*y > 0}.
Probar que los conjuntos

A={(z,y) eR%2"+y* <1}, B={(z,y) eR%[z| <1 [y| <1}
son homeomorfos

Probar que la esfera S* es homemorfa al elipsoide

2 2 2
_ 3. Y Y 2
E—{(SL’,y,Z)E]R,aZ—Flﬂ"—&—l}.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Probar que el cilindro 22 + 4 = 1 es homeomorfo al hiperboloide reglado

H={(z,y,2) e R*2* +¢y* — 2* = 1}.

Probar que los siguientes subconjuntos de R? son homeomorfos:
Cr = {(z,y) e R*r® <a® +y* < R?}
Cy = {(z,y) e R*s* <a? +y* < 5%},
donde 0<r< R<ooyl<s<§<oo.

Obtener una expresion analitica de un homeomorfismo entre la corona circular
C = {(u,v) € R*1 < u? +v% < 4} y el hiperboloide reglado H.

Calcular explicitamente un homeomorfismo entre S*\ {(0,0, 1), (0,0, —1)} y el
cilindro 2% + % = 1.

Demostrar que S* x (0,00) es homeomorfo a C = {(z,y,2) € R* 2> +¢* =
22,2 > 0}.

Sea un conjunto X con dos distancias d;, do. Probar que las distancias d; y
dy son equivalentes si y sélo si la aplicacién identidad 1x : (X, d;) — (X, d2)
es un homeomorfismo.

Se considera el conjunto X = {a,b,c}. Estudiad cudntas topologias diferentes
existen en X salvo homeomorfismos.



