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CAPITULO 1

Integrales dobles.

Integrales dobles de funciones sencillas, haciendo énfasis en la determi-
nacion de los limites de integracién en regiones no triviales. Cambio de
coordenadas cartesianas a polares. Aplicacién a cédlculo de areas. Célculo
400 _ 2
de [, e dx.
1. El caso de una dimension.

En esta seccién recordaremos algunos resultados y definiciones relacionados con la integral

de Riemann en una dimension.

El enfoque usual de la integral de Riemann, es como sigue.

DEFINICION 1.1. Sean a,b € R, a < b. Una particién del intervalo [a, b] es una coleccién

finita de puntos de [a, b], de los cuales uno es a y otro es b.

Los puntos de una particién pueden ser numerados como g, 1, .. ., i, de forma tal que

el conjunto quede ordenado de la siguiente manera
A=T, <21 <+ < xp_1 <z, = 0.
Al hablar de una particion siempre supondremos que esta ordenada de la forma anterior.

DEFINICION 1.2. Sean a,b € R, a < by f : [a,b] — R una funcién acotada. Sea
P ={z,,21,...,x;} una particién del intervalo [a, b].

Para 1 <1 < n, sean

m; = inf{f(z) : x;1 <z <},
M; =sup{f(z): z;i_1 <z <a;}.

La suma inferior de f correspondiente a P, se denotard por L(f, P) y es
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La suma superior de f correspondiente a P, se denotard por U(f, P) y es
U(f,P) =Y Mi(x; — i1).
i=1

Es importante notar que la hipotesis f acotada es esencial para poder garantizar que
tanto M; como m; estan definidos. También es necesario definirlos como supremo e infimo y
no como maximos y minimos, ya que f no se supone continua.

El siguiente dibujo nos ilustra la suma superior para la funcién f(z) = sen z en el intervalo
0, 10], con la particién {0,1,2,...,10}.

72 3\4 886/ 7 s 9 \0 y

_|
Xo

FIGURrA 1.1. Suma superior para f(x) = senx

El siguiente dibujo nos ilustra la suma inferior para la funciéon f(z) = senz en el mismo

intervalo [0, 10], con la misma particién {0,1,2,...,10}.

YA

1__

FIGURA 1.2. Suma inferior para f(z) =senxz

Es importante notar que cada una de estas sumas representa el area algebraica de los
rectangulos sombreados (drea algebraica se refiere a lo siguiente: si el rectangulo esté por

encima del eje z, el drea se toma como positiva, si estd por debajo, se toma negativa).
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DEFINICION 1.3. Una funcién acotada f definida en [a, b] es integrable Riemann o inte-

grable sobre [a, b] si
sup{L(f, P) : P es una particién de [a,b]} = inf{U(f, P) : P es una particién de [a, b]}.

En este caso, este niimero comun recibe el nombre de integral de f sobre [a, b] y se denota

[+

Si la funcién f es no negativa, la integral de f sobre [a, b] representa el area de la regién

por

plana limitada por el gréfico de f, el eje x y las verticales vt = a y z = b.

Tenemos que si f es continua en [a, b], salvo en una cantidad finita de puntos, entonces

f es integrable sobre |a, b].
Ademas, para funciones continuas tenemos lo siguiente.
Si P = {xg,21,...,7} es una particién del intervalo [a, b, la norma de P se define por
|P| = max{x; —x;—1: i =1,...,k}.

TEOREMA 1.4. Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces para cada e > 0 existe

0 > 0 tal que

<e€

> fle) (@i — i) —/abf

=1

para toda particion P = {xg, 1, ...z} de [a,b] tal que |P| < § y para cualquier conjunto de

puntos {c;} tales que ¢; € [x;_1, 4]

El resultado anterior se suele expresar de la siguiente manera:

Si f es continua en [a, b] entonces

b k
/a f= IILHEIQZ; fle) (s — x5-1)

¢ € [rio1, mil.
Las sumas que aparecen en la férmula anterior se conocen con el nombre de sumas de

Riemann de f.
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Es muy importante recordar el siguiente resultado, que establece una conexion entre el
calculo diferencial y el cdlculo integral, y que es sumamente 1til en el momento de calcular

integrales.

TEOREMA 1.5 (Teorema fundamental del calculo). Si f es integrable sobre [a,b] y f = ¢’

para alguna funcion g, entonces

[ =00~

2. Integrales dobles sobre rectangulos.

DEFINICION 1.6. Sea Q = [a,b] X [c,d] un rectdngulo contenido en R?. Sea P una
coleccién de subrectangulos de (). Se dice que P es una particion de () si existen una

particién P; = {xyg,...,zn, } de [a,b] y una particién P, = {yo,...,yn, } de [c,d] tales que
P={[zi, 2] x[yj-1,9j] : 1 <i < Np, 1 < j < Noj
El par (P, P,) lo usaremos para denotar a P.

Notar que si Py divide el intervalo [a, b] en Ny intervalos y P, divide el intervalo [c, d] en

N intervalos entonces P contiene Nj - Ny subrectdngulos.

y
/

ye=d| - -
yif---

Yo=C [ - -~

Xo=a X1 X2 xs3=b X

Ficaura 1.3. Particién de [a, b] X [c, d]

Consideremos ahora una funcién acotada f definida en el rectangulo @ = [a,b] X [c, d].
Sea P = (P1, P») una particién de @) donde

Plz{Io,...,le} P2:{y07"'7yN2}

son particiones de [a,b] y [c, d] respectivamente.
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Para1l <i< Ny y1<j5 <N, sean
mg; = inf{f(x,y): xio1 <2 < w5,y <y <yt

M;; = sup{f(z,y): zi-1 < < T Yj1 Sy < yj}-
La suma inferior de f correspondiente a P, se denotard por L(f, P) y es

N1 N2

L(f,P) =Y ¥ mi(w — zi1)(y; — yj)-

i=1 j=1
La suma superior de f correspondiente a P, se denotard por U(f, P) y es

N1 Nz

U(f,P) = ZZMU(SUZ —xi1)(Y; — Yj-1)-

i=1 j=1
Es importante notar que la hipdtesis f acotada es esencial para poder garantizar que

tanto M;; como m,; estan definidos.

DEFINICION 1.7. Una funcién acotada f definida en Q es integrable Riemann o integrable
sobre @) si

sup{L(f, P) : P es una particién de Q} = inf{U(f, P) : P es una particién de Q}.

DEFINICION 1.8. En caso de que f sea integrable el ntimero comun de la definicién

anterior recibe el nombre de integral doble de f sobre () y se denota por

/ / £, ) dzdy,
Q
i

Al igual que en el caso unidimensional, tenemos que toda funcién continua en un

o simplemente por

rectangulo es integrable. Mas generalmente se cumple lo siguiente: si f es acotada
en un rectangulo y continua, salvo en un conjunto de “area nula”, entonces f es
integrable sobre el rectdngulo (los segmentos y las curvas lisas son ejemplos de

conjuntos de area nula).

También se cumple el siguiente resultado.
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TEOREMA 1.9. Sea Q C R? un rectdngulo, sea f : Q — R una funcién continua. Sea
P = (Qi;) = (P1, Py) una particion de Q. Si ¢;; € 5, entonces
N1 N

// fav = |p1\lcifl|1p2|aoz Zf(cz‘j) Area (Qij).

Q

2.1. Interpretacion geométrica de la integral doble.
Sea f una funcién continua y no negativa definida en el rectangulo Q).

Cada sumando de la forma

Mij(w; — zio1)(y; — Yj-1),
que aparece en la suma superior U(f, P) es el volumen de un paralelepipedo con base el
rectangulo [x;_1, ;] X [y;j_1,y;] y altura M;;. Ademads, por definicién, M;; es el supremo de

f en el rectangulo [z;_1, ;] X [y;j_1,y;].

z
A

z=1f(xy)

FiGura 1.4.

Por lo tanto, la suma superior U(f, P) es igual al volumen de un sélido, formado por
paralelepipedos cuyas bases son los rectangulos [x;_1, x;] X [y;-1,y;] ¥ cuyas alturas son M;;,
i=1,...,N.,j=1,...,Ny.

De lo anterior concluimos que la suma superior es una aproximacién por exceso del

volumen del sélido dado por 0 < z < f(x,y), (z,y) € Q.
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De forma anéloga tenemos que la suma inferior L(f, P) es una aproximacién por defecto
del volumen del mismo del sélido 0 < z < f(z,y), (z,y) € Q.

Por otra parte, por ser f integrable sobre @), tenemos que [[ f es el inico nimero real
Q
que esta entre U(f, P) y L(f, P) para toda particién P de Q.

Luego, para una funcién continua y no negativa f, tenemos que

[[ st dody
Q

es igual al volumen del sélido

S={(z,y,2) €R*: (2,9) €Q, 0<z2< f(z,y)}.

2.2. Calculo de la integral doble mediante integracién iterada.
Sea f : () — R continua y no negativa.

El volumen del sélido

S={(z,y.2) ER’: (z,9) €Q, 0<z< f(z,y) },

lo podemos calcular integrando el area de su seccion transversal. En la figura

d
Al) = / F(2ory) dy.

V4
z = f(x.y)
\/ ' Area = A(X,)
" : : 4———/:{
)y P
X L} L}
Ficura 1.5.

De manera que si @ = [a,b] X [¢, d], tenemos que
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//f(w,y)dxdyz/ab (/Cdf(x,y)dy) dz.
Q

De manera analoga podemos ver que también

J[ tamdedy= [ d ( / ) dm) dy.
Q

En general, si @ = [a,b] X [¢,d] y f es una funcién continua entonces
b s pd d s b
//f(x,y) dxdy =/ (/ flz,y) dy) dx =/ (/ flz,y) dl’) dy.
Q a C C a

OBSERVACION 1.10. El resultado anterior se conoce como Teorema de Fubini . El resul-

tado se cumple bajo ciertas condiciones mas generales que las que hemos considerado y su

justificacién rigurosa esta fuera del alcance de estas notas. Para més detalles ver [7].

// (z* + ) dxdy.
]

[0,1]x[0,1

EJjeMmPLO 1.11. Calcular

1
/(w2+y)dﬂf: =ty
0

luego

/01/01(x2+y)dxdy:/01 (/01(x2+y) dx) dy

A manera de ejercicio, calcular la integral iterada en el otro orden y verificar que se

obtiene el mismo resultado.



3. INTEGRALES DOBLES SOBRE CONJUNTOS MAS GENERALES. 9

2.3. Propiedades de las integrales dobles en rectangulos.

Sea @ un rectdngulo contenido en R? entonces la integral sobre @ tiene las siguientes

propiedades

(1) Linealidad: Si f y g son dos funciones integrables sobre @, si ¢1, ¢ son nimeros

reales, entonces ¢ f + cog es integrable sobre @) y
// (crf(@,y) + c2g(w,y)) dady = ¢, // f(z,y) dzdy + ¢ // 9(@,y) dzdy.
Q Q Q

(2) Si f es una funcién integrable sobre @) y se tiene que @ = Q1 U @2, donde Q1 y Q2
son rectangulos de lados paralelos a los ejes de coordenados, tales que Q1 N Q) es

un segmento de recta, entonces f es integrable sobre cada Q;, i = 1,2y

[t sty = [[ rwgydsdy+ [[ 0.)daay
Q1 Q2

Q1UQ2

(3) Monotonia: Si f y g son funciones integrables sobre Q y g(x,y) < f(z,y) para todo
(x,y) € Q, entonces

//g(x,y) drdy < // [z, y) dzdy.
Q Q

En particular, si f(z,y) > 0 para todo (x,y) € @), entonces

[ ey =0
Q

3. Integrales dobles sobre conjuntos mas generales.

En esta seccién extenderemos el concepto de integral doble a conjuntos més generales
que rectangulos y veremos cémo calcularlas.
Supongamos que tenemos una regiéon acotada R C R? y una funcién f : R — R%

Sea @ C R? un rectangulo tal que R C @, definimos

4 [ ) dady - é | .y daay,
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donde

]E({B,y) _ f(l’,y) si (x’y) c R,
0 si (z,y) € Q\ R.

A continuacién veremos como calcular esta integral, dependiendo del tipo de regién.

DEFINICION 1.12. Una regidn del tipo I es una regién de la forma

Ry ={(z,y) eR*:a <z <b, p1(x) <y < po(x)}

donde ¢ y 9 son funciones continuas en [a, b], tales que p; < .

Y A

Y= (PZ(X)

y=9,x)

N

FiGUuRrA 1.6. Region tipo I

Em este caso

// f(z,y) dedy = /ab (/80(2()36) fz,y) dy) dz.
Ry p1iE

DEFINICION 1.13. Una regidn del tipo II es una regién de la forma

Ry ={(z,y) eR*:c <y <d, i(y) <z < io(y)}

donde 91 y 19 son funciones continuas en [c, d] tales que 11 < 1.
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Y A

X=y,(y)

N

Ficura 1.7. Regién tipo 11

d v2(y)
/f(x,y)dmdyz/ (/ f(z,y) dw) dy.
2 c P1(y)

EJEMPLO 1.14. Sea R la region representada en la siguiente figura. Veamos cémo escribir

[[ st dody

En este caso

como una integral iterada.

y:kz

FIGURA 1.8.

La regién de integracién estd dada por 0 < z < 2, 22 < y < 4, por lo tanto,

J[ seasay= [ ([ rteiyas) ar
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Notemos que otra manera de describir la region es 0 <y < 4,0 <z < ,/y, por lo tanto

[ #.izay - /0 4 ( /O ﬁf(x,y)dx) dy.

Finalmente, para calcular una integral sobre una regién arbitraria, descomponemos la

también tenemos que

region como una unién de regiones tipo I y tipo II y sumamos las integrales sobre cada una

de estas regiones.

OBSERVACION 1.15. La siguiente notacién es muy utilizada. En vez de escribir

/a b ( / (()) f(z,y) dy) d,

b w2(x)
/ I / f(x.y) dy.
a w1(z)

De igual manera se usa la notacién analoga en el otro orden. Asi que las expresiones

/0 4 ( /0 ﬂf(x,y)dw) dy
/04 dy/oﬂf(w,y)dﬂf

tienen exactamente el mismo significado.

se suele escribir

EJEMPLO 1.16. Sea R la regién {(z,y) € R? : 1 < 2 +y? < 4},

Escribir
/ fdxdy

R

en términos de integrales iteradas.

R es la unién de cuatro regiones tipo I, que son
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Ri={(z,y) eR?®: —2<2<1, —Vi—22<y<Vi—a?}
Ry={(z,y) eR*>: =1 <z <1, VI—2?<y<Vi—z?},
Ry={(z,y) eR®: —1<z <1, —Vi—22<y<—V1-2a?}
Ri={(z,y) eR?:1<2<2, —Vi—az2<y<Vi—a?}

8 J

FIGURA 1.9.

Tenemos que

/ / £, y)dady = / ( / : f(x.y) dy) dr + / ( /: f(x.y) dy) dx
R
+/_11 (/_gf@,@@) dx+/12 (/_T/Zf(x,y)dy) dx

EJjEMPLO 1.17. Considerar la siguiente integral iterada

/16 dy/olnyf(x,y) dz.

Identificar la region de integracion, representarla graficamente e intercambiar el orden de
integracion.

Tenemos que la regiéon de integracion esta dada por
I1<y<e 0<z<Iny

y graficamente corresponde con la regién sombreada en la siguiente figura.
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FiGURA 1.10. Regién de integracion

Para cambiar el orden de integracion, notemos que la curva x = Iny es la misma curva

que y = €, por lo tanto la regién también la podemos expresar de la siguiente manera

0<zr<1 e’

IA

<
IN
o

Al cambiar el orden de integraciéon obtenemos

/01 dx/;f(x,y)dy.

EJEMPLO 1.18. Sea R la region acotada del plano limitada por el grafico de la funcion
y = |z| y la recta 3y = = + 4. Representar gréficamente R y expresar [[ f(z,y)dxdy en
R

términos de integrales iteradas en ambos 6rdenes.

Para representar graficamente la regién trazamos el gréfico de la funcién y = |z| y de la
recta 3y = x+4. Los puntos de corte de las curvas son (—1,1) y (2,2). La regién corresponde

con el area sombreada en la siguiente figura.
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A 4

F1GURA 1.11. Regién de integracion
La region la podemos escribir de la siguiente manera
{(z.y) eR*: ~1 <2 <0, —2 <y < (244)/3}U{(z,y) € R*: 0 < o < 2,0 <y < (2+4)/3},

por lo tanto [[ f(x,y) dzdy es igual a

R
0 (z+4)/3 2 (z+4)/3
/ dﬂs/ fz,y)dy +/ d:v/ f(x,y)dy.
-1 —x 0 T

Procedamos ahora con el otro orden. La region también la podemos escribir de la siguiente

manera
{(z,y) eR?*:0<y <1, —y<az<ytU{(z,y) eR*:1<y<2 3y—4<z<y}

por lo tanto la integral también es igual a

1 y 2 Y
|| ) /v L

OBSERVACION 1.19. Para regiones generales valen resultados anélogos a los enunciados

en la Subseccion 2.3.
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3.1. Lectura adicional: justificacién de la definicién de integral doble sobre
regiones de tipo I y regiones de tipo II.

Sea R; la region de tipo I dada por

Ri={(z,y) ER*:a <z <bpi(x) <y < pa()}
Si
c=1inf{pi(z) : a <z < b}, d =sup{ps(z) :a <z <b}

entonces Ry C [a,b] X [c,d].

z / flog)dady = [ [ Fo.g) dody,

[a,b] X [c,d]

Luego

donde

f(x,y) _ f(x,y) S? (:L‘7y) € Iy,
0 si (z,y) € [a,b] X [¢,d] \ Ry.

Por ser f continua tenemos que, para cada x € [a, b], la funcién y — f (x,y) es integrable

sobre [¢,d] y de la definicién de f sigue que

d _ p2(x)
/ f(%y)dy:/ flz,y)dy.
c e1(z)

Por el Teorema de Fubini

// f(z,y) dedy = /ab (/W;(:}) f(z,y) dy) dz.
Ry P

Para regiones de tipo II se hace un razonamiento andlogo.

4. Calculo de areas y voliumenes usando integrales dobles.

Sea R una regién contenida en R? que es unién finita de regiones de tipo I y de tipo II.

Sea f: R — R, si f > 0 entonces
R

es el volumen de la regién limitada por el grafico de f y el plano xy, es decir el volumen del
solido

S={(z,y,2) eR®: (2,9) €R, 0<z< fla,y)}.
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Si tomamos f = 1 entonces el volumen de S es igual al area de R, por lo tanto el area

//1d:cdy.
R

de una regién R del plano es igual a

EjempPLoO 1.20. Calcular el volumen del sélido limitado por el elipsoide

{L'2 y2 22 B
Sttt gL

El elipsoide es la region comprendida entre los graficos de las funciones

xQ yQ x2 y2
fl(l',y):C 1_¥__ y f2($ay):_c 1_?_17_27

para (z,y) € S, donde

a? b2~

Por lo tanto, denotando por V' al volumen del solido, tenemos que

V= [ [(ho.0) - falo, ) dady.
S

2 2
S—{(m,y)ERQ:x—+y—<1}.

Tomado en cuenta las simetrias del solido tenemos que

22 g2
VzSc//\/l—g—ﬁdxdy,
S1

22 P
51—{(:C,y)ER2:x20,y20,§+b_2Sl}'

bq1 a?
a -z 1'2 y2
V=8 1= Y gy da
C /(; \/0' az b2 Y ua

Dejamos al lector verificar que la integral anterior es igual a

donde

Por lo tanto

—mabce,

3
(ver Ejercicio 9] ).
Luego
V = -mabe.
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5. Cambio de coordenadas cartesianas a polares.
Recordemos que el punto (z,y) € R? tiene coordenadas polares (r,6) si
x =rcosb, y =rsenb.

En este caso,

r=/z?+y? tand = y/x.

Es usual suponer » > 0, 0 < 6 < 2m. Més generalmente, se restringe # a un intervalo

semiabierto de longitud 27.

Explicitamente
arctan (%) x>0,y >0
0= T + arctan (%) <0
2m + arctan (3) x>0,y <0

T

donde arctan (£) estd entre —7/2 y 7/2 .

TEOREMA 1.21 (Cambio de variables a Coordenadas Polares).
Sea B C {(r,0) e R?*:r >0, 0 <0 < 2r} un conjunto acotado y sea

Tp(r,0) = (rcosf,rsend)

la transformacion de coordenadas polares.

Sea Tp(B) la imagen de B por Tp y sea f : Tp(B) — R continua y acotada. Entonces

//f(x,y) dxdy = é/ f(rcos@,rsend)rdrdd.

Tp(B)

OBSERVACION 1.22. El factor r que aparece en la integral de la derecha es det Th(r, ).

En efecto, la matriz jacobiana para el cambio a coordenadas polares es:

cosf@ —rsen 6)

senf rcosf

Tp(r,0) = (

Luego
det Tp(r,0) = r.
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FEJEMPLO 1.23. Calcular

/ Va2 +y? dedy

R

donde

R={(z,y) e R*: 1 <2”+9* <4}

Sean Tp(r,0) = (rcosf,rsenf) y B =[1,2] x [0, 27], entonces

Tp(B) = R.

Luego

R

r=2

r3 27
"5l =36
_147r
3

//\/mdxdy: // V (rcos0)? + (rsenf)? rdrdd

2 2
://7“2 drdGz/ / r2 drdf
0 1
B
o 2 2
:/ d9/ rzdr:27r/ r2 dr
0 1 1

19

EJEMPLO 1.24. Hallar el volumen del sélido limitado por el paraboloide z = 22 + /2, el

cilindro 22 + 3*> = 1 y el plano xy.
Debemos calcular
// (2% + y?) dady,
D

donde D = {(z,y) € R? : 2% + y? < 1}. {Por qué?

Sean Tp(r,0) = (rcosf,rsenf) y B = |0, 1] x [0, 27], entonces

Tp(B) = D.
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Por lo tanto

// (2? + y?) dody = // ((rcos6)® + (rsend)?) rdrdf

D B
27 1
://r?’drdQ:/ / r3drdf
0 0

B

o 1 1
:/ dé’/ ngr:27r/ r3dr

0 0 0
:271—71_47':1_2_71_

4., 4
T
=3

A continuacién damos el resultado general para el cambio de variables en integrales
dobles.

TEOREMA 1.25 (Cambio de variables para integrales dobles).
Sea R, un subconjunto acotado del plano. Sean x = x(u,v), y = y(u,v) funciones con

derivadas parciales continuas y sea T la transformacion definida por

T(u,v) = (x(u,v),y(u,v)).
Sea Ryy = T(Ryy) y sea f: Ry, — R continua, entonces
[ s sy = [ [ statw0). v 0) 15 0) dude
Rey Ruo

OBSERVACION 1.26. El factor |J(u,v)| que aparece en la integral de la derecha es el

moédulo de J(u,v). Donde J(u,v) es el siguiente determinante

or 01
ou Ov Oxdy Ox 0y
= det = ——— - —
I(u,v) © dy Oy Ooudv  Ovou
ou

Es bueno saber que J(u,v) también se designa con
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6. Lectura adicional: Justificacion de la féormula del cambio de variables para

coordenadas polares.

A continuacién vamos a justificar, de manera intuitiva y usando argumentos geométricos
sencillos, la férmula para el cambio de variables a coordenadas polares.

Tal como antes sea Tp(r,0) = (rcosf,rsen?).

Es un hecho bésico de geometria (ver figura) que si B, = [0, ¢] x [0, a], donde a € [0, 7/2]
y q > 0, entonces

Area (Tp(B,)) = ¢*

vo] 2

9 4

Ficaura 1.12. Tp(B,)

PROPOSICION 1.27. Si

Bl = [QI7q2] X [051,042],
donde 0 < a1 < ap <21 y 0 < g1 < g2, entonces

Area (Tp(By)) = (a2 — a1)(g2 2_ 01)(g2 + Q1).
DEMOSTRACION.

Del comentario previo a esta Proposicién podemos concluir que (ver figura)

o TRy Ty 9
as —aq)(q2 — q1)(q2 + q1)
5 .

(8] (@] 8] (6%
Area(Tp(B) =@ = — @z — — (@ =+ =)
|
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Tp(B1)

FicuraA 1.13. Tp(By)

Consideremos ahora una regién B en el plano rf. Supongamos B C [a,b] X [7,0] y sea
Tp(B) la imagen de B por Tp.

Sean P, = {r,,11,...,7y, } una particién de [a,b] y P» = {6,,61,...,60,,} una particién
de [,4] .

Sean B;; = [ri_1,7i] x [0;-1,60;] y d;j € Bjj.

Sea f : R? — R una funcién continua, entonces basdndonos en el Teorema 1.9 podemos
justificar, de manera informal, la férmula para el cambio de variables a coordenadas polares

de la siguiente manera:

/ f(z,y) dody = (ol (OO)ZZf(Tp(dij))Area (To(Bi))
L |

rl + 7
lim Z Z f TP z] B 1( 7“2'_1)(9]' — 9]'_1)

Py|,|P 0,0
(\ 1],| P2])—(0,0) i

_ // (T (r, 0))r drdd

://f(rcose,rsenﬁ)rdrde.
B

7. Célculo de [," e~ du.

Lo haremos en dos partes.

oo oo 24,2 ™
/ / e ) du dy = =
0 0 4

PROPOSICION 1.28.
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DEMOSTRACION.
En este caso la region de integracién es el primer cuadrante.

Aunque se trata de una regiéon no acotada, se puede dar una versién del teorema del
cambio de variables para coordenadas polares.

Aplicando este resultado se tiene que

400 400 s o w/2 400 ,
/ / e~ @) da dy = / / e " rdrdd.
0 0 0 0
+0c0 1
/ e rdr=—=¢"
0 2 r=0

400 +00 s w/2
/ / e(xw)da:dy—/ 1d@zz.
0 0 0 2 4

PROPOSICION 1.29.

Pero
r=+00 1

Luego

+oo
/ e dg = ﬁ .
0 2

DEMOSTRACION. Sea

Por supuesto que
y asi tenemos que

Pero

2 2 o0 2 Foo 2 2 Foo 2 2
eV a=¢e"Y / e v dr = / eV e de= / e~ ) dop,
0 0 0

+o0 ) +o0 +o0 2. o
a>=a (/ e Y dy) = / / e @) da dy.
0 0 0

Usando la Proposicién [1.28 tenemos que

De donde

2T
4
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Luego

a =

VT
=

OBSERVACION 1.30. Del célculo anterior también se concluye que

o0 )
/ e dr = .

o0
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Ejercicios.

Integrales dobles.

(1) Calcular las integrales iteradas que se indican, representar graficamente la regién de

integracién y describirla utilizando notacién conjuntista.

(a) /14 dy/25(x2—y2+xy—3) dz, (f) /22 (/Z(ﬁ—w) dy) dr,

(b) /02 da /_Z(f’ +20%y — P ay)dy, () /23 (/ﬂ(gﬂy +2y?) dy) da,

1+y
1 el
3 \/18—2y2
(c)/0 dx/2 (z* + 2zy — 3y°) dy, (h)/ dy/ ’ xdz,
x 2 -3 —/18-2y2
4 T
3 18—x2
(d)/1 dx I(I2+2$?J—3yz)d?/> (i)/ d:z:/ zy® dy,
T -3 2
(E2

(e) /01 (/xs (:r3—xy)dy> dz, () /12 dg;/:}dy.

(2) Calcular la integral doble indicada y representar graficamente la regién R.
@ [[@ 4y, R={@per P a<i 0<y<2)
R
(b) //xcosydxdy, R={(z,y) eR*:0< a2 <+/7/2, 0<y<a?},
R
© [[ ety R={@y)eRi120<VE 02y <al
R
(d)//lnyda:dy, R={(r,y) eR*:2<2<3, 1<y<ax—1},
R
1
© [[ ety R={ey) eR 120 <VE o <y <)

R
(f) // xy dxdy, R es la regién limitada por las curvas y = z e y = 2.
R

(3) Hallar el drea de la regién limitada por las curvas y = 22 e y = 2.
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(4) Hallar el 4rea de la regién limitada por las curvas y = x e y = .

(5) Hallar el volumen del sélido limitado por las superficies z = 0, z = z, y*> = 2 — z.

(6) Hallar el volumen del sélido limitado por las superficies 22 + 22 = 4, y = 0,
r+y+z=23

(7) Deducir la férmula para el volumen de un cono recto de base circular, cuya base

tiene radio R y cuya altura es h.

(8) En cada uno de los siguientes problemas calcular la integral iterada dada, ex-
presandola primero como una integral doble y pasando luego a coordenadas polares.

. Se simplifican los calculos en todos los casos?

—~

e)

2 (/I(x2 +9%) dy) dz,

2 \/ 4—y2
a)/ dy/ Va2 +y?de,

/ dx/ ~@+%) g / dy/ sen(x? + y?) dz.
4— :(:2
Vaz—z? 1—y?
/ dx/ Va2 + y2dy, (2) / dy/ xydx.
Var—z2 0 0
/ dy/ sen(z? + y°) dz, / dy/ xydz.

(9) El propésito del siguiente ejercicio es calcular el volumen del sélido limitado por el
elipsoide
2 2 2
x z
— + g + — =1
El primer paso es notar que el elipsoide es la regién comprendida entre los graficos

de las funciones

x?  y? 22 g2
filw,y) =c l_g—— y folz,y) = —c 1_5_6_2’
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para (z,y) € S, donde

2 2
S:{(I,y)€R2 x—+‘Z—2<1}

Por lo tanto, denotando por V' al volumen del sélido, tenemos que

//(ﬁ(w) fala, ) dmdy—zc// 1= 2 0 dody,

(a) Introducir coordenadas polares generalizadas
Tpa(r,0) = (arcosf,brsenf).
Demostrar que el determinante jacobiano de esta transformacion es igual a
abr

y que
S = Tpq(B),
donde B = [0, 1] x [0, 27].
(b) Utilizar la férmula del cambio de variables para integrales dobles para concluir

que
V =2c // abrv'1 —r2 drd®.
(c) Finalmente, calcular la integral anterior para obtener

4
V= gﬂabc.

(10) Utilizar el cambio a coordenadas polares para hallar el volumen del sélido formado
por los puntos que estdn por encima del cono z = 22 + y? y dentro de la esfera

2?2+ + 22 =ad?.

(11) Utilizar el cambio a coordenadas polares para hallar el volumen del sélido limitado

por el cilindro 2% + y? = 2z vy la esfera 2? + y* + 22 = 4.






CAPITULO 2

Integrales triples.

Integrales triples de funciones sencillas, haciendo énfasis en la determi-
nacion de los limites de integracién en regiones no triviales. Cambio de
coordenadas cartesianas a cilindricas y esféricas. Aplicacién a célculo de

volumenes.

1. Definiciones y resultados basicos.

La integral triple se define de manera andloga a la doble.

Consideramos un paralelepipedo @ = [ay,b;] X [ag, by] X [ag, b3] contenido en R? y una
funcién f: Q — R.

Una particién P = {Q;;r} de @ estarda dada por tres particiones P, Py y P5 de [ay, by,
[as, bo] v [az, bs] respectivamente.

Las definiciones y los resultados son completamente andlogos, cambiando de manera

adecuada y donde corresponda, rectangulo por paralelepipedo.

De manera andloga al caso bi-dimensional, podemos calcular integrales triples sobre re-
giones generales.

Por ejemplo, si
R = {($7y72) € RS - a S € S b, 301(‘7:) g Yy g @Q(x)a 051($7y> S z S CVQ(xay)}

donde ¢ y ¢ son funciones continuas en [a,b] siendo ¢1 < @9, @1 ¥ ag son funciones
continuas con oy < qs.

Si f es integrable en R entonces

b p2(z) az(z,y)
] e dvayaz = | ( / ( / f(x,y,z>dz> dy) da
” a p1(z) a1 (z,y)
b w2 (z) az(z,y)
/ dm/ dy/ flz,y,2)dz
a o1(z) ai(z,y)

R={(z,y,2) eR*: c <y <d, hi(y) <z < hao(y), Bi(y,2) <z < Baly, 2)}

Otro ejemplo, si

29
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entonces

d ha(y) Ba(y,z)
/// f(z,y, 2z) dedydz :/ dy/ dz/ flz,y, 2)d.
s c hi(y) 1(y,2)

Una region arbitraria debe descomponerse en la unién de regiones analogas a las anteriores

para poder asi colocar los limites de integracion.

EJEMPLO 2.1. Sea R el solido limitado por los planos coordenados y el plano x+y+2z = 1.

/// f(z,y, 2) dedydz

Escribir

como una integral iterada.

La representacion grafica de R es la siguiente.

Ficura 2.1. Sélido R

Tenemos que
R={(z,9,2)eR*:0<2<1,0<y<1-20<z<1—2—y}

Por lo tanto

/ / / f(2,y, =) dedyd: = /0 1 ( /0 - ( /0 T o) dz) dy) dz.
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OBSERVACION 2.2. Sea f:R?® — R, f > 0. Entonces

/// f(x,y, 2) dedydz

representa la masa de un solido que ocupa la regién R y cuya densidad en cada punto es f.

/R/ / drdyd:

Si tomamos f = 1 obtenemos que

es igual al volumen de R.

2. Cambio de coordenadas cartesianas a cilindricas.
Recordemos que el punto (z,y, z) € R? tiene coordenadas cilindricas (r, 6, z) si
x =rcosb, y =rsenb,

es decir, representamos la primera y la segunda coordenada en términos de coordenadas
polares y no alteramos la tercera.
En general se toma r > 0,0 <6 <27, z € R.
Ademas
r? =% 412, tan@z%, z=z.
Sea
To(r,0,z) = (rcosf,rsend, z)

la transformacién de coordenadas cilindricas, entonces su jacobiano es:

cosf —rsenf 0
Ti(r,0,2) = | senf  rcos® 0
0 0 1
Luego det T!(r,0,z) = r.

Del teorema general de cambio de variables obtenemos.

TEOREMA 2.3 (Cambio de variables a Coordenadas Cilindricas).
Sean B C {(r,0,2) e R3:r >0, 0 < 0 < 27} acotado, Te(r,0,2) = (rcosf,rsend, z) y
f:Tc(B) — R continua y acotada. Entonces

/// f(z,y,2) dedydz = /B//f(rcosé,rsene,z)r drdfdz.

Tc(B)
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EJEMPLO 2.4. Sea S el sélido dado por 2% +¢? < 1,0 < z < /22 + 9?2 . Hallar

/ S/ | sasdyi

Cambiando a coordenadas cilindricas obtenemos

2w 1 r 2m 1 7"22 z=r
///zda:dyd,z:/ / / TZdZdeQZ/ / (— )drd@z
o Jo Jo o Jo 2 |20
S
27 1..3 2 4 27
:/ /T—drdezl/ r—d@zl/ d
o Jo 2 2 ), 4 8 Jo
_r
=7

3. Cambio de coordenadas cartesianas a esféricas.
Recordemos que el punto (z,y, z) € R? tiene coordenadas esféricas (p, 6, ) si
x = psen p cos b, y = psenysend, 2 = pcos .
En general se toma
p >0, 0 <6< 2n, 0<p<m.

Ademas,

PP =2+’ + 2 tan@zy, cos p =

o (y2)

Y

p seng

F1GUuRrA 2.2. Coordenadas esféricas
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Sea
Tg(p,0,0) = (psenpcosh, psen psend, pcosp).

El jacobiano para el cambio a coordenadas esféricas es:

senpcos) —psenpsenf pcosycosb
Tp(p,0,0) = | senpsend psenpcosf pcospsend
Cos 0 —psen

Luego det T(p, 0, ) = —p*sen . Y asf

| det Ti(p, 0, )| = p* sen .

TEOREMA 2.5 (Cambio de variables a Coordenadas Esféricas).

Sean

BcC{(p0,0) €ER’:p>0,0<0<2m, 0<p <7}

tada, entonces

///f(x,y,z) drdydz = /// f(psen pcos®, psen send, pcosb)p®sen @ dpdfdy
Tg(B) B

EJEMPLO 2.6. Sea D la esfera de radio a y centro (0,0, 0), hallar el volumen de D.

s 2 a
Vol(D) = /// 1dxdydz = /0 /0 /0 p%sen ¢ dpdfdy =

D
(13 T 2 s
——// sen p dfdy = /sengpdgp
3 Jo Jo 0
2ma’

= (—cosm + cos0)

o2ra’
3

33

acotado, Tr(p,0,p) = (psenpcosh, psenpsenld, pcosp) y f : Te(B) — R continua y aco-
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4. Aplicaciéon a calculo de voliimenes.

EjEmpPLO 2.7. Calcular el volumen del sélido R limitado por los planos coordenados y
el plano z +y + 2z = 1.

Ya en el ejemplo 2.1 vimos cémo colocar los limites de integracion para la regién R.

Luego, tenemos que

Vol(R):/// dxdydz:/ol (/OH (/Ol_w_ymz) dy) da
:/01 </01_z(1—x—y)dy> da,

por otra parte

1-z 2 |y=1-z 2 2
y o (- (1-w=)
l—z—y)dy=(1-2)y— = = (1-2)*— =
[ o= = B s
de donde ,

V(1 —a)? 11—z 1

Vol(R)= | — X do= -] =_

oL(F) /0 2 T2 3 |, 6

EJEMPLO 2.8. Hallar el volumen del sélido limitado por las superficies

z = x? y z2=4—2%— %

Veamos primero el grafico de las superficies z = 22 y 2 = 4 — 22 — 32,

78 N
A5
gt

il

FIGURA 2.3. Gréfico de las superficies z = 2% y 2 = 4 — 22 — 32
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Al colocar las dos superficies juntas obtenemos lo siguiente

FiGura 2.4.

De este grafico ya podemos concluir que, en nuestra region, 2 < z < 4 — 2?2 — 32,

Nos falta hallar el conjunto donde varfa (z,y). Para esto debemos hallar la interseccién
de las dos superficies y proyectar sobre el plano xy. En las siguientes figuras hemos ido
rotando las superficies, de manera que en la iltima las vemos desde arriba; se observa que

la interseccién de las superficies proyecta una curva con forma de elipse, sobre el plano zy.

)
)

o NI
] l“':i

P
dur
g

FIGURA 2.5. Interseccién de las superficies z = 22 y 2 =4 — 2% — o2

Para hallar la proyeccién de la interseccion de las dos superficies sobre el plano xy igua-

lamos las ecuaciones que definen ambas superficies y obtenemos
22 =4 — 2% —

es decir ) )
x Yy
— - =1.
2 + 4
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Esta es la ecuacién de una elipse, centrada en el origen y con semiejes de longitud v/2 y

2 respectivamente.

La representacion grafica de esta elipse es la siguiente,

xY

Y 4
X =y, (y)/ X = y,(y)

2 2
FIGURA 2.6. Elipse % +

4

donde

Vi—y? 4—y?
i

¢1<y) - = \/5 )

Pa(y) =

Por lo tanto nuestro sélido estéa dado por

El volumen del sélido serd igual a (los detalles de los calculos se los dejamos al lector)
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I
|\
no
Y
Nad
|\‘
>~
,
~
5
—
W~
|
N
8
[N}
|
<
no
S~—
Q.
]

W2 [T 16v2 (/2
_ o \/_/ cos* 0 df = 63:/_/ (1+2cos20 + cos® 0) df
0 0

/2

2 16v/2 2 [m/?

87”f+ [ 6V2 o0 +—8\3f/ (1 + cos 40 df
0

3

= 47T\/§.

EJEMPLO 2.9. Calcular el volumen del sélido S que estd encima del cono 2% = 2% + 4% y

dentro de la esfera z2 + y? + 22 = 2az .

Este cono estd dado por ¢ = m/4 y la ecuacién de la esfera dada es
22+ 92 + (2 —a)® = d?,

es decir tiene centro (0,0, a) y radio a.

Sea (x,y, z) un punto de la esfera, entonces
=2 +y*+ (2 —a)’
=2+ + 2% — 20z + a®
= p®sen? pcos® O + p*sen® psen? O + p? cos® ¢ — 2apcos ¢ + a*
= p?sen? p(cos? O + sen? 0) + p* cos® p — 2ap cos ¢ + a?
= p?sen® ¢ + p? cos® ¢ — 2ap cos p + a’
= p?(sen? ¢ + cos® p) — 2apcos p + a*
= p® —2apcos ¢ + a’.
Luego p? = 2apcos ¢ y por lo tanto
p = 2a.cos .

Cémo los puntos de S estan por encima del cono tenemos que 0 < ¢ < 7/4 y como estan

dentro de la esfera tenemos que 0 < p < 2acos .
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z esfera

Ficura 2.7. Corte de las superficies que limitan a .S

Por lo tanto S estd dado por 0 < p < 2acose, 0 <0 <27, 0<p <w/4

Utilizando el cambio a coordenadas esféricas obtenemos

Vol (R) = / / / dadydz
S

w/4  p27  p2acose
= / / / 0% sen ¢ dpdfdy
0 o Jo
/4 2w p2acosp
= / (/ / p° dpd@) sen o dy
0 o Jo
w/4 2 3
:/ (/ 8icos3gpd9> sen o dy
0 o 3

8 3 w/4 27
= % cos® ¢ (/ d@) sen ¢ dy
0 0

16wa® [™4 3
=3 i cos” psen @ dp.

el resto de los calculos se los dejamos al lector.
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Ejercicios.

Integrales triples.

(1) Calcular las integrales iteradas que se indican, expresar la regién de integracién en

notacién conjuntista y dar una idea de cémo luce la regién de integracién en R3.
W ffaf af"
1—y?
(b) / / / 2Tz | dr | dy,
1 Ve
V16—z2 16— foy
/ d:c/ dy/ (x+y+2)dz,

(2) Calcular
// [y, 2) dedydz,
S

donde S estd limitada por las superficies indicadas y f es la funcién dada.
(a) 2=0,y=0,y=z,24+y=2,c+y+2=3; f(z,y,2) =x

(b) 2 =0,z =1-y>=2% f(z,y,2) =,

(c) ?+22=4,y=0,y=4; f(z,y,2) =

(d) 22 +y*+22=9; f(r,y,2) = 2

(3) Expresar la integral iterada

/02 dz/oz dx/oxf(x,y,z)dy

en los otros cinco érdenes posibles.

(4) Calcular

/// Va2 +y?+ 22 dedydz,
S

donde
S ={(r,y,2) eR®: 2® +y* + 2> < 9}.
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(5) Calcular

donde

(6) x Calcular

donde

2. INTEGRALES TRIPLES.

/// Va2 4+ y? drdydz,
S

S={(z,y,2) eR*: 22 +¢y* <4, 0<2<3}.

/// VY2 + 22 dxdydz,
s

S={(z,y,2) eR®: y* + 2> <16, -1 <z <1}



CAPITULO 3

Lectura adicional: El teorema de Green.

Este capitulo es una introduccién al teorema de Green que es, en cierto sentido, similar

al Teorema Fundamental del Calculo.

Comenzaremos definiendo lo que llamaremos region simple.

Recordemos que una region del tipo I es una regién de la forma
Ry ={(z,y) eR?:a <z <b, p1(x) <y < po()}

donde ¢y y @9 son funciones continuas en [a, b], tales que p1 < @9 v que una regién del tipo

IT es una region de la forma

Ry ={(z,y) e R?: c <y <d, r(y) <z <1ha(y)}

donde 11 y 19 son funciones continuas en [c, d] tales que ¥ < 1)s.

DEFINICION 3.1. Sea D C R? decimos que D es una regién simple si D es una regién

tanto de tipo I como de tipo II y ademéas 0D es una curva lisa a trozos.

\ 4

Ficura 3.1. Regién simple
DEFINICION 3.2. Sea D C R% Decimos que 9D estd positivamente orientada con res-
pecto a D si al “caminar” por 0D con esa orientacion, la region D queda a la izquierda de

oD.
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\ 4

Ficura 3.2. 0D positivamente orientada con respecto a D

TEOREMA 3.3 (Green). Sea D C R? acotado y unién finita de regiones simples. Sean P

y Q campos escalares de clase C' en un abierto que contiene a D. Entonces

[ (3247 )= i s

donde 0D estd orientada positivamente con respecto a D.

OBSERVACION 3.4. Tal como es natural, la integral sobre dos curvas disjuntas se define

como la suma de las integrales sobre cada una de las curvas.

EJEMPLO 3.5.

(a) Sea G la circunferencia de centro en el origen y radio 1, recorrida en sentido anti-
horario y sea D = {(x,y) : 2* + y* < 1}.
Calcular

/y cos(xy) dx + x cos(zy) dy.
a
Por el teorema de Green, tenemos que esta integral de linea es igual a

//(Cos(xy) — zysen(xy) — cos(xy) + xysen(xy)) dzdy = 0.

(b) Calcular

/(—y—i—l)dx—irxdy
G
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donde G es la curva orientada positivamente que limita el tridngulo 7 de vértices
(0,0), (0,1) y (1,0).

Aplicamos el teorema de Green con P(x,y) = —y + 1, Q(z,y) = x. Entonces
oP oQ

=1 < 1.
By Y bz

Luego

/(—y—i— )de+xdy = //(1 + 1) dxdy = 2Area(r) = 1.

T

(c) Calcular

/—ydx—l—a:dy
el

DO | —

donde G es la circunferencia de centro el origen y radio 1 recorrida en sentido
antihorario.

Sea D = {(z,y) : z* + y* < 1} entonces

%/ —ydr+xdy = - //1— —1)) dxdy
//1d$dy

= Area(D) = .

PROPOSICION 3.6. Sea D una regién simple de R? cuya frontera 0D es una curva lisa a

trozos. Si 0D estd positivamente orientada con respecto a D, entonces el drea de D es

1
Area(D) = 3 / —ydx + xdy.
oD

La demostracion de esta Proposiciéon queda como ejercicio. Sugerencia: Utilizar el teo-
rema de Green.

EjEmpPLO 3.7. Calcular el area de la regién D limitada por la elipse
IQ y?

Sea ¢ : [0, 27] — R? dada por

g(t) = (acost,bsent).
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Entonces
g'(t) = (—asent,bcost).

Luego

1
Area(D) = 5| Y dx + x dy

s
(—bsent(—asent) + acostbcost)dt

abdt = wab.

S— S— S—
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Ejercicios.

El teorema de Green.

(1) Comprobar, calculando las integrales correspondientes, el teorema de Green para

/ (2% — ay*) d + (y* — 2xy) dy,
G
donde G es un cuadrado con vértices (0,0), (2,0), (2,2) y (0,2).

(2) Hallar el drea encerrada por la hipocicloide

2213 4 y2/3 _ a2/3,

donde @ es una constante positiva. (Sugerencia: la curva se puede parametrizar de

la siguiente manera v = acos®t, y = asen®t, 0 < t < 27).

(3) Calcular

/:L’dx+ydy,

e
donde G es un cuadrado con vértices (0,0), (4,0), (4,4) y (0,4), recorrido en sentido

antihorario.

(4) Calcular

/y cos(zy) dx + z cos(zy) dy,

G
donde G es una circunferencia con centro en (1,3) y radio 5, recorrida en sentido

horario.
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