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P1. Sea @ la region contenida dentro del elipsoide de revolucién cuya ecuacién en cordenadas cartesianas es

2 2 2
T Y z
pel

Se define el sistema de coordenadas elipticas (r, 8, ¢) mediante la transformacién dada por

arsen ¢ cos

br sen ¢ sen 6

Z = crcoso

a) (2 ptos) Calcule los intervalos de variacién de (r, 0, ¢) para la regién @ y el jacobiano de la transformacion.

En este nuevo sistema de coordenadas, la region @ del sistema cartesiano estd determinada por la regién
Q* correspondiente a

Q" ={(r,0,0) €R3: 7 €[0,1],0 € [0,27n],¢ € [0, 7]}

La transformacién asociada al nuevo sistema corresponde a la funcién T : R® — R3 definida por

r arsen ¢ cos
T 0 | =] brseng¢sent
10) crcos ¢

El jacobiano de T es:
asengcost) —arsengsend arcosbcos

Jr(r,0,9) = | bsen¢send brsengcosd  brsendcosd
ccos ¢ 0 —crsen ¢

y por lo tanto el determinante del jacobiano de la transformacién es:

|Jr(r,0,0)] = aber? sen ¢

b) (4 ptos) Usando el cambio a coordenadas elipticas calcule la siguiente integral:

x2 Y2 22 3
///Q\/<1—az—b2—62> dxdydz

Salvo un conjunto de medida nula, podemos describir la regién ) mediante

int(Q*) = {(r,0,¢) e R* : r € (0,1),6 € (0,27),¢ € (0,7)}

el cual es un conjunto abierto, y T(Q*) = int(Q), que es abierto también. Dado que |Jr(r, 0, ¢)| # 0, para
todo (1,6, ¢) € int(Q*), en virtud del teorema de cambio de variables se tiene que:



P2.
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2 y2 22 3 1 pm p2m 5
/// (1 e v 2) dxdydz = / / / (1 — r?) 2 aber? sen pdfdepdr
Q a b C 0 0 0
1

= 47Tabc/ (1—r2)%r2dr
0

Haciendo el cambio de variable » = sen «, se obtiene que:

[NE)

1
3
/(1—r2)2r2dr = / cos? asen? ado
0 0

™

32

Y por lo tanto

<

S

2 2 2\° aber?
///Q\/(l_a?_z_02> dxdydz = 3

Dada una densidad de masa p(z,y, z) en unidades de masa por volumen, para el sélido E, se define su

masa como
oo [ e
E

y sus momentos alrededor de los tres planos de coordenadas son

Myz:///Exp(%y,Z) dv; sz:///Eyp(x,yyz) dv; MxyZ///Ezp(x,y,Z) dv.

El centro de masa estd ubicado en el punto (Z, g, Z), donde

m m m

Encuentre el centro de masa de un sélido de densidad constante que estd limitado por el cilindro parabdlico
z=9y>ylosplanosz =2, 2=0yx=1.

1 pz T
m = // /kdzdyd:c
o J—yvzJo
Ve
= k/ / xdydz
0 J—vz

1
= k/ 2x+/zdx
0

1
= 2k/ x%dx
0

4k
5



1 1 pVT T
T = —// /k:xdzdyda;
mJjo J-yvzJo

k 1
= —/ 222\/xdx
mJo
2k !
= — z3dy
m Jo
_ 0
7
g = 0 (por simetria)
1,z x
z = // /kzdzdydx
0o J-yvzJo

1
/ 22\/zdx

0

1 5
/ r2dx
0

o3 3= 3|~

b) Calcular usando coordenadas cartesianas y polares el volumen del sélido limitado por el plano z =0 y el
paraboloide z = 1 — 22 — y2.

En coordenadas cartesianas:

<
|

1 V1—z?
/ / 2(1 — 2% — y*)dydx
—-1J—=V1l-x
1

3qy=V1—az?2
/ {y — 22y — ] dzx
—1 3 ]y vimaz

1
= 2/ \/lfofo\/l—:z?—é(lfo)\/l—Zde
-1
1
= 4 V1—22—2%/1—22dz
3
-1
i/lx/l—xz—xQ\/l—dex
0

Usando el cambio de variables u = sen():

/2
vV = g/ cos?(0) — sen?(0) cos*(6)do
0

8 7T/2 8 71'/2
= = / 1+ cos(20)df — —/ (1 — cos(260))(1 + cos(26))db
6 Jo 12 /,

or 8 [™/2
= ——-— 1 — cos?(2
3712 ), cos”(26)db

/2
_ 2 g+§/0 cos?(20)d8

Do
3

+

/2
/ 1+ cos(46)do
0
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En coordenadas polares:

P3. a) Sea ) la regién triangular de vértices (0,0), (1,0) y (1,1). Calcule

1
||y dady
o (1+22+y?)2

En coordenadas polares:

1 dnd B w/4 psecf r b
i A A e

I

m/4 -1 r=sec
L=l
o V147220

w/4
[ )
0 1+ sec20

Para 6 € [0,7/4],
1 B cosf
V1+sec2f V2+sen2f
Luego, la integral puede escribirse como

w/4
<1 cos @ >d9
V2 +sen? 6

6 — arcsen (senG)} o
V2 ) Jo—o
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= S—
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b) Calcule el drea de la superficie plana de ecuacién

y

x z
-+ =-4+-=1
a b ¢

que se encuentra en el primer octante.

El area pedida es

a p—2z4b 2 2 a ,—Yaz+b
a 0z 0z a 1 1
_— _ — 1 _
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c)

Usando un cambio de coordenadas adecuado, calcule el valor de

/ / ye™dxdy
D

donde D es la region determinada por las hipérbolas xy = 1, xy = 3 y las rectas y = 1, y = 3.

u
Haciendo el cambio de variables definido por la transformacién T'(u,v) = (—, v), notamos que v = y por

lo que 1 < v < 3. La region comprendida es tal que 1 < xy < 3 y bajo el cambio de variables obtenemos
1 <u < 3. Ademas el determinante del Jacobiano del cambio de coordenadas es

1 —u 1
v v [
det [ 0 1 } .
por lo la integral pedida queda como

3 3 3 3 )
// ye™dxdy = / / ve' —dudv = / / e“dudv = 2(e® — e).
D 1 1 v 1 J1

Considere la funcién u : R> — R definida por:

z+ct z+c(t—s)
u(axt)z%[f(m—i—ct)—&—f(m—ct)]—i—%c/ ds—l——/ / F(o,s)dods

r—ct c(t—s)

Demuestre que:

Pu 0%

2 S = @b
u(z,0) = f(x)
ou

Un sélido est4 limitado por la superficie z = 22 — 2, el plano xy y los planos = 1, 2 = 3. Calcule su
volumen por doble integracién.

La regién de tipo I asociada corresponde a

D={(z,y) eR*:1<3,—z<y<y}

De esta froma, el volumen V del sélido limitado por estas regiones es

V://D(x2—y2)dmdy =
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El P2 es obligatorio, y debe elegir 2 de los otros 3
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