
Cálculo en Varias Variables
Auxiliar 17

Prof: Marcelo Leseigneur Aux: Víctor Verdugo

Teorema del Cambio de Variables

Sea Ω ⊂ RN un abierto y T : Ω → RN una función de clase C1. Sea D′ una región abierta y acotada con Adh(D′) ⊂ Ω, y
supongamos además que T es inyectiva en D′, que la matriz T ′(u) es invertible para todo u ∈ D′ y que D = T (D′) un abierto.
Sea f : D̄ → R una función continua. Entonces∫

D

f(x)dx =
∫

D′
f(T (u))|det(T ′(u))|du

Cambios de variable usuales:

Coordenadas Polares:

• T (r, θ) = (x(r, θ, z), y(r, θ, z)) = (r cos θ, r sen θ), con r ∈ [0,+∞), θ ∈ [0, 2π).

• r =
√
x2 + y2, θ = arctan( y

x
).

• det(T ′(r, θ)) = r.

Coordenadas Cilíndricas:

• T (r, θ, z) = (x(r, θ, z), y(r, θ, z), z(r, θ, z)) = (r cos θ, r sen θ, z), con r ∈ [0,+∞), θ ∈ [0, 2π), z ∈ R.

• r =
√
x2 + y2, θ = arctan( y

x
), z = z.

• det(T ′(r, θ)) = r.

Coordenadas Esféricas:

• T (r, θ, φ) = (x(r, θ, φ), y(r, θ, φ), z(r, θ, φ)) = (r senφ cos θ, r senφ sen θ, r cosφ), con r ∈ [0,+∞), θ ∈ [0, 2π), φ ∈
[0, π].

• r =
√
x2 + y2 + z2, θ = arctan( y

x
), φ = arctan

(√
x2 + y2

z

)
.

• det(T ′(r, θ)) = r2 senφ.

P1. Calcule ∫ 1

−1

∫ √1−x2

−
√

1−x2

∫ 2−x2−y2

x2+y2
(x2 + y2)3/2dzdydx

P2. Calcule ∫ 3

0

∫ √9−y2

0

∫ √18−x2−y2

√
x2+y2

(x2 + y2 + z2)dzdxdy

P3. Hallar la masa de la porción del sólido Q dado por 4x2 + 4y2 + z2 ≤ 16 situado por encima del plano XY . La
densidad en cada punto es proporcional a la distancia del punto al plano XY .

P4. Hallar el volumen del sóido comprendido entre las superficies x2 + y2 = 3z2 y x2 + y2 + z2 = 1 cuando z ≥ 0.

P5. Sea una horma cilíndrica de queso de base circular con radio r > 0 y altura h > 0. Se corta un trozo S, haciendo
dos cortes verticales desde el centro de la horma hacia su borde. Los cortes forman un ángulo α entre sí. Calcule el
peso del trozo S si la densidad de masa del queso es

ρ(x, y, z) = k[
√
x2 + y2(z2 − hz + h2)]

P6. Una lámina tiene forma de semidisco de radio a. Hallar la masa de la lámina y su centro de masas sabiendo que la
densidad de la lámina varía proporcionalmente a la distancia al centro del lado recto de la lámina.
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