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i) (3 ptos) Dada la funcién f: R® — R tal que
[y, 2) =2y + 2
determine si existen minimo y méaximo global de la funcién sobre la region
A={(z,y,2) eR® : 2® +y* —ay + 2> <1}

En caso de existir, calctlelos.

Sea g : R — R definida por g(x,y,2) = 2% + y? — 2y + 22. Tenemos que g es continua y (—o0o, 1] es un
cerrado de R, luego, A = g~ 1((—o00,1]) es cerrado en R? (pues es preimagen de un cerrado mediante una
funcién continua). Por otro lado, sea (x,y,2) € A :

= 2+ —ay+22<1

= 22+ +22 <14y

= x2+y2+z2§1+7x2;y2

= m2—|—y2+22§1+332+y2#
N J;2—|—y22—|-22§1

= 22+t +22<2

H(CL', y>Z)||2 < \/5

4

Luego, A es cerrado y acotado en R3, y por lo tanto, es compacto. Este hecho, sumado a que f(z,y,2) =
xy + 2z es continua, garantiza que el méximo y el minimo de f se alcanzan en A. Para encontrarlos, pro-
cedamos a estudiar primero int(A) y luego 0A.

a) int(A) = {(x,y,2) e R®: 22 +9? —ay + 2% < 1}

Puesto que int(A) es abierto, imponemos la condicién necesaria de primer orden, y luego de eso vemos
cuales de los candidatos estan en A:

Vi(x,y,2)=0
De aqui se obtiene:
g(:&y&) =y=0
o @) =2 =0
%(I,y&) =1#0



Es decir, Vf(z,y,2) # 0, V(x,y, z) € int(A), y por lo tanto en esta regién no hay candidatos a minimos
ni méximos locales (tampoco globales).

b) 0A = {(x,y,2) e R : 22 +y? — a2y + 22 =1}

En este caso, usamos el método de los multplicadores de Lagrange:

L(x7y7Z7A):my+Z_A($2+y2—$y+ZQ—1)

Imponemos la condicién necesaria de primer orden:

VL(z,y,z,A\) =0

lo cual origina el siguiente sistema de ecuaciones:

y—2 x+ \y 0
=2 y+xx = 0
1-2xz = 0
1‘2—|—y2—xy+22 1

De la tercera ecuacién se desprende que A # 0, y de las dos primeras se tiene:

yA+1) = 2\
z(A+1) = 2\y
. - . 1 .
Si A = —1, entonces x = y = 0, y de la tercera y cuarta ecuacién se obtiene que z es 3 y *1 respectiva-

mente, lo que es una contradiccién. Luego, obtenemos:

2)
(551)
B 2)
=)

Reemplazando en la primera ecuacion el valor de x obtenido en la segunda ecuacion:

<
I

Siy = 0, se tiene que x = 0, y reemplazando estos valores en la cuarta ecuacién se obtienen dos candidatos:

a; = (070? 1) Yy az = (07()’ _1)



Ahora se despeja A, que arroja dos valores:

1
)\1:1 y )\2:_§

1
Para A1 = 1 se despeja z de la tercera ecuacién, obteniendo z = — y de las dos primeras queda =z = y.

Reemplazando en la cuarta ecuacién se tienen los candidatos:

V3 V3 1
az = (r1,y1,21) = ( 2)

2727
( ) V3 V31
ag = (x z = —_— =
4 2, Y2, 22 5 99
1 . . . 3 . .
Para A\ = —3 se despeja z de la tercera ecuacién, obteniendo z = -5 de la primera o segunda ecuacién
se tiene que r = —y. Usando esto en la cuarta ecuacion, queda:
R
12

y por lo tanto, este caso no entrega candidatos. Finalmente, como la existencia de maximo y minimos
globales en la regién A estd garantizada, y en int(A4) no habfan candidatos, necesariamente deben estar en
0A. Luego, nos basta evaluar en los puntos aq, as, as, as para ver en cuales de ellos se alcanzan el minimo
y méximo global:

fla) = 1
flaz) = -1

5
flag) = flag) =7

Se concluye entonces que el minimo global se alcanza en as = (0,0, —1) y el médximo global se alcanza en

\/§\/§1>ya4_< V3 ﬁl)

1 t = _— = —_—_ =
os puntos as (2,2,2 555

ii) (3 ptos) Considere la funcién f : R> —s R definida por

22 arctan (2) — y? arctan (x) si (z,y) # (0,0)
f(x,y) = (x) 4

0 si (z,y) = (0,0)
a) (0.5 ptos) Calcule f(x,0) vy f(0,y) para x # 0, y # 0.

Probaremos que f posee discontinuidades reparables en los puntos de la forma (z,0) y (0,y), Vz,y € R\
{0}. Para ello, debemos probar que h’n}) flz,y)y h’n%J f(z,y) existen. En efecto, cuando (x,y) # (0,0),
y— z—

notemos que:

o
IN

|f(z,y)| <

T
z? arctan <g> — y2 arctan <) ‘
Z Y

x? arctan<x)‘—>x2~0+0~g—0
Yy

IN

arctan (E)‘ + y?
T



cuando y — 0. Luego, f(z,0) = HII(I) f(z,y) = 0. Por otro lado, se tiene que
Yy—r

z? arctan (E) - y2 arctan (x) ‘
Z Y

arctan(x)‘—>0-7r+y2-0=0
Y 2

0 < [f(zy) <

IN

z? ‘arctan (ﬂ)‘ + y2
T

cuando x — 0, y por lo tanto f(0,y) = lin}) f(z,y) =0.
r—r

b) (0.5 ptos) Para (z,y) # (0,0) determine Vf(z,y) y Hs(x,y). (Es Hf(z,y) una matriz simétrica?

Vi(z,y) = (295 arctan (g) —y,r — 2y arctan (w))
T Y

Y 2zy o y2
2 arctan (7> - = Iy ﬁ
_ T x Y T Yy
Hf((E,y) - x2 _y2 2(Ey T
-3 -5 2arctan | —
T +y T +y Y

La matriz Hy(x,y) es simétrica.

o f 0 f
(0,0) =

0x0dy Oyox

Antes de calcular las derivadas cruzadas, veamos que:

¢) (1 pto) ;Se cumple que (0,0)? Justifique.

Q(O,O) i L0 =00 00
o . ¢ t—0 ¢
Q(O,O) iy [OD = f(0,0) _ 0-0_
8y t—0 + Sm ;

En donde usamos que f(0,t) = f(¢,0) = 0, V¢t € R (esto se probé en la parte a)). Ademds, cuando
t #£ 0, se tiene que:

of o ¢ _
%(O,t) = ilg%) [Qh arctan (h) - t} =—t

6f 1z t —
a—y(t, 0) = %13% {t — 2h arctan (h)} =t

Ahora, calculemos las derivadas cruzadas:

B 0
5 (1,0~ 0.0
0,0) = lim ¥ y
0xdy t—0 t
_t—0
= lim —
t—0



0 0
0 L.~ 0.0
(0,0) = lim 92 @
dyox t—0 t
R
= lim
t—0 t
- -1
0% f 0*f
y por lo tanto, 8x8y(0’ 0) # g0 (0,0).

d) (1 pto) Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 en torno a (0,0).

El polinomio de Taylor de orden 2 esta dado por:

p(h) = F(0.0)+ (VF(0,0),) + Lh'Hy(0,0h
= 0+(O,h)+%htHf(0,0)h

1
= 5htHf(o, 0)h

Calculemos —5(0,0) y (0,0). Previamente, veamos que:

0°f o*f
Ox? Oy?

of _ 0 _
%(t,O) = 2t arctan (t) —-0=0
of

0
9y (0,t) =0 — 2t arctan (t) =0

Luego, se tiene que:

of af
2 7(7570) - 7(0’0) —
a—];(o,()):h’m Oz Oz —1im 20—
t—0 t t—=0 ¢
af of
2 7(0’75) - 7(070) _
8720(070):11 y y 1m0 g
Y t—0 t t—0
y por lo tanto, el polinomio p es:
1, 1 0 -1
sy = g on=gCm w) (] ) (

- m ()

1
= 5(—h1h2 + hohy)

= 0



P2. Elija entre a) 6 b)

a) Sean g; : R" — R funciones de clase C*(R"), para todo i € {1,2...,n}. Suponga ademds que

1
méx{||Vg: ()| : x €R"} < o Vie{l...,n}

Pruebe que el siguiente sistema

= gi(z
T2 = g2(2)
Tpn = gn(x)
posee una tnica solucién en R”, donde z = (21,...,z,).
Indicacién: Recuerde que el espacio (R™, ]| - ||1) es Banach.
Consideremos la funcién G : R® — R"™ dada por G(z) = (g1(z),...,gn(z)). Esta funcién es de clase

C*(R™), pues sus componentes lo son. Dado que R™ es convexo, el Teorema del Valor Medio asegura que:

IG(b) = G(a)lly < sup [|DG.llc]b—all

xz€a,b

DG (h)|1
1211

para todo a,b € R™, con |a,b[={a(l —t) +bt:t € (0,1)} y ||DGy||z = sup . Por otro lado,
heRn

IDG (W)l = [T @)kl = Y1 {Vai@), ) [ <Y [Vgi@)lloo - 1Bl <D 2, Ihlly = 5 lAll
i=1 i=1 i=1

lo que nos permite establecer que

1||h||

| DG (h)]l1 oMt 1
DGyl = sup ————— < =
IDG.| nern |l nerr [|B[l 2

1
para todo x €]a, b[, y por lo tanto sup ||DG,|z < 7 De esto obtenemos que

z€]Ja,b]

166) - Ga)ly < 4o —all

para todo a,b € R™ y por lo tanto G es contractante. Dado que (R™, || - ||1) es un espacio de Banach, y R"
es cerrado, El Teorema del Punto Fijo nos permite concluir que existe un tnico = € R™ tal que G(z) = «z,
es decir, que el sistema

1 = gi(2)

T2 = g2()

In = gn(x)
posee una tnica solucién en R™, donde z = (21,...,z,).



b) Sea z = f(x,y) de clase C? definida implicitamente por la ecuacién

z?ze + e +y=1

Si g(u,v) = (u? + v + 1,v?), calcule

9*(fog)
Oudv (0,0)
Justifique.

Consideremos la funcién F : R — R tal que F(z,vy,2) = 2%ze¥ + y%e* +y — 1. Esta funcién es de clase
F

C>®(R?) (en particular es C2(R?)), y F(1,0,1) =1+0+0— 1 = 0. Ademss, ({;—(1,0, 1)=1+0=1=#0.
z

En virtud del Teorema de la Funcién Implicita, existen U C R® y W C R? abiertos, con (1,0,1) € U

y (1,0) € W tales que z = f(x,y), con f : W — R de clase C2(W) y F(z,y, f(z,y)) = 0, para todo

(x,y) € W. Dado que f,g € C?>(W), entonces (f o g) € C>(W) y por lo tanto:

(foyg) (u,0) = (foyg) (u,)
Oudv T vdu ’

para todo (u,v) € W. Por regla de la cadena, tenemos que:

dfoyg of of of
29 (0,01 = 2 gt 20+ 2 gty -0 =202 (g 0)

Nuevamente, por regla de la cadena, queda que:

9*(fog) 0% f o*f 0% f 0% f

259 = ou | 2L 1 2| = 2uSt 4

T (0,0) = 20 | G g0, 0) 1+ 5 (g, 0) 20| = 2ug Lol 0) + duv L (g(u,0)
2
Luego, evaluando en (u,v) = (0,0) obtenemos que W(0,0) =0.
udv

P3. a) (3 ptos) Sea f: R? — R de clase C?(R?). Considere la siguiente ecuacién (1) en derivadas parciales:

o*f 1 9%f

0x2 w2 92

Nos proponemos determinar todas las soluciones de la ecuacién anterior.

i) (0.5 ptos) Sea ¢ : R? — R? un cambio de variable definido por
_fx+ut N\ [ u
o= (20 )= ()

Muestre que la funcién g : R? — R definida por g(u,w) = f o ¢~*(u,w) estd bien definida y es de
clase C?(R?).

Es claro que:

seo= (200 =(1 2 () =(2)



Y dado que

< 1 v > ‘ = 2v # 0, entonces es invertible, y por lo tanto:

s = (1) (3)
- () ()
- a ()
U+ w

- 2
uZ

2v

w

Luego, ¢! : R? — R? es de clase C3(R?) y ¢~ '(R?) = R%. Como f : R? — R es también de clase
C%(R?), se concluye que g : R? — R tal que g(u,w) = f o ¢~ !(u,w) estd bien definida y es de clase
C%(R?).

1) (1.5 ptos) Usando el cambio de variable anterior, pruebe que la ecuacién (1) se transforma en la
siguiente ecuacion (2)

0%g
Bupw W) =0
para todo (u,w) € R2.
Por regla de la cadena tenemos que:
dg _ O(foe™h)
%(%w) = T(uaw)
U e L O . L
= P e ) - 2 6 )
2 | Ox v Ot
Ahora, usando nuevamemte regla de la cadena, se tiene que:
0%g 1o, 1 0%f,, 1
) = 3|5t w3+ oL o ) o]
1 02f ., 1 18%f 1
- _Zaxat(¢ (u, w)) - 5t ;w(@ﬁ (u,w)) - 2@]
1[8%f, 10%f,
= W((b 1(%'@)*@@@ I(an))]
= 0

Se usé el hecho de que las derivadas cruzadas de f son iguales, pues es de clase C2(R?), y que f
satisface la ecuacién (1).

iii) (1 pto) Determine la solucién general de la ecuacién (2) y deduzca una solucién general para f(x,t)
solucién de la ecuacién (1). Encuentre una solucién particular para f que no sea ni la funcién nula,



i)

ni un polinomio.
82

g (u
Oudbw

respecto a u. Esto nos dice que

Primero notemos que

0 (9g _ g
w) = 5 (&U(u,w)> = 0, y por lo tanto %(u,w) es constante

2 (u,w) = n(w)
Luego, mediante la primitiva obtenemos que:
gluw) = [ nfw) du + 6w i= v(w) + ()

y por lo tanto

flz,t) = gz +vt,x — vt) = £(x + vt) + Y(x — vt)

donde &,7 : R — R son funciones de clase C*(R). Ahora si tomamos £(z) = 9(z) = e® obtenemos
una solucién particular de la forma

f(l',t) _ e:p+vt + ewfvt

(1.5 ptos) Sea f: R? — R una funcién continua, que satisface

lim f(z)=0

llzll =00

y f(zo) > 0 para algtin ¢ € R2. Pruebe que f posee un maximo global.

Dado que | lﬁm f(z) =0, existe Ry > 0 tal que f(z) < f(z0), ¥ x € B(xg, Ro)°. Por otra parte, como
T||—0o0

B(xg, Ry) es compacta y f es continua, existe Z € B(zg, Ro) tal que f(z) > f(x), V 2 € B(xo, Ro).
En particular, como zq € B(zg, Ro), se tiene que f(z) > f(xg), y por lo tanto f(z) > f(z),
YV x € B(xg, Ro)¢. Luego, como f(z) > f(z) V # € B(wg,Ry) y ¥V x € B(wg, Rp)¢, se concluye
que f alcanza su maximo global en Z.

(1.5 ptos) Sea f(z,y) = (ax? + byz)e*(ﬁ*?f), con a,b > 0. Calcule maximos y minimos globales.
Indicacién: Analice los casos a =b,a > by a < b.

Primero, notemos que f es continua en R?, y ademds

az? + by? B

Iim  f(z,y) = lim (ax®+ by2)e*(w2+y2) = lim =0

) - 2 2
Il () [|—o00 [l () | =00 I(zy)]|—o0  €¥ Y

El teorema probado en la parte a) asegura que f alcanza su mdximo global, y por lo tanto nos basta
aplicar condicién de primer orden y evaluar para encontrarlo. Por otro lado, es claro que f(z,y) > 0,
para todo (z,y) € R?, y dado que e~ (@ +v) > 0, se tiene que

f(z,y) =0 & (x,y) = (0,0)



y por lo tanto f alcanza su minimo global en (0,0). Busquemos el maximo ahora. Al imponer la
condicién de primer orden se tiene

Vf(x,y) =0
es decir,
0
Bizjvc(x’y) = 2aze” @) — 22(ax® + by)e” @) =0
0
875(%’9) = 2bye™ ) — 2y (an? + by?)e= ) =0

lo cual arroja el siguiente sistema de ecuaciones:

z(a —az® —by?*) =0
y(b — az® —by*) =0

El caso (z,y) = (0,0) se descarta, pues corresponde al minimo global. Los tres casos restantes son:

r=0 , y==1
r=+1 , y=0
a=b , 2*+y*=1

Si a # b, el tercer caso no vale, y al evaluar en los dos primeros se obtiene:

f(071):f(0,_1):§

J1.0)=J(=1,0)= 2

y por lo tanto, si a > b el maximo global se alcanza en los puntos (1,0) y (—1,0), y si a < b se alcanza
en los puntos (0,1) y (0,—1). Ahora, si a = b, entonces se reduce al tercer caso y por lo tantoel
méximo global se alcanza en la regién B(0,1) = {(z,y) € R? : 2% + y*> = 1}.

TIEMPO: 3 HORAS
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