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P1. i) Dada la función f : R3 −→ R tal que
f(x, y, z) = xy + z

determine si existen mı́nimo y máximo global de la función sobre la región

A = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − xy + z2 ≤ 1}

En caso de existir, calcúlelos.

ii) Considere la función f : R2 −→ R definida por

f(x, y) =


x2 arctan

(y
x

)
− y2 arctan

(
x

y

)
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

a) Calcule f(x, 0) y f(0, y) para x 6= 0, y 6= 0.

b) Para (x, y) 6= (0, 0) determine ∇f(x, y) y Hf (x, y). ¿Es Hf (x, y) una matriz simétrica?

c) ¿Se cumple que
∂2f

∂x∂y
(0, 0) =

∂2f

∂y∂x
(0, 0)? Justifique.

d) Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 en torno a (0, 0).

P2. Elija entre a) ó b)

a) Sean gi : Rn −→ R funciones de clase C1(Rn), para todo i ∈ {1, 2 . . . , n}. Suponga además que

máx{‖∇gi(x)‖∞ : x ∈ Rn} < 1

2n
, ∀i ∈ {1 . . . , n}

Pruebe que el siguiente sistema

x1 = g1(x)

x2 = g2(x)

...

xn = gn(x)

posee una única solución en Rn, donde x = (x1, . . . , xn).

Indicación: Recuerde que el espacio (Rn, ‖ · ‖1) es Banach.
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b) Sea z = f(x, y) de clase C2 definida impĺıcitamente por la ecuación

x2zey + y2ez + y = 1

Si g(u, v) = (u2 + v + 1, v2), calcule

∂2(f ◦ g)

∂u∂v
(0, 0)

Justifique.

P3. a) Sea f : R2 −→ R de clase C2(R2). Considere la siguiente ecuación (1) en derivadas parciales:

∂2f

∂x2
=

1

v2
∂2f

∂t2

Nos proponemos determinar todas las soluciones de la ecuación anterior.

i) Sea φ : R2 −→ R2 un cambio de variable definido por

φ(x, t) =

(
x+ vt
x− vt

)
=

(
u
w

)

Muestre que la función g : R2 −→ R definida por g(u,w) = f ◦ φ−1(u,w) está bien definida y es de
clase C2(R2).

ii) Usando el cambio de variable anterior, pruebe que la ecuación (1) se transforma en la siguiente ecuación
(2)

∂2g

∂u∂w
(u,w) = 0

para todo (u,w) ∈ R2.

iii) Determine la solución general de la ecuación (2) y deduzca una solución general para f(x, t) solución
de la ecuación (1). Encuentre una solución particular para f que no sea ni la función nula, ni un
polinomio.

b) i) Sea f : R2 −→ R una función continua, que satisface

ĺım
‖x‖→∞

f(x) = 0

y f(x0) > 0 para algún x0 ∈ R2. Pruebe que f posee un máximo global.

ii) Sea f(x, y) = (ax2 + by2)e−(x
2+y2), con a, b > 0. Calcule máximos y mı́nimos globales.

Indicación: Analice los casos a = b, a > b y a < b.

TIEMPO: 3 HORAS
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