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i) Teorema de la Función Inversa

Sea f : Rn → Rn una función de clase C1. Supongamos que para a ∈ Rn, Df(a) es invertible y f(a) = b.
Entonces:

a) Existen abiertos U, V ⊆ Rn tales que a ∈ U , b ∈ V y f : U → V es biyectiva.

b) Si g : V → U es la inversa de f , es decir, g = f−1, entonces g es de clase C1 y

Dg(b) = [Df(a)]−1

ii) Teorema de la Función Impĺıcita

Sea f : Ω ⊆ Rm × Rn = Rm+n → Rn una función de clase C1, con Ω abierto, y (a, b) ∈ Ω tal que f(a, b) = 0.
Digamos que Df(a, b) = [Dxf(a, b) Dyf(a, b)] y supongamos que Dyf(a, b) es invertible. Entonces existen
conjuntos abiertos U ⊆ Rm+n y W ⊆ Rm, con (a, b) ∈ U y a ∈W , tales que para cada x ∈W existe un único
y tal que (x, y) ∈ U y f(x, y) = 0. Esto define una función g : W → Rn, de clase C1, que satisface

f(x, g(x)) = 0 , ∀x ∈W

Dg(x) = −[Dyf(x, g(x))]−1Dxf(x, g(x)) para todo x ∈W , y g(a) = b.

P1. Sean f, g : Rn → R dos funciones de clase C2. Sea x0 ∈ Rn un punto tal que ∇f(x0) = 0 y Hf (x0) es invertible.
Demuestre que para todo a ∈ R suficientemente pequeño, la función

fa(x) := f(x) + ag(x)

posee al menos un punto cŕıtico.

Indicación: Considere la función F : R× Rn → Rn definida por

F (a, x) := ∇f(x) + a∇g(x)

P2. Pruebe que la función f : R2 → R2 definida por

f(x, y) = (s, t) = (x +
1

2
arctan(y), y +

1

2
arctan(x))

admite una inversa local f−1 de clase C1 alrededor de todo punto (x0, y0) ∈ R2. Calcule la aproximación af́ın
de f−1 en una vecindad de (s0, t0) = f(0, 1).
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P3. Pruebe que el sistema de ecuaciones

eu + xy2 + v = 2

senu + x2y + v3 = 1

define a u y v como funciones impĺıcitas diferenciables de las variables x e y en una vecindad de (x0, y0, u0, v0) =
(0, 2, 0, 1). Sean u(x, y) y v(x, y) las funciones cuya existencia se ha probado. Calcule:

u(0, 2), v(0, 2),
∂u

∂x
(0, 2),

∂u

∂y
(0, 2),

∂v

∂x
(0, 2),

∂u

∂y
(0, 2)
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