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Tarea 2

Fecha de entrega: Lunes 24 de mayo, en catedra.

P1. Sea f:R? — R la funcién definida por:

ay(e® —y*)
T2 .2 S1 (fE,y) 7é (an)
flay) =4 Y
0 si (z,y) = (0,0)

a) Estudie la continuidad de f en R2.
b) Encuentre las derivadas parciales de f y estudie la continuidad de ellas en R2.

¢) Estudie la diferenciabilidad de f en R2.

0
d) Muestre que a—f(O, y) = —y, Yy € R.
x

e) Muestre que g—‘;(x, 0) ==z, Vz eR.

f) ¢Es f de clase C?? Justifique.

P2. Sea f:R? — R la funcién definida por:

.Z'3y2

f(z,y) = o+ y2
0 si (z,y) = (0,0)

si (z,y) # (0,0)

a) Estudie la continuidad de f en R?.

of

9y (0,0), en caso de existir.

b) Calcule las derivadas parciales ?(0, 0)y
x
¢) Estudie la diferenciabilidad de f en R2.

d) Encuentre la matriz jacobiana de f en (1,1).

e) Encuentre la ecuacién del plano tangente al grafo de f en (1,1, f(1,1)).



P3. Sea f:R? — R la funcién definida por:

a) Pruebe que f es continua en (0,0).
b) Pruebe que f es diferenciable en todo punto de R?\ {(0,0)}.
¢) Calcule las derivadas direccionales de f en (0,0), en caso de existir.

d) (Es f diferenciable en (0,0)? Justifique.
P4. Sea f:R? — R la funcién definida por:
, 1, 1.
x sen;+y sen; sizx#0yy#0

flz,y) =
0 sixr=00y=0

a) Estudie la diferenciabilidad de f en (0,0).
b) Calcule las derivadas parciales de f en R?, en caso de existir.

¢) Analice la continuidad de las derivadas parciales en (0,0).

P5. Sea f: R? — R la funcién definida por:

x|yl :
ﬁ S1 (x,y) # (070)
floy) =4 V&Y
0 si (z,y) = (0,0)

a) Determine los v € R? para los cuales existe f((0,0);v).

b) Estudie la diferenciabilidad de f en (0, 0).

P6. Sea a : U — R una aplicacién diferenciable en U C R™ abierto. Sea ¢ : U — R" definida por ¢(z) = z - a(x).
Pruebe que ¢ es diferenciable en U y calcule D¢(x) para todo x € U, en funcién de Da(z).

T

P7. Considere f : R™\ {0} — R definida por f(z) = Tz
x

Df(x) para todo x € R™ \ {0}.

. Pruebe que f es diferenciable en R \ {0} y determine

P8. Seal € L(R",R™) y a € R™ fijo. Se define f : R” — R por f(z) = ||l(z) — a|*>. Pruebe que f es diferenciable
en R™ y calcule Df(z) para todo € R™.



P9. Sea f:R? — R la funcién definida por:

lzy|™
flz,y) = vy
0 si (z,y) = (0,0)

si (z,y) # (0,0)

Determine los valores de « para los cuales la funcién f es diferenciable en (0, 0).

P10. Sea f: R? — R la funcién definida por:

Ty sen [;T((x;y))} siz+y#0
T
flx,y) = Y
0 siz+y=0
af af
a) Calcule %(0,0) y a—y(0,0).
0% f 0% f
b) Calcule a?azJ(O,O) y m(()’())

c¢) Estudie la diferenciabilidad de f en (0, 0).
P11. Sea f : R — R una funcién de clase C'. Pruebe que todos los planos tangentes a la superficie z = = f (;),

con y # 0, pasan por el origen, es decir, por el punto (0,0, 0).

2 2 2
T 4 z
P12. Muestre que la ecuacién del plano tangente a la elipsoide — + ‘Z—z + — = 1 en el punto (z0, Y0, 20) puede
a c
escribirse como

Tox Yoy | 0%
@ T te =l

P13. Sea Q = {(z,y) € R? : x > 0,y > 0}. Sea f : O — R definida por:

flz,y) = (@ —y*)Va? +y?

Pruebe que f es diferenciable en ) y encuentre la ecuacién del plano tangente al grafo de f para todos los
puntos (z,y) € Q tales que = = y.

P14. Sea f: R? — R una funcién de clase C'. Suponga que existe v : [0,1] — R? tal que y(t) = (z(t),y(t)) y

0 0
x§§@m+%%@wnw

Pruche que f(z(1),y(1)) < f((0),y(0)).



P15. Muestre que el siguiente sistema admite una tnica solucién en R?:

1
x = icos(x—i—y)
1
y = 5+§1n(1+x2+y2)

P16. Sea g € C([0, 1], R) fija. Pruebe que existe f € C(]0, 1],R) que satisface la ecuacién

-/ " fa - t)e " dt = g(a)
0

P17. Muestre que la siguiente ecuacién integral admite una tnica solucién en C([0,1],R):

ua) = 5 [ e cos(uty) dy

P18. Considere la ecuacion integral

Pruebe que admite una tnica solucién en C([0,1/2],R)

P19. Sea A € M, (R), es decir, A es una matriz de n X n a coeficientes reales. Suponga ademads que ||A]| < 1, donde
I - || es la norma de Frobenius. El objetivo, es probar que I — A es invertible.

a) Pruebe que B es la inversa de I — A si y solo si B es punto fijo de la funcién T : M, (R) — M, (R),
definida por T(B) =1 + AB.

b) Demuestre que T tiene un tnico punto fijo en M, (R).

k+1
¢) Se define la sucesién (Bj)ren € My (R) como By = I, y Byy1 = T(By). Pruebe que T'(By) ZA’

concluya.

P20. Sea f:R? — R de clase C? y F(r,0) = f(rcos@,rsenf), con x = rcos® e y = rcos . Pruebe lo siguiente:

a) %(T,@) COSGZf(m y)+sen9g(x V)
0 9 P
b) 875(7”, 0)=r [cos Ga—z(x,y) — sen Gaic(g;’y)}
c) 86271;(7“,9) cos gazé(a: y)+2cosesen€a g (2,y) + sen? Hazf(x )
2
O 19 swl? = |50 + % |Gt ]



P21.

P22.

P23.

P24.

P25.

Sea f : R?2 — R de clase C2. Considere el cambio de variables a coordenadas polares, es decir, z = rcosf e
y =rsend, donde r € [0,+00) y 6 € [0,27). Suponga que g(r,0) = f(z,y), y considere r # 0.

Se define el operador Laplaciano como:

0? 0?
Af(e9) = G5 n) + 5 )

Pruebe que:

Sea f:R? — R de clase C2. Diremos que f satisface la ecuacién de Laplace si

para todo (z,y) € R2. Se define ¢ : R? \ {(0,0)} — R como

¢(x,y)=f< - g )

2 +y2’x2+y2

Pruebe que si f satisface la ecuacién de Laplace, entonces ¢ también la satisface. A una funcién que satisfaga
esta ecuacién se le llamard armodnica.

Sea f : R — R es una funcién de clase C!, y se define 2z : R x R\ {0} — R como z(z,y) = M Pruebe
que Y
0 0
(w9) +y | g (oy) + 5 (@9)| =0

Sea f : R — R es una funcién de clase C!, y se define z : R\ A — R como z(z,y) = f (ac —&-y), donde
A={(z,y) € R? : z = y}. Pruebe que

0z 0z

hutad huded -0

o5 (@,y) +yay(ﬂc,y)

Encuentre las funciones f : Ryg x R — R de clase C! tal que

x%(%y) - y%(%y) =k- f(z,y)

con k € R.



