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P1. Sea A, B C R" no vacios. Se define la distancia entre A y B como
d(A,B) =mf{||lx —y||:x € A,y € B}
a) (1 pto) jEs d una métrica en P(R™)? Justifique.

Consideremos en el evn (R™, || - ||2) al subespacio (R, || - ||2), y tomemos A = {-3,-1}, B = {1,3} y
C = {—1,1}. Es facil ver que

d(A,C)+d(C,B)=0+0=0<2=d(A,B)

y por lo tanto no se satisface la desigualdad triangular. Luego, d no es una métrica en P(R").

b) (1 pto) Demuestre que si

A1 - A2 ANBy C By = d(AQ,BQ) < d(Al,Bl)

Primero, probemos que si C1,Cy C R tales que C; C Cs, entonces inf(Cy) < inf(Cy). Efectivamente, como
inf(Cy) < a, Va € Cy, en particular, inf(Cy) < b, Vb € C1, pues C; C Cs. Luego, inf(Cs) es cota inferior
de C; y por lo tanto inf(Cs) < inf(Ch).

Ahora tomemos los siguientes conjuntos en R:

4 :{||x—y|| :.’L'eAl,yEBl}
Co =A{llz —yll -z € A,y € Ba}

Dado que A; C As y By C Bs, se tiene que C; C C5y. Ocupando lo probado anteriormente, tenemos que
inf(Cy) < inf(Cy), es decir, d(As, Bs) < d(A1, By).

¢) En el caso particular en que A = {z} se define
d(x, B) = mf{||lz —y[| : y € B}
Pruebe que:
i) (1 pto) Siz € B = d(z,B) =0.
Primero, probemos que d(A4, B) > 0, para todo A, B € P(R™). Lo haremos por contradiccién, es decir,

d(A, B)
2

supongamos que d(A, B) < 0, para ciertos A, B € P(R™). Si tomamos o = , tenemos que:



d(A,B)<a<0<|z—y| VexeAVyeB

lo cual es una contradiccién, pues « serfa una cota inferior de ¥ = {||lz —y|| : x € A ,y € B}, y seria
mayor que inf(¥) = d(A, B). Esto, en particular, nos dice si consideramos A = {x}, tenemos que
d(z,B) >0, VB € P(R").

Sea ahora x € B, y consideremos ¥, = {||x — y|| : y € B}. Dado que ||z — z|| = 0 € X, tenemos que
d(xz, B) = inf(X,) < 0. Pero previamente probamos que d(z, B) > 0, y por lo tanto d(x, B) = 0.

i1) (1 pto) Si Ay C As = d(z, As) < d(x, Ay).
Esto es directo de lo probado en la parte b), pues:

{z} C{z}NA1 C Ay = d(z, A2) < d(x, A1)

d) (1 pto) Pruebe que d(z,A) =0 &z € A.
<) Siz € A, por lo probado en la parte ¢), es directo que d(z, A) = 0.

=) Seaz € R", tal que d(z, A) = 0, y denotemos ¥, = {[|z—y|| : y € A}. Dado que inf(%,) = d(z, A) = 0,
por la caracterizacién de infimo sabemos que existe y; € A tal que |z — y1| < 1. De la misma

manera, podemos encontrar yo € A tal que |z —ys2| < PR asi sucesivamente, generando una sucesion

{yn}neN C A tal que
1
|z —yn| <=, YneN
n

y que por lo tanto y,, — x. Pero A es cerrado, y como {y, }nen C A, concluimos que x € A.

e) (1 pto) Si F es cerrado, demuestre que d(z, F) =0& z € F.

Se concluye directamente usando la parte d), pues si F' es cerrado, entonces F' = F
f) (1 pto) Muestre que d(A, B) = d(4, B).

Dado que A C Ay B C B, usando la parte b) se tiene que d(4, B) > d(A, B). Para la otra desigualdad,
notemos que como A y B son cerrados, R” es dimensién finita y d(A, B) > 0, existen a € Ay b € B
tales que d(A, B) = ||a — b||. Puesto que a y b son puntos adherentes de A y B respectivamente, existen
{an}neny C Ay {bn}nen C B tales que a,, — a y b, — b, y por lo tanto, para € > 0 existen Ny, Ny € N

tal que |a, —a| < %, VYn > Ny y |b, — b < %, V¥n > Ns. Tenemos asi, que Vn > méx{ Ny, Na}
A(A, B) < llan = ball < llan = all + lla = bl + b= bul| < 5 +d(A, B) + 5 = d(4, B) +¢

Como esta desigualdad vale para todo € > 0, se concluye que d(A, B) < d(A, B), y por lo tanto se tiene la
igualdad.

g) (1 pto) Pruebe que d(z, F) = d(z, F).

Se concluye directamente usando la parte f), pues {z} es cerrado, y por lo tanto es igual a su adherencia.



P2. Es sabido que si F es un evn de dimensién finita, toda funcién lineal L : E — F' es continua, donde F' es un
evn cualquiera. Cuando F es de dimensién infinita, esto no ocurre necesariamente. Para probar esto, considere
R[X] el espacio vectorial de los polinomios a coeficientes reales sobre el cuerpo R, dotado de la norma

Ipll = mix [p(z)

a) (2 ptos) Verifique que || - || : R[X] — R4 es una norma.

= (Vp € R[X]) 0 < ||p|]| < oo, pues corresponde a un méximo sobre niimeros positivos que se alcanza
en virtud del Teorema de Weierstrass, ya que los polinomios son continuos en el intervalo cerrado y
acotado [0, 1].

= Sea p € R[X]. Entonces

-0
zlg[gﬁ] Ip(z)|

=
& (oe 1)) pla) =0
< p tiene infinitas raices.
& p=0.

lpll =0

» Sea A € Ry p € R[X]. Entonces
Apl| = méx |\ = méx || =[A = [A[ - [lpl]-
Il = mix Do) = m A (o) = - s p(a)] = o]

= Sean p,q € R[X]. Luego
Ip+qll = méx |p(z) + q(z)]
z€[0,1]

que en virtud del Teorema de Weierstrass se alcanza para algun elemento Z € [0, 1]. Luego

lp+al = Ip(@)+q(@)|
< fp(@)] + [g(2)]
< Iyl mg @)
= Il + llgll

Luego, || - || es norma en R[X].

b) (1 pto) Sea L : R[X] — R tal que L(p) = p(3). Pruebe que L es lineal.

En efecto, sean « € R, p, ¢ € R[X] con grados n y m respectivamente y supongamos que n > m. Entonces

Liap+4q) = (apo+qo)+ (api+q1) 3+ + (@pm + qm) - 3™ + apmi1 - 3™ + -+ + ap, - 3"
= aPo+pr1-3+ - +py-3")+q+taq- -3+ +qm-3"
= ap(3) +4q(3)
= aL(p)+ L(q)

Luego, L es lineal. El caso en que n = m y n < m son anélogos.

2%k
¢) (8 ptos) Sea {pi}ren C R[X], tal que pi(x) = (g) , Yk € N. Muestre que ||px|| — 0 pero |L(px)| —

oo. Concluya.

En efecto, tenemos que

D<o

pell = méx |px(x)| = 5o

z€[0,1] m[o)i] 22k

pues z € [0, 1].



P3.

Por otra parte,

3\ 2t
Lol =|(3) |
3 >1
ues — > 1.
P
Notando que pr — 0 (||px — O|| = ||px|| — 0), si L fuera continua deberfa suceder que

L(pk) — L(0) =0,

lo que se contradice con |L(py)| — oo.

Otra manera de verlo es notar que, de ser L continua, tendriamos que
(3C € R)(Vp € R[X]) |L(p)| < C|lpl|.

Como ||px|| — 0, existe Ny € tal que V n > Ny se tiene que [p|| < &. Andlogamente, para |L(py)| existe
un Np tal que V n > Nj se tiene que |L(p,)| > 1. De este modo, para todo n > max{Ny, N1} se tiene que

L <[L(pn)| < Cllpnll <1

lo que es una contradiccion.

Asi tenemos que L es una funcién lineal no continua, lo que adicionalmente nos permite afirmar que R[X]
no es de dimensién finita.

(2,5 ptos) Sea f : R? — R definida por

23— 3

fla,y) = i
0 sizy =0

sixy # 0

Pruebe que el conjunto de los puntos de discontinuidad de f es cerrado. Determinelo explicitamente.

Tomemos A = {(x,y) € R? : 2y # 0}. Podemos notar que f es continua en A, pues es cuociente de
funciones que son continuas en A y cuyo denominador no se anula. Probemos, que el conjunto en donde
f es discontinua es R\ A = {(x,y) € R? : 2 = 0V y = 0}, es decir, los ejes. Tomemos el par (z,0) € R\ A4,

1 1
y consideremos la sucesién | z, — |, Vn € N. Claramente, <:c, ) — (x,0), sin embargo,
n n

n— oo

1
, N T T,
lim f|z,— )= lim —* =nz*— — — 00 # f(x,0)
n 1 n2z
n

es decir, f no es contiua en (z,0), Vz € R. Andlogamente, se prueba que f no es continua en (0,y), Vy € R.

. . . . ., 11
Solo nos falta probar que es discontinua en el origen. Consideremos entonces la sucesién (2, ) ,Vn € N.
n?'n

1 1
Esta sucesion, satisface que (2, ) — (0,0), pero

n?’'n

1 1
) 11\ 6 3 1
nh—>ngof<n?’n> —T—ﬁ—lﬁ—l?éf(oﬁ)
3

y por lo tanto, probamos que f no es continua en (0,0). Luego, efectivamente, R \ A era el conjunto de
discontinuidades. Para finalizar esta parte, ocuparemos la funcién g : R? — R tal que g(z,y) = zy.

Esta funcién es continua, y ¢71({0}) = R\ A. Dado que las preimdgenes de cerrados mediante funciones
continuas son conjuntos cerrados, y {0} es un cerrado, se concluye que g~*({0}) =R\ A es cerrado.



udic ol Lim i (y> — x)?
b) (1 ptO) Estudie el limite (m’y)lg,nl(()yo) W

Tomemos los siguientes conjuntos en RZ:
I'h ={(z,0): 2 € R}

Iy ={(0,9):yeR}

Luego, tenemos que :

, . (0—xz)?
1 =1 -~ =
ey stoy T8 = I T
) e P02y
oo o Flra(@y) = lim S = limy® = 0

y por lo tanto, el limite no existe.

xT

c¢) Considere f : R? — R definida por f(x,y) = P
T Y

i) (1,5 ptos) Calcule y dibuje las curvas de nivel de f.
Es fécil ver que f es sobreyectiva. Luego, sea ¢ € R tal que f(z,y) = c¢. Entonces:

T
——— =c
$2+y2

< x—i2+2—i2
2c ych

. . . . 1 .1
es decir, la curva de nivel de ¢ corresponde a una circunferencia con centro en 20 0| y radio %
c c

flz,y) =c

1) (1 pto) Utilizando las curvas de nivel calculadas en i), pruebe que no existe ( %Hn( : f(z,y).
x,y)—(0,0

(2,y)—(0,0) 2c
puede tomar infinitos valores, y por tanto f es discontinua en (0,0). Otra forma de verificar que f es
discontinua en (0, 0), es tomando los siguientes conjuntos:

2 2
1 1
Notemos que lim [(96 — ) + yﬂ = <2> , Ve € R, lo que nos dice que el limite en (0,0),
c

Iy ={(z,0): z e R}
Iy ={(0,y):y € R}

Calculando los limites tenemos que:

X
If —lm =
ooy T I (®9) = limy 257G = o0
If ) = i -0
oS0y 1T (@Y = Iy 57



P4. a) (1,5 ptos) Considere la funcién F : R? — R definida por

F(z,y) = f(9(zy), f(y°,2))

donde f:R? — Ry g : R — R son diferenciables. Calcule las derivadas parciales de F.

) = G o) S 00) - G o) -y + B oo 162 2) - B2 )
B @) = gl S0 0) - S a) xS alaw). £0P ) 5L 2y

b) Sea ¢ : R — R una funcién que es continua en z = 0, pero no es derivable en ningin punto. A partir de
®, se define f: R? — R por f(z,y) = ¢(x)y.

i) (1,5 ptos) Pruebe que existe alguna funcién ¢ con la propiedad anterior. (De un ejemplo)

Consideremos la siguiente funcién:

0 size@Q
¢(x) =
x sizéQ

Primero probemos que es continua en 0. Para ello, tomemos una sucesién {z,}nen C R tal que
x, — 0. Luego, por definicién de ¢, se tiene que

0<|p(zn)] <|zn|, YnEN

y por sandwich se concluye que ¢(x,,) — 0 = ¢(0), y por lo tanto ¢ es continua en 0.

Ahora probaremos que no es continua en ningin otro punto. Para ello, primero supongamos que
x € Q\ {0}, y tomemos dos sucesiones, {zp tnen C Q, v {Zn}neny C R\ Q, tales que

1
Thn=ox+—, YneN
n

. 2

Tn =+ i, Vn e N
n

Es claro que z, — = y &, — x, sin embargo, tenemos que:

d(x,) =0, VneN, = ¢(z,) —0

V2

2
¢(‘%n) =rx+-—, YneN, = (ZS('%n) —
n
Luego, ¢ no es continua en Q \ {0}.
Ahora, consideremos 2 € R\ Q. Dado que Q = R, existe {x,, }nen C Q, tal que 2,, — z. Sin embargo,

y por lo tanto no es continua en R\ Q. Tenemos entonces, que ¢ es continua solo en z = 0. De aqui se
desprende, que ¢ no puede ser derivable en ningin punto de R \ {0}. Para analizar la derivabilidad
de ¢ en x = 0, debemos estudiar el siguiente limite:

¢(h)

lfm w = {m =~
h—0 h h—0 h

Tomamos dos sucesiones, {fn nen C Q, y {hn tnen € R\Q, tales que h,, —s 0y h, —> 0, y podemos
ver que



. ¢lha) 0
L
lim d)(Ahn) = lim {Ln =1

y por lo tanto, el limite no existe. Luego, ¢ no es derivable en x = 0, y por lo tanto no es derivable en
ningin punto de R.

ii) (1,5 ptos) Calcule las derivadas parciales de f para todo (z,y) € R2.

Calcularemos las derivadas parciales en (0,0) primero:

0F (0.0 — 1y L0 £H1L.0) = F0.0) 0 F(£.0) = 7(0.0) 0 0-00)=0-6(0) _
oz t—0 t t—0 t t—0 t
dy t—0 t t—0 t t—0 t

Ahora, para (z,y) € R?\ {(0,0)}, tenemos que:

%(m,y} — m f((a:,y)+t(1, ))—f(x,y) — lim f(x—|—t,y)—f(x,y) — h'rny[

t—0 t t—0 t t—0

Pz +1t) - ¢>($)}
t

. 0 .
Pero este tlitmo limite no existe, pues ¢ no es derivable en ningin z € R. Luego, —f(x, y) existe solo

ox

cuando (z,y) = (0,0), y en ese caso se tiene ?(07 0) = 0. Veamos la otra derivada parcial:
x

of o Sy +40,1) = flzy) o floy+t) — flay) o ted(a)
3y =Y = 13 : =1 : =i o)
Luego, %jy”(x’ y) existe para todo (z,y) € R?, y Z—Jyr(sc, y) = d(x).

iii) (1,5 ptos) (Es f diferenciable en (0,0)7 Justifique.
Dado que Vf(0,0) = (0,¢(0)), si f fuera diferenciable en (0,0), deberfa cumplirse que

Dfoo(h1,h2) = V£(0,0)" - (h1, ha) = ha¢(0)

Verifiquemos que efectivamente f es diferenciable en (0, 0):

0 < I |£((0,0) + (h1,h2)) — f(0,0) — D fo0(h1,hs)
= 0 &

—  lim |ho@(h1) — hao(0)]
h—0 1Rl

= 1im L2l 600 — 6(0)]
h—0 ||h]|

< Jim [o(h) — 6(0)

= 16(0) = 6(0)| = 0

Y por lo tanto, por sandwich se concluye que f es diferenciable en (0,0). En la dltima igualdad se
utiliz6 la continuidad de la norma, y la continuidad de ¢ en 0.

TIEMPO: 3,5 HORAS



