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P4. a) Sea Q C R*y f: Q — R. Demostrar que f es diferenciable en 2y € R™ si y sélo si, existe una funcién
g : Q — R”™ continua en zg, tal que f(x) — f(xg) = (g(x),z — zo).

Solucion:

=) Si f es diferenciable en z, entonces f(xog + h) = f(xo) + (Vf(xo),h) + €(h), donde }111’1% |6|(:|)| = 0. Sea
—

h =z — x¢, es decir, f(z) = f(z0) + (Vf(20),2 — z0) + €(x — 0), con lim €(z — z0)

= 0. Llamemos
w0 ||z — 20|

e(x — xg _ . .
g = €1(z — xp), y reescribiendo la relacién anterior obtenemos que

(z — z0)e1(z "xo),x-—.ro>

||z — o]

|z = ol|

F@) — flao) = <Vf(wo) n

Probaremos que la siguiente funcién es continua:

(x — x0)e1(z — x0)

V f(zo) + six # xg
g(z) = |z — 20|
V f(zo) six =z
, o (x — x0)€1 (2 — 20) Y N
En efecto, lim [|g(z) — g(zo)|| = lUm || [|= lim |ler(z — x0)|| =0, y por tanto esa es
=0 T—x0 ||z — xol| T—x0

la g que se buscaba.

<) Sea g : 2 :— R continua en xg, tal que f(z) — f(xo) = (9(z),z — o). Manipulando un poco la expresién
se tiene que:

Tr — X

F(@) = Flo) = Il — ol <g<x> _ g(ao) > + {g(z0), @ o)

"l = ol

Tr — X

Llamando €1 (z — zg) = <g(x) — g(xo) > tenemos que

|z = o
f(x) = f(zo) = (9(x0),x — x0) + ||z — |1 (z — 20)
y ademds lim e;(x —x¢) = 0 (esto proviene de sandwich, Cauchy-Schwarz y la continuidad de g). Luego,
Tr—rT0o

que f es diferenciable en z¢ y Vf(z9) = g(xo).



