Capitulo 12

El espacio euclideo

12.1. El espacio euclideo n-dimensional

Definicién 101 El espacio euclideo n-dimensional, denotado R™, consta
de todas las n-uplas ordenadas de nimeros reales. Simbdlicamente,

R" = {(z1, ..., zn) | 1,...,2n € R}.

Por lo tanto, R™ = R x --- x R (n veces) es el producto cartesiano de R
CONSIgo MisSMo n veces.

Los elementos de R™, en general, se denotan con una sola letra que representa
una n-upla, como x = (x1,Z2, ..., Ty ), y decimos que = es un punto de R™.

La suma y el producto por un escalar de n-uplas se definen mediante

(xla ,.’En) + (ylv 7y’n) = (wl + Y1,y Tn + yn)

a-(T1,.nty)=(a-21,...,a-x,) paraa € R.

Los espacios R? y R3 vy, en general, R™,son ejemplos de una estructura del
dlgebra lineal llamada espacio vectorial. Bdsicamente, un espacio vectorial
es una coleccion de objetos, llamados vectores, que se pueden sumar, restar y
multiplicar por nimeros.

Definicién 102 Un espacio vectorial real V es un conjunto de elementos
llamados vectores, dotado de las operaciones de suma de vectores + : V X
VYV — V vy de multiplicacion por un escalar -:R x V — V que cumplen
las siguientes propiedades:

i. Conmutatividad: v+ w = w+v para todo v,w € V.

ii. Asociatividad: (v+u) +w =v+ (u+w).

iii. Vector cero: Existe un vector cero, 0, tal que v+ 0 =1v para todo v € V.
iv. Vector opuesto: Para cada v € V, existe un vector —v tal que v+(—v) = 0.

v. Para cada AER yv,w eV, A-(v+w)=A-v+ A w.

365

© Los autores, 2002; © Edicions UPC, 2002.



366 CAPITULO 12. EL ESPACIO EUCLIDEO

vi. Para A\ meR yv eV, A-(m-v)=(Am)-v.
vii. Para A meR yveV, A+m) - v=A-v+m-v.
viii. 1-v =wv, para todo v € V.

Un espacio vectorial sobre un cuerpo general F se define de la misma manera,
pero sustituyendo F por R en todas partes. En andlisis nos ocupamos principal-
mente de espacios vectoriales sobre R, que se denominan espacios vectoriales
reales, y sobre los complejos, C, a los que llamaremos espacios vectoriales
complejos.

Teorema 217 FEl espacio euclideo n-dimensional, con las operaciones suma y
multiplicacion por un escalar anteriormente definidas, es un espacio vectorial
de dimensidn n.

Definicién 103 Un espacio métrico (M,d) es un conjunto M y una funcion
d: M x M — R que cumplen las siguientes propiedades:

i. d(z,y) >0 para todo x,y € M

il. d(z,y)=0 siysdlosiz=y

iii. d(z,y) =d(y,x) para todo x,y € M

iv. d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) para todo x,y,z € M

Ejemplo 273 La recta real, R, es un espacio métrico con la métrica definida
por d(z,y) = |z —y|.

Ejemplo 274 R™ es un espacio métrico con la métrica euclidea:

d(xvy) = \/(xl - 91)2 et (xn - yn)Q'
Ejemplo 275 (Métrica discreta) Sea M cualquier conjunto y sea
dlz,y) =0 si x=y

dlz,y)=1 si x#vy.

Entonces d es una métrica sobre M.

Ejemplo 276 (Métrica lexicogrdfica) Este ejemplo es 4til en combinatoria
y en informdtica. Sea M el conjunto de todas las "palabras”, cada una de las
cuales consiste en un octeto ordenado de ceros y unos:

w = (wq, wa, W3, Wy, W5, We, W7, ws) donde cada "bit” cumple wr, =0 ¢ 1.

Sea d(v,w) el nimero de lugares en los que v y w son diferentes. Por
ejemplo, st v = 01100011 y w = 00110101, entonces d(v,w) = 4, porque
v y w difieren en los bits seqgundo, cuarto, sexto y séptimo. Entonces d es
una métrica en M. (Para probar sus propiedades puede ser wtil verificar que

d(v,w) = S 5_; v — wil)-
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12.1. EL ESPACIO EUCLIDEO N-DIMENSIONAL 367

Ejemplo 277 (Meétrica acotada) Si d es una métrica sobre un conjunto M
y p(z,y) se define mediante

p(z,y) = d(z,y)/(1+d(z,y)),

entonces p también es una métrica sobre M. Esta nueva métrica tiene la propiedad
de que p(z,y) <1 para todo x,y € M; es decir, estd acotada por 1.

Aunque en ocasiones los espacios métricos son espacios vectoriales, esto no
siempre ocurre, como lo prueba el espacio discreto. Vamos a centrarnos ahora
en conceptos que sélo tienen sentido en espacios vectoriales.

Definicién 104 Un espacio normado (o espacio vectorial normado) (V, ||-||)
es un espacio vectorial V y una funcion ||-|| : V — R, llamada norma, tal que

i. ||v]| >0 para todo v €V

ii. ||| =0 siysdlosiv=0

iii. ||Mv|| = |\ |lv|| para todo v € V, X € R

iv. Desigualdad triangular: ||v + w| < ||v|| + ||w]]
Ejemplo 278 R es un espacio normado con ||z|| = |z].

Ejemplo 279 R™ es un espacio normado con la norma euclidea:

ll]] = /@t + - + .

Ejemplo 280 (Norma del taxi) Consideremos el espacio R?, pero en lugar
de la norma usual, definamos ||(z,y)|, = |z|+y|; ||, es una norma en R%. El
nombre proviene de la distancia asociada: si P = (x,y) y Q = (a,b), entonces

di(P,Q) =[P = Qll; = [z —al + [y — 0]

0 sea, la suma de las separaciones vertical y horizontal. Esta es la distancia que
se debe recorrer para llegar de P a @ si siempre se viaja paralelamente a los
ejes (que es lo que hace un taxi al recorrer las calles).

Ejemplo 281 (Norma del supremo) Sea M el conjunto de todas las fun-
ciones reales definidas en el intervalo [0,1] que estdn acotadas; es decir,

M ={f:[0,1] = R | existe B € R tal que |f(z)| < B para todo x € [0, 1]}

Para cada f € M, f([0,1]) es un subconjunto acotado de R y por lo tanto
{|f(x)] | = € [0,1]} también es acotado; en consecuencia, tiene un supremo finito

y
1flloe = sup {|f(2)] [ = € [0,1]}

define, por lo tanto, una funcion ||-||, : M — R. El conjunto M es un espacio
vectorial y |||, es una norma sobre él.

Como hicimos notar anteriormente, al hablar sobre R", las normas siempre
engendran métricas.
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368 CAPITULO 12. EL ESPACIO EUCLIDEO

Teorema 218 Si (V,||-||]) es un espacio vectorial normado y d(v,w) estd defini-
da por
d(v, w) = |lv—wl|,

entonces d es una métrica sobre V.
Demostracion:

i. d(v,w) >0, porque d(v,w) = ||v — w| > 0.
ii. Para probar d(v,w) = 0 < v = w, obsérvese que
dv,w)=0&=|lv—w|=0v-—w=0v=w
iii. d(v,w) = d(w,v), porque
dv,w) = v —wl =]-(w-2)

= =1 flw—v] = [lw—vl = d(w - )

iv. Por la desigualdad triangular,

d(z,y)

[z =yl = l[(z = 2) + (z =y
[z =zl + Iz — yll = d(z, 2) + d(z,y)

A

En algunas ocasiones, las métricas engendradas por normas proporcionan
una medida de la diferencia entre dos vectores. Ya vimos un ejemplo en la
métrica del taxi. En el ejemplo del espacio de las funciones acotadas, la métrica
es

d(f,9) = If = gl = sup{|f(z) — g(x)| [0 <z < 1}.

Por tanto, la métrica dada por la norma del supremo es la mayor separacién
vertical entre sus graficas.

Observacion 122 Aunque muchas métricas interesantes provienen de normas,
no todas lo hacen, como por ejemplo la métrica discreta y la métrica acotada,
salvo que el espacio vectorial consista sdlo en el vector cero. Para demostrario
elijamos un vector v diferente de cero y observemos que | Av|| = |A| - ||v]] — oo
cuando |A| — oo, por lo que d(Mv,0) puede ser arbitrariamente grande. En
consecuencia, una norma no puede producir las métricas discreta y acotada,
puesto que ambas son acotadas.

Definicién 105 Un espacio vectorial real V con una funcién (-,-) : ¥V x ¥V — R
se llama espacio con producto interno si

i. (v,v) >0 para todo v €V
ii. (v,v) =0 sty sdlo siv=0
iii. (Av,w) =A{v,w) para todo v,w €V, A € R

iv. (v,w+u) = (v, w) + (v, u) para todo v, w,u € V
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12.1. EL ESPACIO EUCLIDEO N-DIMENSIONAL 369

v. {(v,w) = (w,v) para todo v,w €V
Ejemplo 282 En R"™ podemos definir el siguiente producto interno:
(v, Wy = viwy + -+ + VW,

Ejemplo 283 (Funciones continuas) SeaV el espacio de todas las funciones
reales continuas sobre el intervalo [0,1]. La suma de funciones continuas es con-
tinua; por lo tanto, V es un espacio vectorial, que habitualmente se denota por
C([0,1]), y que tiene un gran interés en andlisis. Cualquier funcién continua
en [0,1] es acotada, por lo que la norma del supremo tiene sentido en C([0,1]).
Esta norma no se puede asociar a ningin producto interno. Fxiste, sin embargo,
un producto interno muy interesante en C([0,1]) no asociado con la norma del
supremo. Dado que el producto de funciones continuas es una funcién contin-
ua y las funciones continuas son integrables (verificaremos estas afirmaciones
mas adelante, pero por ahora las tomaremos como ciertas), podemos definir un
producto interno en C([0,1]) mediante

(f.g) = /O F(@)g(z)da.

Es inmediato (dadas las propiedades bdsicas de las integrales) verificar que éste
es un producto interno.

Teorema 219 Si (-,-) es un producto interno sobre un espacio vectorial real V,
entonces

i (w4 pw,u) = A (v,u) + p(w,u)
il (u, \v + pw) = A {u,v) + p (u, w)
iii. (v, A\w) = A (v, w)
iv. (0,w) = (w,0) =0.
La demostracion es inmediata y se deja al lector.

Teorema 220 Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Si (V, (-,-)) es un espacio
con producto interno, entonces

[z, y)| < v {z,2)\/{y,y) para todo x,y € V.

Demostracion: Si x oy son 0, entonces (x,y) = 0, y, por lo tanto, la de-
sigualdad se cumple. Asi pues, podemos suponer que x # 0 e y # 0. Entonces
(x,x) > 0 y (y,y) > 0. Para todo o € R, usando las propiedades bdsicas del
producto interno, tenemos

0<({az+yaz+y) =a(z,2)+2(xy) at (yy)

Si definimos (xz,x) = a,2{x,y) = b y {y,y) = ¢, esta desigualdad se convierte
en
ac® +ba+c¢>0  para todo a € R.
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370 CAPITULO 12. EL ESPACIO EUCLIDEO

Sabemos (ya que a > 0) que esta expresion cuadrdtica tiene un minimo para

a = —b/2a. Si sustituimos por este valor, obtenemos
b2 b b2
a(gg) +bl—50) +e>0;  es decir, ¢ > .

Como a > 0, esto significa que

v < dac; es decir, |(z,y)]* < (z,2) - (y,y) .

Tomando la raiz cuadrada obtenemos lo que queriamos. [ |
Teorema 221 Si (V, (-,-)) es un espacio con producto interno y ||-|| estd defini-
da para cada v €V por

ol = v{v,v)
entonces ||-|| es una norma sobre V.

Demostracion: La unica propiedad no trivial es la desigualdad triangular, que
se puede obtener como una consecuencia sencilla de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz:

lot+wl® = (v4w,0+w) = ol* +2 (v, w) + Jul|* <
< ol + 2o, w)| + [lw]® <
< oll® + 2]l lwll + llwll* = (floll + llw])?,
y, por lo tanto, ||v 4+ wl|| < ||v|| + ||w]| . ]

Ejemplo 284 Probar que, para los nimeros reales,
a. z<|z|,—|z| < a.
b. |z| <a siy sdlo si —a < x<a, donde a > 0.

ety <zl + Jy] -

¢]

Solucion:

a. Sixz > 0, entonces |z| = z; si x < 0, entonces |z| > x, porque x > 0. En
cualquier caso x < |x|. La otra afirmacion es similar.

b. Siz > 0, entonces debemos demostrar que 0 < x < a si y sdlo si —a < x < a,
lo cual es evidente. De manera similar, si x < 0 la afirmacion toma la
forma 0 < —x < a siysdlo si —a <z < a, loque también es evidente.
En este caso hemos utilizado el hecho de que si c <0, entonces 0 < x <y
sty solo si 0 > cx > cy.

. Pora, —|z|<z<|z| y—lyl <y <ly|l. Sumamos y obtenemos

[¢]

—(lzl+y) <z +y <z +yl.

Entonces, por b, |x+y| < |z| + |y|. Esto también se puede probar por
casos, como se indica en el texto. Ademds, obsérvese que éste es un caso
especial de la desigualdad triangular en R™.
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Ejemplo 285 Para [0s nUmMeTros 1, T2, ..., Ty, Y1, Y2, ooy Yn Y 215 22, ooy Zny PTO-

bar que
n

O wimz)' < ah (3=

i=1

Solucion: La desigualdad de Cauchy-Schwarz dice que

O wiy)> < Q- w)HO_vd).

Aplicando esta desigualdad a los numeros w; = x; z; e y; se obtiene

O - miviz)® <O (i) _u)

. , 2 2 .
Aplicindolo de nuevo a x; y z; se sigue que

O 272 <O ah)O =) es decir, (Y (wizi)?) < Qa2 2H?
Por tanto,
(Z i yi 2i)° < (Zl‘?)l/z(x Z?)l/Q(Zy?)

Elevando al cuadrado ambos miembros obtenemos el resultado. (Hemos utilizado
el hecho de que si a,b > 0, entonces a < b si y sdlo si a2 < bz), [ |

12.2. La topologia del espacio euclideo

Definicién 106 Sea (M,d) un espacio métrico. Para cada x € M ye > 0, el
conjunto
D(z,e) ={y € M | d(z,y) < e}

se denomina disco de radio ¢ centrado en x (o también bola de radio e
centrada en x).

Los discos de radio € en R, R?, y R? con la distancia euclidea

Definicion 107 Un conjunto A C M es abierto si para cada v € A existe
e > 0 tal que D(z,e) C A. Una entorno de un punto en M es un conjunto
abierto que contiene dicho punto.

Observacion 123 Obsérvese que el conjunto vacio O y el conjunto total M son
abiertos.
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Observacion 124 Es importante observar que el valor € de la definicion de un
conjunto abierto puede depender de x. Por ejemplo, el cuadrado unidad en R?
sin incluir su “frontera” es abierto, pero los entornos de radio € son cada vez
mas pequenos al aproximarnos a la frontera; sin embargo, € no puede anularse
para ningun x.

Un conjunto abierto

Consideremos un intervalo abierto en R = R, como el intervalo (0,1). Este es,
de hecho, un conjunto abierto; sin embargo, si vemos este conjunto dentro de R?
(como un subconjunto del eje x), ya no es abierto. Asi, para que un conjunto sea
abierto, es esencial especificar el espacio R™ o, en general, el espacio métrico
del que va a considerarse como subconjunto.

Hay muchos ejemplos de conjuntos que no son abiertos. El disco unidad
{z € R? | ||z]| <1} es uno de estos ejemplos. Este conjunto no es abierto, ya
que si un punto estd en la ”frontera” (es decir, un punto x tal que ||z|| = 1),
todo disco de radio € contiene puntos que no estédn en el conjunto:

Un conjunto no abierto

Teorema 222 En un espacio métrico, todo disco de radio €, D(x,€), es abierto.
Demostracion: Sea y € D(wx,e). Debemos encontrar €' tal que D(y,e’) C
D(xz,e). Sea &’ = e —d(x,y), que es estrictamente positivo, ya que d(z,y) < €.
Con esta eleccion, que depende de y, mostraremos que D(y,e’) C D(x,¢). Sea
z € D(y,€’), entonces d(z,y) < €. Es preciso demostrar que d(z,z) < e. Pero,
por la desigualdad triangular, d(z,z) < d(z,y) + d(y,x) <& +d(y,x), y por la
eleccion de €', &' + d(y,x) = e. ]

A continuacién damos algunas propiedades béasicas de los conjuntos abiertos:
Teorema 223 En un espacio métrico (M,d),

i. La interseccion de un nimero finito de subconjuntos abiertos de M es abierta.
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ii. La unidn de una coleccion arbitraria de subconjuntos abiertos de M es abier-
ta.

iii. El conjunto vacio ) y el espacio total M son abiertos.

Demostracion:

i. Basta con demostrar que la interseccion de dos conjuntos abiertos es abierta,

puesto que podemos demostrar el resultado general por induccion, escribi-
endo AyN---NA,=(A1N---NA,_1)NA,.

Sean A y B conjuntos abiertos, y sea C = AN B; si C =0, C es abierto
como un caso degenerado de la definicion. Por tanto, podemos suponer que
C # 0, y que por tanto, existe x tal que x € C. Como A y B son abiertos,
existen €, > 0 tales que

D(z,e)c A y  D(z,e')CB.

Sea & el minimo de € y &'. Entonces D(xz,e") C D(z,¢), y, por tanto,
D(z,e") C A; de manera similar, D(x,e") C B, de modo que D(x,e") C
(AN B) =C, como se pretendia.

ii. La demostracion para el caso de las uniones es mds facil. Sea U,V ... una
coleccion de conjuntos abiertos cuya union es A. Six € A, x € U, para
algin U en la coleccion. Por lo tanto, como U es abierto, D(x,e) CU C A
para algin € > 0, lo que demuestra que A es abierto.

iii. El conjunto vacio () y el espacio total M son abiertos directamente por la
definicion.

Observacion 125 Para apreciar la diferencia entre las afirmacion i y i, ob-
sérvese que la interseccion de una familia arbitraria de conjuntos abiertos no
tiene por qué ser abierta. Por ejemplo, en RY, un punto (que no es un conjunto
abierto) es la interseccion de todos los conjuntos abiertos que lo contienen.

Ejemplo 286 Sea S = {(x,y) € R* | 0 < x < 1}. Demostrar que S es abierto.

Solucion: En la figura vemos que podemos trazar el disco de radio r =
min {z,1 —z} centrado en cada punto (z,y) € S y que éste estd contenido
completamente en S; puede verse esto en la figura y demostrarse mediante la
desigualdad triangular. Por la definicion, esto implica que S es abierto. ]
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.
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U

Ejemplo 287 Sea S = {(a:,y) ER?|0<z< 1}, ¢Es S un conjunto abierto?
Solucion: No, pues todo disco con centro en (1,0) € S contiene puntos
(2,0) tales que x > 1 y que por tanto, no pertenecen a S. [ ]

Ejemplo 288 Sean A C R™ un conjunto abierto y B C R™. Definamos
A+B={z+yeR"|z€ A eyec B}.

Demostrar que A+ B es abierto.

Solucion: Sea w € A+ B. Entonces existen puntos x € A ey € B
tales que w = x +y. Como A es abierto, existe ¢ > 0 tal que D(x,e) C
A. Veremos que D(w,e) C A+ B. Supongamos que z € D(w,e). Entonces

lz—wl| = llz = (z+y)ll <e. Pero|lz—=(z+y)|l = [l(z—y) -z, por lo que
z—y € D(z,e) C A. Como y € B, entonces (z—y)+y =z estd en A+ B. Ast,
D(w,e) C A+ B y entonces A+ B es un conjunto abierto. [

Observacion 126 Obsérvese que hemos demostrado en realidad que si A es
abierto, entonces A+ {y} es abierto. Esto implica que A+ B = Uycp(A+{y})
también es abierto.

Ejemplo 289 Sea M un conjunto arbitrario y definamos la métrica discreta

do en M mediante
_J 0 st o x2=y
do(.’l?,y)—{ 1 s7 x;«éy
Demostrar que todo conjunto A C M es abierto.

Solucion: Dado x € A, D(z,1/2) = {x} C A; por definicidn, esto implica
que A es abierto. [

Definicién 108 Un conjunto B en un espacio métrico M es cerrado si su
complementario (es decir, el conjunto M\B) es abierto.

Por ejemplo, un punto en R™ es un conjunto cerrado. El conjunto en R?

formado por el disco unidad y su circulo frontera es cerrado. En pocas palabras,
podemos decir que un conjunto es cerrado si contiene a sus ”puntos frontera”.
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La intuicién es dificil de utilizar para algunos conjuntos complicados, por lo que
en esos casos se echa mano de la definicién.

Ejemplos de conjuntos cerrados

Observacién 127 FEs posible tener un conjunto que mo sea abierto ni cerrado.
Por ejemplo, en R, un intervalo semiabierto (0,1] no es abierto ni cerrado.
Ast, si sabemos que un conjunto A no es abierto, no podemos concluir que sea
necesariamente cerrado.

Teorema 224 En un espacio métrico (M, d),

i. La unidn de un numero finito de subconjuntos cerrados es cerrada.
ii. La interseccion de una familia arbitraria de subconjuntos cerrados es cerrada.

iii. Fl espacio total M y el conjunto vacio O son cerrados.

Demostracion:

i. Basta con demostrar que la unidn de dos conjuntos cerrados es cerrada, puesto

que podemos demostrar el resultado general por induccion, escribiendo
AU UA, = (A1 U~ UA,_1) UA,.

Sean A y B conjuntos cerrados, y sea C = AU B. Veamos que C es
cerrado, es decir, que su complementario es abierto:

M\C = M\(AU B) = (M\A) N (M\B)

Sabemos que M\A y M\B son abiertos, ya que A y B son cerrados
por hipdtesis. Ya vimos que la interseccion finita de conjuntos abiertos
es abierta, y por tanto, C es cerrado.

ii. Sea U,V,... una coleccion de conjuntos cerrados cuya interseccion es A.
Veamos que A es cerrado, es decir, que su complementario es abierto:

M\A=M\({UNnVN---)=MU)UM\V)U---
Sabemos que M\U y M\V son abiertos (porque U,V, ... son cerrados por

hipdtesis), y que la unidn arbitraria de abiertos es abierta. Por tanto, A
es cerrado.
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iii. FEl conjunto vacio () y el espacio total M son cerrados, porque son el comple-
mentario de M y (), respectivamente, y sabemos que M y () son abiertos.

Ejemplo 290 Sea S = {(z,y) € R? |0 <2 <1,0<y<1}. 3Es S cerrado?
Solucion: Véase la figura:

Intuitivamente, S no es cerrado, pues la parte de su frontera que estd en el eje
y no estd en S. Ademds, su complementario no es abierto, pues cualquier disco
de radio £ con centro en un punto del eje y, como el punto (0,1/2), intersecard
a S (y por lo tanto no estard contenido en R*\S). ]

Ejemplo 291 Sea S = {(z,y) € R? | 2? +y> < 1}. ;Es S cerrado?
Solucion: Si, S es el disco unidad, con su frontera:

El complementario es un conjunto abierto, pues para todo (x,y) € R2\S, el
disco de radio € = \/x2 +y2 — 1 estd totalmente contenido en R*\S. ]

Ejemplo 292 Demostrar que cualquier conjunto finito en R™ es cerrado.
Solucion: Los puntos (individuales) son cerrados, por lo que la afirmacion
es una consecuencia de la teorema anterior. [

Ejemplo 293 Sean (M,d) un espacio métrico y A C M un conjunto finito. Sea

B={zxe M|d(z,y) <1 para alginy € A}.
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Demostrar que B es cerrado.

Solucion: Veremos que M\B es abierto. Sea z € M\B, de modo que
d(z,y) > 1 para todo y € A. Sean yi,...,yn los puntos de A; entonces,
d(z,y;) >1parai=1,... ,N. Sea

€= min{d(zvyl) - la v 7d(zayN) - 1}
Sabemos que € > 0. Si d(z,z) < £/2,la desigualdad triangular muestra que
d($7y1)+d("r7z) 2 d(yl7Z) = d(zayl) Z d(yiaz)7€/27

lo cual, por la construccion de €, es estrictamente mayor que 1. Asi, D(z,e) C
M\B, luego M\B es abierto y B es cerrado. ]

Definicién 109 Sean M un espacio métrico y A C M. Un punto x € A es un
punto interior de A si existe un conjunto abierto U tal que x € U C A. El
interior de A es la coleccion de todos los puntos interiores de A y se denota
porint (A). Este conjunto puede ser vacio.

Observacién 128 La condicion sobre x es equivalente a la siquiente: existe
e >0 tal que D(x,e) C A. Por ejemplo, el interior de un unico punto en R™ es
vacio. El interior del disco unidad en R? con su frontera, es el disco unidad sin
su frontera.

Podemos dar una descripcion un poco diferente del interior de un conjunto
como sigue. El interior de A es la union de todos los subconjuntos abiertos de
A. Por tanto, int (A) es abierto. Por lo tanto, int (A) es el mayor subconjunto
abierto de A. En consecuencia, si A no tiene subconjuntos abiertos, entonces
int (A) = 0. Ademds, es evidente que A es abierto si y sdlo si int (A) = A.

Ejemplo 294 Sea S = {(x,y) € R* | 0 < x < 1}. Determinar int (S).
Solucion: Para determinar los puntos interiores, buscamos los puntos para

los cuales podemos trazar un disco de radio € con centro en ellos y que esté

totalmente contenido en S. Estos son los puntos (x,y) tales que 0 < x < 1. Asi,

int (S) ={(z,y) |0 <z <1}. ]

Ejemplo 295 ;Es cierto que int (A) Uint (B) =int (AU B)?

Solucion: No. Veamos un contraejemplo: consideremos los siguientes con-
Juntos en la recta real, sean A = [0,1] y B = [1,2]. Entonces int (A) = (0,1)
e int (B) = (1,2), de modo que int (A) Uint (B) = (0,1) U (1,2) = (0,2)\ {1},
mientras que int (AU B) =int [0,2] = (0,2). ]

Ejemplo 296 ;Es cierto en un espacio métrico general (M, d) que
int {y € M | d(y,z0) <7} ={y €M |d(y,z) <r}

dados xo € M yr > 07

Solucion: No. Por ejemplo, consideremos un conjunto M con la métrica
discreta, kg € My r = 1. Entonces {y € M | d(y,x0) <1} = M, por lo que
su interior es todo M. Por otro lado, {y | d(y,x0) < 1} = {z0}, que no es M si
éste tiene mds de un punto. |
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Definicién 110 Un punto x en un espacio métrico M es un punto de acu-
mulacion de un conjunto A C M si todo conjunto abierto U que contiene a x
contiene también algun punto de A, distinto de x.

En otras palabras, un punto de acumulacién de un conjunto A es un punto
para el cual hay puntos de A arbitrariamente cercanos a él. A los puntos de
acumulacion se les denomina a veces puntos limite. Podemos afirmar que z
es un punto de acumulacién de A si y sélo si para cada € > 0, D(x, &) contiene
algin punto y € A tal que y # x. Por ejemplo, en R!, un conjunto formado por
un tnico punto no tiene puntos de acumulacién, mientras que para el intervalo
abierto (0,1) todos los puntos de [0, 1] son puntos de acumulacién. Obsérvese
que un punto de acumulacién de un conjunto no tiene por qué pertenecer a él.

Teorema 225 Un conjunto A C M es cerrado si y sélo si todos los puntos de
acumulacion de A pertenecen a A.
Demostracion: =) En primer lugar, supongamos que A es cerrado. En-
tonces, M\ A es abierto. Asi, si x € M\A, existe ¢ > 0 tal que D(x,e) C M\A;
es decir, D(z,e) N A =1{. Asi, x no es un punto de acumulacién y entonces A
contiene a todos sus puntos de acumulacion.

<)  Reciprocamente, supongamos que A contiene a todos sus puntos de acu-
mulacion. Sea x € M\A. Como x no es punto de acumulacion de A y x ¢ A,
existe € > 0 tal que D(z,e) N A = 0; es decir, D(z,e) C M\A. Por lo tanto,
M\A es abierto y entonces A es cerrado. ]

Observacién 129 Un conjunto no tiene por qué tener puntos de acumulacion
(un tinico punto y el conjunto de enteros en R son ejemplos de ello); pero
entonces el teorema anterior se aplica trivialmente y de este modo podemos
concluir que un conjunto de este tipo es cerrado.

El teorema anterior es intuitivamente claro, pues la propiedad de ser cer-
rado significa, grosso modo, que un conjunto contiene todos los puntos de su
”frontera”, y tales puntos son puntos de acumulacién. Este tipo de argumento es
impreciso y tiene ciertas dificultades, por lo que debemos tener cuidado: algunos
conjuntos son lo bastante complejos como para que falle nuestra intuicién. Por
ejemplo, considérese A = {1/n € R |n =1,2,3,...} U{0}. Este es un conjunto
cerrado y su tnico punto de acumulacién es {0}, que estd en A. Pero nuestra
intuicién de ”frontera” no es clara para este conjunto; por lo tanto, necesitamos
argumentos mas cuidadosos.

Ejemplo 297 Sea S={x € R |z €[0,1] y = es racional} . Encontrar los pun-
tos de acumulacion de S.

Solucion: El conjunto de puntos de acumulacion estd formado por todos
los puntos de [0,1]. De hecho, sea y € [0,1] y sea D(y,e) = (y — &,y +¢€) un
entorno de y.

Podemos encontrar puntos racionales en [0,1] arbitrariamente cercanos a
y (distintos de y), y en particular en D(y,e). Por lo tanto, y es un punto de
acumulacion. Ningin punto y ¢ [0,1] es un punto de acumulacion, pues existe
un disco de radio € centrado en y que lo contiene pero que no interseca a [0,1].
u
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Ejemplo 298 Verificar el teorema anterior para el conjunto
A:{(x,y)€R2|0§x§1 6 x=2}
Solucion: El conjunto A aparece en la figura:

A

(010 (1,0 (2|0

Es evidente tanto que A es cerrado, como que el conjunto de puntos de acumu-
lacion de A es igual a A, de modo que cada punto de acumulacion de A es un
elemento de A. Obsérvese que en R, el conjunto de puntos de acumulacion de
[0,1] U {2} es [0,1], sin el punto {2} . [

Ejemplo 299 Sea S = {(z,y) € R? | y < #? 4+ 1}. Determinese los puntos de
acumulacion de S.

Solucion: Los puntos de acumulacion forman el conjunto {(z,y) | y < 2* +1}.
|

Ejemplo 300 En un espacio métrico general M, sea B(z,r) = {y € M | d(z,y) < r}.

¢Fs cierto que los puntos de B(x,r) son puntos de acumulacion de D(z,r)?
Solucion: Esto no es cierto en general, aunque st lo es en R™. Por ejemplo,

st M es un conjunto con la métrica discreta, entonces D(x,1) = {z}, mientras

que B(x,1) = M. El conjunto {x} no tiene puntos de acumulacion, pues estd

formado por un tnico punto, de modo que si M tiene mds de un punto, B(z,1)

contendrd puntos que no son puntos de acumulacion de D(z,1). [ ]

Ejemplo 301 Demostrar que una sucesion acotada x,, de puntos distintos en R
tiene un punto de acumulacion; es decir, el conjunto {1, x2,...} tiene un punto
de acumulacion.

Solucion: Sabemos que para toda sucesion x,,, eriste una subsucesion (que
denotamos ,, ) de x,, que converge: &,, — x. Entonces, x es un punto de acu-
mulacion, puesto que para cada € > 0, D(x, &) contiene a x,, con ny suficiente
grande (por definicion de convergencia) y al menos uno de los términos x,,, es
distinto de x, ya que los ,, son todos distintos. [ ]

Definicién 111 Sean (M, d) un espacio métrico y A C M. La clausura de A,
denotada cl(A), es la interseccion de todos los conjuntos cerrados que contienen
a A.

© Los autores, 2002; © Edicions UPC, 2002.



380 CAPITULO 12. EL ESPACIO EUCLIDEO

Observaciéon 130 Puesto que la interseccion de una familia arbitraria de con-
Juntos cerrados es cerrada, cl(A) es cerrado; también es inmediato que cl(A) D A
y que A es cerrado si y sélo si cl(A) = A. Por ejemplo, en RY, cl((0,1)) = [0, 1].

Teorema 226 Si A C M, cl(A) es el conjunto formado por A junto con los
puntos de acumulacion de A; es decir, cl(A) = AU {puntos de acumulacion de A} .
Demostracion: Sea B= AU{zx | z es un punto de acumulacion de A}. Como
un conjunto es cerrado si y sélo si contiene sus puntos de acumulacion, cualquier
conjunto cerrado que contenga a A también debe contener a B. Si B es cerrado,
entonces serd el menor conjunto cerrado que contiene a A, con lo que B = cl(A).
Para demostrar que B es cerrado, veremos que contiene todos sus puntos de
acumulacion: sea y un punto de acumulacion de B. Si e > 0, entonces D(y, )
contiene otros puntos de B. Si z es uno de tales puntos, entonces z € A 0 z es un
punto de acumulacion de A. En este dltimo caso, D(z,e—d(z,y)) es un conjunto
abierto que contiene a z y, por definicion de punto de acumulacion, otros puntos
de A, necesariamente distintos de y. Ast, y es un punto de acumulacion de A y
entonces y € B, por lo que B es cerrado. [ |

En otras palabras, para determinar la clausura de un conjunto A, afiadimos
a A todos los puntos de acumulaciéon que no se encuentren ya en A.

Ejemplo 302 Determinar la clausura de A =10,1) U {2} en R.

Solucion: Los puntos de acumulacion son [0,1], por lo que la clausura es
[0,1] U {2}, que claramente es el menor conjunto cerrado que contiene a A que
podriamos encontrar. |

Ejemplo 303 Para cualquier A C R™, demostrar que R™\cl(A) es abierto.

Solucion: cl(A) es un conjunto cerrado; por definicion de conjunto cerrado,
su complementario es abierto. [ |

Ejemplo 304 ;Es cierto que cl(AN B) =cl(A)Nel(B)?
Solucion: No. Tomemos, por ejemplo, A = [0,1] y B = (1,2]. Entonces
AN B =10y, por otro lado, cl(A) Ncl(B) = {1}. |

Ejemplo 305 Dado un subconjunto A de un espacio métrico, demostrar que
x € cl(A) siy sdlo siinf {d(z,y) |y € A} =0.

Solucion: En primer lugar, sean x € cl(A) y a = inf {d(z,y) |y € A}. Si
x € A, entonces tomamos x = y y obtenemos a = 0. Si x es un punto de
acumulacion de A, entonces para cada € > 0 existe y € A tal que d(z,y) < e.
Ast, de nuevo, a = 0. Reciprocamente, si « = 0 y x ¢ A, entonces para cada
e >0 existe y € A tal que d(z,y) < e (por las propiedades del infimo), de modo
que ¢ es un punto de acumulacion de A y entonces x € cl(A). ]

Definicién 112 Para un conjunto dado A en un espacio métrico (M,d), la
frontera se define como el conjunto

9(A) = cl(A) Nl (M\A).
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§A
\

Observacién 131 Puesto que la interseccion de dos conjuntos cerrados es cer-
rada, OA es un conjunto cerrado. Obsérvese también que 0A = O(M\A).

Teorema 227 Sea A C M. Entonces © € 0A si y sdlo si para todo & >
0,D(x,e) contiene puntos de A y de M\A. (Estos puntos pueden incluir al
propio x).

Demostracion: Sea © € 0A = cl(A) N cl(M\A). Entonces, x € cl(A) vy
x € cl(M\A). Por otro lado, o bien v € A, o bien x € M\A. Si z € A, por la
caracterizacion de la clausura, la Unica opcion para que x € cl(M\A) es que x
sea un punto de acumulacion de M\ A y por tanto, se cumple el resultado. El
caso x € M\A y el reciproco son similares. ]

Observacién 132 La definicion original establece que 0A es la "linea diviso-
ria” entre A y M\ A. Esto es también lo que afirma la teorema anterior, por lo
que debe ser intuitivamente clara.

Ejemplo 306 Sea A={zeR|xz€[0,1] yaz es racional}. Determinar OA.
Solucion: 0A = [0,1], pues para todo € > 0 y z € [0,1], D(z,¢e) = (x —
€,x + &) contiene puntos racionales e irracionales. [ |

Observacion 133 El anterior ejemplo muestra que si A C B, esto no nece-
sariamente implica que OA C OB. Témese A como en este ejemplo y B = [0, 1]
en R.

Ejemplo 307 Si x € 0A, sdebe x ser necesariamente un punto de acumu-

lacion?
Solucion: No. Por ejemplo, sea A= {0} C R. Entonces A no tiene puntos
de acumulacion, pero 0A = {0}. ]

Ejemplo 308 Sea S = {(:E,y) ER? | 2% — 92 > 1}, Determinar 0S.
Solucion: Claramente OS estd formada por la hipérbola x> — y? = 1. [ |

Ejemplo 309 Sixz =sup(S) para S C R, demostrar que x € cl(S).
Solucion: Por la caracterizacion de la clausura, basta mostrar que, o bien
x € S, o bien x es un punto de acumulacion de S. Como x = sup(S), para
cualquier € > 0 existe y € S tal que d(z,y) < €. Esto significa que si x ¢ S,
entonces x es un punto de acumulacion de S. [ ]
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Ejemplo 310 Sea S = {(x1,22) € R? | |21| < 1, |xo| <1}. sEs S abierto, cer-
rado o ninguna de las dos cosas? ;Cudl es el interior de S?

Solucion: S no es abierto, pues no existe ningun entorno con centro en los
puntos de S con x1 = 1 que esté totalmente contenido en S. Por otro lado, S
no es cerrado, pues

RZ\S = {(261,.’1?2) € R? | ‘.’El| >1 0 ‘3?2| > 1}

y no existe ningiin entorno centrado en un punto de R?\S con xo = 1 que esté
contenido en R?\S.

[(1.0)

También podemos ver que S mo es cerrado si observamos que la sucesion
(0,1 —1/n), contenida en S, converge al punto (0,1), que no estd en S.

Afirmamos que int(S) = {(z1,22) € R? | |21| < 1, |22| <1}, lo que verifi-
camos mostrando que los elementos de este conjunto son los puntos interiores
de S : Si|z1] <1 y|za| <1, entonces el disco con centro en (x1,x2) y radio
r=min{l — |z1],1 — |z2|} estd en S. Como ya hemos visto, los demds puntos
de S no son puntos interiores. [ ]

Ejemplo 311 Demostrar que si x es un punto de acumulacion de un conjunto
S C R™, entonces todo conjunto abierto que contenga a x contiene a su vez
infinitos puntos de S.

Solucion: Usaremos el método de reduccion al absurdo. Supongamos que
existe un conjunto abierto U que contiene a x pero solamente un nidmero finito
de puntos de S. Sean x1,x9,...T,, los puntos de S contenidos en U distintos
de x. Sea e el minimo de los nimeros d(z,x1),d(z,x3),...,d(x, ), de modo
que € > 0. Entonces D(x,e) no contiene puntos de S distintos de x, lo que
contradice el hecho de que x es un punto de acumulacion de S. [ |

12.3. Sucesiones
La definicién de convergencia de una sucesiéon en R™ es similar a la de conver-

gencia de una sucesién de nimeros reales. De hecho, la definicién tiene perfecto
sentido en un espacio métrico.
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Definicién 113 Sea (M, d) un espacio métrico y xy una sucesion de puntos en
M. Decimos que xj converge a un punto x € M y escribimos

lim z, = x 9] rp — x cuando k — o0,

— o0

st para todo conjunto abierto U que contiene a x existe un entero N tal que
xzp €U sik> N.

Esta definicién coincide con la definicién usual € — N, como lo muestra el
siguiente teorema.

Teorema 228 Una sucesion x en M converge a x € M si y sélo si para todo
€ > 0 existe N tal que si k > N entonces d(z,xy) < €.
Demostracion: =) Sea € > 0, y supongamos que x — x. Como D(x,¢) es
abierto, existe N tal que k > N implica zy € D(z,e) o d(z,x) < &, como se
pedia.

<) Reciprocamente, supongamos que la condicion es vdlida y U es un en-
torno de z. Sea ¢ > 0 tal que D(x,e) C U; entonces, existe N tal que k > N
implica d(z,xzr) < €; es decir, x, € D(z,e) C U, por lo que x — x, por
definicion. [ |

Particularicemos nuestro estudio de la convergencia al caso de R™, donde la
definicién de convergencia se lee: una sucesiéon de puntos v, en R™ converge a v
si para todo € > 0 existe N tal que ||jvx — v|| < € si k > N. De hecho, esto se
debe a que d(v,vy) = ||v — vg||. Obsérvese ademds que para n = 1 recuperamos
la definicién de convergencia en R. La definicién de convergencia en cualquier
otro espacio normado es esencialmente la misma: si V es un espacio normado y
vk, €s una sucesion en V), entonces vy converge a v € V si |jvy — v|| — 0 cuando
k — oo. Gran parte de lo que ya hemos hecho en el caso de dimensién 1 sigue
siendo vdlido en R™, pero hay otra parte que no. Lo mds destacable es que no
existe un orden natural impuesto sobre R™, por lo que no podemos aplicar el
estudio de las sucesiones monétonas a este caso general. La mayor parte del
resto se obtiene reemplazando los valores absolutos por normas o distancias
en todas partes. Por ejemplo, puesto que los espacios normados son espacios
vectoriales, sabemos sumar vectores y multiplicarlos por nimeros, por lo que
podemos analizar la aritmética de las sucesiones.

Teorema 229 Sean v y wy Sucesiones de vectores en un espacio normado
(como por ejemplo R™), A, una sucesion de nimeros en R, A € R una constante
y u un vector constante. Si vy — v, Wy — W Y Ay — A, entonces

i. v +wp — v+ w.
ii. v — Ao
iii. A\gu — Au.
iv.  Agup — .
1 1

v. Si A #0 y A # 0, entonces 3 U0k = 3V

Demostracion:
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i. Veamos que vy +wy, — v+w : Seae > 0, y sean N1 y No tales que ||vx, —vl|| <
€/2 sik > N1, yl||lwg—wl|| <e/2 sik > Ny Sea N =méx(Ny, Ns).
FEntonces, para todo n > N, tenemos:

(s +wi) = (+w)l| = |l(vx —v) = (wr —w)|| <[k =[] + [Jwr —w]| <

< Z +»€ =€
2 2 T

Por lo tanto, vy +wr — v+ w.
ii. FEste es un caso especial de v en el que A\, es una sucesion constante.
iii. Este es un caso especial de 1v en el que vy es una sucesion constante.

iv. Primero escribimos

H>\kvk . )\UH = ||)\kvk — AU+ AU — )\UH < ||)\kvk — )\k’UH + H)\k’U — )\’UH =
= M| [lve = vl[ + | Ak = Al [[0]]
Como la sucesion A\ es una sucesion numérica convergente, estd acotada,

es decir, existe una constante M tal que |\i| < M para todo n. Sean Ny
y No tales que

A — Al < cuando n > Ny

__°
2([foll + 1)
llok — 0] < m cuando n > Na

Sea N = méx(Ny, N3). Sin > N, entonces
[Awvr = Avl] < Ak] - [fox = oll + [Ak = Al [Jo]]
Me l|v]|e

S sar+n T+

< £
-2

Por lo tanto, Apvp — Awv.

v. Si A # 0, entonces |A| > 0, con lo cual existe Ny tal que |A\p — Al < |\|/2
cuando n > Ny, asi que |X\g| > |\|/2. Para n > Ny, tenemos:

v U v — oM || [ (o — )N+ u(N = Ag) <
e A AR ARA -
< DLl =l Jloll - 1A = A
[ARA| [ARAl
2 2[[vl]
< e — ol + Ak = Al
Al A2

Ahora elijamos No y N3 de tal modo que ||lvp — v|| < €|A|/4  siempre
que n > No, y que [M\p, — A < e|\?/4|[v|| siempre que n > Niz. Si
N = méx(Ny, No, N3) yn > N, entonces

o vl _ 2 e Allll eAP
Ak AL AL 4 AR 4]
Por tanto,
Vk v
L
Ak A
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Para algunos cédlculos emplearemos la representacion especifica de los vec-
tores en R™ en términos de un nimero finito de coordenadas. Si v y vy estdn en
R™, entonces escribimos v = (v, ...,v") y v, = (v}, v}, ...,v}), donde v',v] € R.

Teorema 230 vy, — v enR"™ si y sdlo si cada sucesion de coordenadas converge
a la coordenada correspondiente de v como una sucesion en R. Es decir,

Iimv,=v enR" <— h'mv}'g:vi en R para todo i=1,2,...,n.
k—oo k—oo

Demostracion: =) Si definimos 6(v,v) = méx{}vl -}

entonces sabemos que

,...,|v"7v7kl|}

S(v,vp) < v — il < V- 0(v, vr).

Si vy — v enR", 1 <j<n ye>0, entonces existe un entero K tal que
lv— vkl <e siempre que k > K. En consecuencia, para ese k, tenemos que

[ = of| < 80,00) < Jlo - well <<,

por lo que vi — vl enR.

<) La demostracion de la reciproca muestra la importancia de que n sea
finito. Supongamos que para cada j=1,2,...,n, se cumple limy v = v7,
y sea € > 0. Para todo g > 0 existen enteros K1, Ko, K3, ..., K, tales que

|U1*Ué| < e s k>Ky,
|U2*U]%| < e s k>K,,

0" —wvp] < eo si k> Ky,

Sdlo hay un numero finito de K;, luego uno de ellos es el mdximo. Sea K =
méx(Ky, K, ..., Ky,). Si k> K, entonces

v —vll < vn-d(v,vk) < V- eo.
Si hacemos esto con g9 = £/+/n, obtenemos
lv—wkl| <e cuando k> K,
ast que v, — v en R™. [ ]
Observacion 134 Esto puede escribirse de una forma mds compacta como
klirr;o(v,i, coLUp) = (klingcvi, e klinolOUZ).
Obsérvese que esta teorema no tiene sentido para un espacio métrico general.

Ejemplo 312 Demostrar que la sucesion de vectores vy, = (1/k,1/k?) converge
a (0,0) en R? cuando k — oo.

Solucion: Cada una de las sucesiones componentes, 1/k y 1/k?, converge a
0. Por la teorema anterior, los vectores (1/k,1/k*) convergen a (0,0) en R?. m
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Las sucesiones pueden emplearse para determinar si un conjunto es cerrado.
El método es el siguiente:

Teorema 231

i. Un conjunto A C B es cerrado si y sélo si para cada sucesion xx € A que
converge en M, el limite es un elemento de A.

ii. Para un conjunto B C M, x € cl(B) si y sdlo si existe una sucesion xy € B
tal que x — x.
Debemos hacer notar que las sucesiones en t e it pueden ser triviales; es
decir, se permite que xy = x para todo k.
Demostracion:

i. =) Enprimer lugar, supongamos que A es cerrado, y que x, — x. Entonces
x es un punto de acumulacion de A, ya que cualquier entorno de x contiene
a xp € A para k suficientemente grande. Como A es cerrado, entonces
x € A.

<)  Reciprocamente, para demostrar que A es cerrado veremos que todo
punto de acumulacion de A pertenece a A. Sean x un punto de acumu-
lacion de A y elijamos x, € D(x,1/k) N A. Entonces x — x, ya que
para cada € > 0 podemos elegir N > 1/, con lo que k > N implica
xk € D(x,€). Por hipdtesis, x € A, luego A es cerrado.

ii. El argumento en este caso es similar.

Ejemplo 313 Sea x, € R™ una sucesion convergente tal que ||z,| < 1 para
todo n. Demostrar que el limite x también satisface ||z|| < 1. Si||z,] < 1, sdebe
cumplirse entonces que ||z|| <17

Solucion: La bola unidad B = {y € R™ | ||ly|| < 1} es cerrada. Por lo tanto,
por la teorema anterior, ©, € B y x, — x implican que © € B. Esto no
es cierto si reemplazamos < por <; por ejemplo, considérese la sucesion x, =
1—(1/n) en R. ]

Ejemplo 314 Determinar la clausura de A={1/neR|n=1,2,...}.
Solucion: Podemos usar, por ejemplo, la teorema anterior. La sucesion

1/n — 0, por lo que 0 € cl(A). Tomando otras sucesiones de A no se obtiene

ningin punto nuevo, por lo que cl(A) = AU{0}. ]

Ejemplo 315 Demostrar que una sucesion de un espacio métrico puede con-
verger, como mucho, a un punto (es decir, el limite de una sucesion es unico).
Solucion: Supongamos que z — x Yy xx — y. Dado € > 0, sea N tal
que k > N implique que d(xy,y) < €/2 y sea M tal que k > M implique que
d(zp,y) <e/2. Sik> N yk>M, por la desigualdad triangular tenemos:

d(z,y) < d(z,zp) + d(zg,y) <e

Como 0 < d(x,y) < & se cumple para cada & > 0, concluimos que d(z,y) =0,
por lo que x = y. [
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12.4. Completitud

En un espacio métrico general, o incluso en R", los conceptos de sucesién
monétona y supremo no tienen sentido. Sin embargo, la caracterizacion de la
completitud por medio de las sucesiones de Cauchy si lo tiene.

Definicién 114 Sea (M, d) un espacio métrico. Una sucesion de Cauchy es
una sucesion xi € M tal que para todo € > 0, existe N tal que si k,l > N,
entonces d(zy, ;) < €.

Observacién 135 En un espacio normado, como R™, una sucesion vy es una
sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe N tal que ||vy, — vj|| < € siempre

que k,j7 > N.

Definicién 115 Un espacio M es completo si y sélo si toda sucesion de Cauchy
en M converge a un punto de M.

Definicién 116 Una sucesion xy en un espacio normado estd acotada si existe
un numero C tal que ||zg|| < C para todo k. En un espacio métrico se requiere
que exista un punto xo tal que d(zk, o) < C para todo k.

Teorema 232 Una sucesion convergente en un espacio normado o métrico estd
acotada.
Demostracion: Si x, — x, existe N tal que d(x,,x) <1 cuando n > N. Asi,
Tn € D(x,1) sin> N. Sea
R =méx{1,d(x1,2),...,d(xNn_1,7)}.

Entonces d(z,xz,) < R para todo n, con lo que x,, € D(x, R) para todo n. [ ]

Las siguentes son algunas propiedades generales de las sucesiones de Cauchy.
Teorema 233
i. Toda sucesion convergente en un espacio métrico es una sucesion de Cauchy.
ii. Una sucesion de Cauchy en un espacio métrico debe estar acotada.
iii. Si una subsucesion de una sucesion de Cauchy converge a x, entonces la

sucesion converge a x.
Demostracion:

i. Six, — x, para todo € > 0 existe N tal que d(x,,x) <e/2 sin > N. Polo
tanto, si n,m > N,

AT, Tm) < d(Tp,x) + d(T, Tm) <

Por tanto, (x,) es de Cauchy.
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ii. Supongamos que (z,) es una sucesion de Cauchy. Entonces existe N tal que
d(xp,xk) <1 si n>N yk>K.

Por tanto,
llznl] < |lzn]|+1 para n > N.

Si definimos M = max{||z1]|, [|z2]],--.,|lzn]||} + 1, entonces ||z,|| < M
para todo n.

iii. Sea (z,) una sucesion de Cauchy que tiene una subsucesion (x,,) que con-
verge a x. Dado € > 0, entonces existe N tal que d(xy, ) < €/2 cuando
n>N y m>N. Como x,, es una subsucesion convergente a x, existe
no > N tal que d(zn,, ) < /2. Si m > N, entonces

d( @, ) < d(Tm, Tng) + A(XTpg, ) < % + % =e.

Por tanto, x,, converge a x.
|

Teorema 234 (Completitud de R"™) Una sucesion xp en R™ converge a un
punto en R™ si y sdlo si es una sucesion de Cauchy.

Demostracion: =) Si x converge a x, entonces para cada € > 0, elegimos
N tal que k > N implique ||z — x| < €/2. En consecuencia, si k,l > N,
entonces

€

€
lzr = @il = (2 — 2) + (@ =)l < llow — 2l +llz — 2]l < 5 + 5

=E£.

Por tanto, x es una sucesion de Cauchy.

<) Reciprocamente, sea xy una sucesion de Cauchy. Como ’x}c —mﬂ <
||k — 21|, las componentes también son sucesiones de Cauchy en R. Como toda
sucesion de Cauchy en R es convergente, entonces cada sucesion x}c converge,
digamos, a x'. Asi pues, xj, converge a v = (x',... z"). ]

Teorema 235 (Teorema de los intervalo encajados) Sea (F};) una suce-
sion de conjuntos no vacitos en RP encajados, es decir F1 O Fy O --- D F,, D
-+ . Supongamos que todos los F,, n > 1, son cerrados y que Fy es ademds
acotado. Si

diam (F,) = sup{d(z,y) : z,y € F,,} — 0 cuando n — oo,

entonces (,,~, Fn contiene un dnico punto.
Demostracion: Para cada n > 1, escojamos x,, € F,. Si m > n, entonces

d(xn, Tm) < diam (F,) — 0 cuando n — oo.

Por tanto, (z,,) es una sucesion de Cauchy, y como RP es completo, sabemos
que (z,,) converge a algin x € RP. Como (x,) C Fy para todo n > 1, entonces
x € Fy, ya que Fy es cerrado. Andlogamente, x € F,,, ya que (x,) C F,, para
todon > m y F,, es cerrado. Por tanto,

x € ﬂFn = ﬂFn;é[Z).

n>1 n>1

Como diam (>, ) = 0, entonces (1,5, I sdlo contiene un iinico elemento,
tal como queriamos ver. |
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Teorema 236 (Teorema de Bolzano- Weierstrass)

a. 51 A C RP, A acotado e infinito, entonces A contiene algin punto de acu-
mulacion.

b. Si (z,) C R?P es una sucesion acotada, entonces tiene una subsucesion con-
vergente.

Demostracion:

a. 51 A C RP es acotado, entonces existe r tal que A estd incluido en el rectdn-
gulo [—=r,r] X [=r,r] X -« X [=r,r]. Sea Fy = [—r,r] X [=r,r] X - X [=71, 7]
Subdividimos Fy en 2P rectdngulos bisecando cada uno de sus lados. Co-
mo Fy contiene una infinidad de puntos de A, al menos una de las partes
obtenidas en esta subdivision también contendrd una infinidad de puntos
de A. Sea Fy una de estas partes de la subdivision de Fy que contiene una
infinidad de elementos de A. Continuamos este proceso: dado F,, subdi-
vidimos F,, en 2P rectdngulos iguales bisecando sus lados, y escogemos
como Fpi1 una de las partes de la subdivision que contenga una infinidad
de puntos de A. Asi obtenemos una sucesion de rectdngulos cerrados en-

cajados:
Ademas,
diam (Fy) = — - diam (Fy_1) = ()2 - diam (F,
iam (F,) = > iam ( n_1)—(2—p) ~diam (F,—_2)
1o, .
= :(ﬁ) L diam (Fy) — 0

Por el teorema de los intervalos encajados, existe un tinico punto x tal
que x € (> Fn. Demostraremos que x es un punto de acumulacion de
A, viendo que cualquier bola centrada en x contiene algin punto de A
diferente de x: para todo r > 0, existe k tal que diam (F}) < r. Por tanto,

Fp.c D(z,r) = ((Fe\{z})nA) C ((D(z,r)\{z}) N A)
Como (Fip\{z})NA#0, entonces (D(z,r)\{z})NA#0.

b. Si (z,) es finita, algin elemento ha de aparecer infinitas veces en (x,). La
subsucesion constante igual a este elemento es convergente.

Si (x,) es infinita, como es acotada por hipdtesis, por el apartado a sabemos
que existe un punto de acumulacion de (x,). Para cada k escogemos un
indice ny, tal que x,, € D(z, %) y ng > ng—1. Entonces la subsucesion
(Tn, )ken converge a x.

Definicién 117 Un punto x en un espacio métrico es un punto limite de la
sucesion xy, si para todo € > 0 hay infinitos valores de k tales que d(zy, ) < €.
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Teorema 237 Si xp, es una sucesidn en un espacio métrico My x € M,
entonces

i. © es un punto limite st y sélo st para cada € > 0 y cada entero N, existe
k> N tal que d(zg,x) < €.

ii.  es un punto limite si y sélo si existe una subsucesion convergente a x.
iii. xp — x si y sdlo si toda subsucesion converge a x.

iv. xx — x si y sdlo si toda subsucesion de xy tiene a su vez una subsucesion
que converge a .

Demostracion:

i. =) Six es un punto limite de x,, y € > 0, entonces hay infinitos indices
para los cuales d(zy,x) < . Sdélo un nimero finito de ellos es menor que
N, y por tanto al menos uno de ellos es mayor que N, para cualquier N.

<) Podemos escoger ny tal que d(xy,, ) < €, ng > nq tal que d(zp,,x) <
g, ng > na tal que d(xn,,x) < £, y asi sucesivamente. Obtenemos ny <
ng < ng < --- tales que d(zn,,x) < €, y por lo tanto, = es un punto
limite.

il. =) Siz esun punto limite, seleccionamos el indice ny de modo que d(xy,,x) <
1. Usando el apartado i, elegimos ng > ny tal que d(xpn,,z) < % Usando
1 reiteradamente, podemos ir eligiendo los indices n; < ng < ng < ---
de modo que d(xy,,,x) < 1/k. Esto produce una subsucesion que converge
a xz, ya que si € > 0, sabemos que existe un entero K tal que 1/K < &;
entonces, k > K implica

< <
= e.
K

El

d(zy,,z) <

<)  Si hay una subsucesion convergente a x y € > 0, entonces hay un
indice tal que los indices posteriores a éste en la subsucesion distan menos
que € de x. Por lo tanto, x es un punto limaite.

iii. =) Siz, — = y x,, es una subsucesion, sea € > 0 y elijamos N de
tal modo que d(x,,x) < € para n > N. Como n; < ng < ng < ---, por
induccion se demuestra que ny > k. Por lo tanto, k > N implica ni > N,
y, en consecuencia, d(xn, ,x) < &, con lo cual la subsucesion converge a x.

<) Demostraremos este apartado por el contrareciproco: si x,, fuera una
sucesion que no convergiera a x, entonces por el apartado © existiria € > 0
tal que para cada N habria un indice mayor que N tal que d(x,,x) > €.
Usando este hecho repetidamente, podemos seleccionar n; < ng < ng <

tales que d(xy, ,x) > €. Esto nos da una subsucesion que no converge
a x.

iv. =) Si xp — x, por el apartado iii, toda subsucesion converge a x, por lo
cual no necesitamos pasar a una sub-subsucesion.
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<) Si toda subsucesion tiene una sub-subsucesion convergente a x, en-
tonces x es un punto limite de toda subsucesion y por lo tanto de x,. Si
existiera otro punto limite y # x, entonces, por i, habria una subsucesion
convergente a él. Seria el unico punto limite de esa subsucesion y, en con-
secuencia, no podria tener una sub-subsucesion convergente a x. Asi pues,
x debe ser el punto limite de x,, con lo cual x, — x.

Ejemplo 316 Sea (M,d) un espacio métrico completo y N C M un subcon-
Junto cerrado. Demostrar que N también es completo.

Solucion: Se entiende que la métrica utilizada en N es la misma que la
de M. Sea x, una sucesion de Cauchy en N, la cual, considerada como una
sucesion en M, sigue siendo una sucesion de Cauchy. Como M es completo,
esta sucesion converge en M a un punto x. Como z, € N, x,, — = y N es
cerrado, x € N. Ast, x,, converge en N y, por tanto, N es completo. [ ]

Ejemplo 317 Demostrar que el conjunto de puntos limite de una sucesion xy
es cerrado.

Solucion: Sea y, una sucesion de puntos limite tales que y, — y. Para
cada £ > 0, existe N tal que d(yn,y) < €/2 si n > N. Hay infinitos puntos xy
tales que d(zk, yn) < £/2, pues yn es un punto limite. La desigualdad triangular
mmplica que

d(xkny) S d(l‘k’yN) +d(yN7y) < E/2+6/2 =g,

por lo que y es también un punto limite de xy. [ ]

12.5. Conjuntos compactos

Definicién 118 Sea (M,d) un espacio métrico. Se dice que U = {U;,i € I}
es un recubrimiento abierto de A C M si U; es abierto para todo i € I vy
A C U;er Ui Una subcoleccion finita de U que sea un recubrimiento de A se
llama subrecubrimiento finito.

Definicién 119 Un subconjunto K C M es compacto de si de todo recubrim-
tento abierto de K se puede extraer un subrecubrimiento finito.

Ejemplo 318 Una coleccion finita de puntos es un conjunto compacto. Todo
recubirmiento abierto U tiene un subrecubrimiento finito, que se puede obtener
asignando a cada punto un elemento de U en el que se encuentre.

Ejemplo 319 R? no es compacto, ya que el siguiente recubrimiento abierto
U={D(0,n), neN}
no admite un subrecubrimiento finito.

Ejemplo 320 (a,b) C R no es compacto, ya que el siguiente recubrimiento
abierto

1 1
U={la+=b-=), neN}

no admite un subrecubrimiento finito.
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Ejemplo 321 Fl conjunto formado por la sucesion (%) y 0 es compacto. Cualquiera
que sea el recubrimiento abierto U del conjunto, si U € U contiene a 0, tenien-

do en cuenta la definicion de limite de una sucesion, fuera de U sdlo existe un
numero finito de elementos de la sucesion, los cuales son recubiertos por un
nombre finito de elementos de U. FEstos ltimos junto con U forman un subre-
cubrimiento finito del conjunto.

Teorema 238 Todo conjunto K C M compacto es cerrado y acotado.
Demostracion: Sea K C M compacto. Veamos en primer lugar que K es cer-
rado o, equivalentemente, que M\K es abierto. Sea x € M\ K. Encontraremos
un entorno V' de x contenido en M\ K. Por las propiedades de los entornos, para
cada puntoy € K, existe un entorno abierto V, de x y un entorno abierto Wy, de
y, tales que Vy, N Wy, = 0. La familia {W, : y € K} es un recubrimiento abierto
de K. Por ser K compacto, existe un subrecubrimiento finito Wy, Wa, ..., W,
Si Vi, Va, ...,V son los entornos de x correspondientes, entonces V = ﬂ?zl V;
estd contenido en M\K; es decir, VN K =0, ya que

p p
VK cvn(lJw)=Jvnw,)=0.
j=1 j=1

Veamos ahora que K es acotado. En efecto, la familia de discos abiertos
{D(a,n):n €N} de centroa e M

es un recubrimiento abierto de K. Como K es compacto, existe un nimero finito
de discos que recubre K. Por tanto, K estd contenido en el disco de mayor radio
y por consiguiente, K es acotado. [

Teorema 239 (Teorema de Heine-Borel) En RP, un conjunto K es com-
pacto st y sélo si es cerrado y acotado.
Demostracion: =) Este resultado ha sido demostrado en la teorema anteri-
or.

<) Lo demostraremos por reduccion al absurdo: sea K un conjunto cerrado
y acotado pero no compacto. Por lo tanto, existe un recubrimiento abierto U de
K que no admite un subrecubrimiento finito. Como K es acotado, existe un
numero 1 tal que

K C[—rr] x[=rr] X x[-r7]

Sea Fy = [—r,r] x [=r,r] X -+ X [=r,7]. Si bisecamos los lados de Fy, obtenemos
2P rectangulos. Sea Fy cualquiera de los rectdngulos de esta subdivision tal que
el conjunto K N Fy no esté contenido en la unidn de cualquier nimero finito de
conguntos en U (sabemos que Fy existe, porque si cada una de las 2P partes de
K estuvieran contenidas en un nidmero finito de los conjuntos en U, entonces
K estaria contenido en la unidn de un nimero finito de conjuntos de U, lo que
contradiria la hipdtesis). Se continia este proceso bisecando los lados de Fy
para obtener 2P rectdngulos y se toma F3 como uno de los rectdngulos tal que
el conjunto no vacio K N F3 no esté contenido en la union de un nimero finito
de conjuntos de U, y ast sucesivamente.

© Los autores, 2002; © Edicions UPC, 2002.



12.6. CONJUNTOS CONEXOS 393

Fs

F

De esta manera se obtiene una sucesion de rectangulos cerrados y encajados:
hF2o2FR2---2F, 2

Ademas,

1
diam (F,,) = 2—p~diam (Foo1) == (2—p)”71~diam (F1) — 0 cuando n — oc.

Por el teorema de los intervalos encajados, existe un punto x tal que (,~, Fn =
{z}, y ¢ es un punto de acumulacion de K. Como K es cerrado, v € K, luego
eziste algin conjunto abierto V€ U tal que x € V. Por tanto, existe r > 0 tal
que D(x,7) C V. Eziste n tal que diam (F,) < r. Por consiguiente,

F, C D(z,r) CV,

lo que contradice la eleccion de Fy,. Por tanto, no puede existir ningin recubrim-
tento U de K por abiertos que no admita un subrecubrimiento finito. [ ]

12.6. Conjuntos conexos

Definicién 120 Se dice que un subconjunto D C RP es conexo si no existen
dos conjuntos abiertos U 1V tales que VN D y UND sean disjuntos, no vacios
y D C (UUV). En caso de que existan U yV con las mencionadas condiciones,
se dice que forman una separacion de D.

Ejemplo 322 El conjunto N C R no es conexo, ya que se puede tomar

U = {zeR:zx<3/2}
V = {zeR:z>3/2}.

Ejemplo 323 FEl conjunto Q C R no es conexo, ya que se puede tomar

U = {zeR:z<v2}
V = {zeR:z>V2}.
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Teorema 240 El intervalo unitario cerrado I = [0,1] es un suconjunto conezo
de R.

Demostracion: Lo demostraremos por reduccion al absurdo, suponiendo que
existen dos conjuntos abiertos U y' V' que forman una separacion de 1. Por tanto,
UNI y VNI son conjuntos disjuntos no vacios acotados tales que I C (UUV).
Dado que los conjuntos U y V son abiertos, los conjuntos UNI y VNI no
pueden constar de un solo punto. Para ser mds precisos, supongamos que existen
a €U beV tales que 0 < a < b < 1. Consideremos el conjunto {x € U : x < b}.
Es un conjunto no vacio, porque al menos a pertenece a él. Como es un conjunto
acotado, tiene supremo. Sea

c=sup{z € U :z < b}.

Por tanto, 0 < ¢ < 1, por lo que ¢ € UU V. Si ¢ € U, entonces ¢ # b, y como
U es abierto, existe un punto a1 € U, ¢ < aq, tal que el intervalo [c,a;] estd
contenido en {x € U : x < b}, contrario a la definicion de c. Andlogamente, si
c € V, entonces, puesto que V' es abierto, hay un punto by € V, by < ¢, tal que
el intervalo [by, c| estd contenido en V N1, contrario a la definicion de c. Por
tanto, la hipdtesis de que I no es conexo lleva a contradiccion. [ |

Observacién 136 El intervalo abierto (0,1) es conexo en R, y se puede probar
con la misma demostracion que el teorema anterior.

Teorema 241 FEl espacio RP es conexo.
Demostracion: Supongamos que RP no es conezo, es decir, supongamos que
ezisten dos conjuntos U y 'V abiertos, disjuntos, y no vacios tales que RP = UUV.
Sean x € U ey € V. Consideremos el segmento de linea S que une x con y, es
decir,

S={z+t-(y—=x):tel}

Sean

Uy = {teR:z+t-(y—2z)eU}
Vi = {teR:iz+t-(y—2z)eV}

Uy y Vi son subconjuntos abiertos disjuntos no vacios de R, y constituyen una
separacion de I, lo que contradice el teorema anterior. [ |

Teorema 242 Los unicos subconjuntos de RP que son tanto abiertos como cer-
rados son () y RP-

Demostracion: Supongamos que existe U C RP que es tanto abierto como
cerrado en RP. Entonces V.= RP\U también lo es. Si U es no vacio y no es
todo RP, entonces el par U,V constituye una separacion de R, lo que contradice
el teorema anterior. Por tanto, los tinicos subconjuntos de RP abiertos y cerrados
a la vez solo pueden ser ) y RP. ]
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Capitulo 13

Funciones continuas

13.1. Propiedades locales de funciones continuas

Se habré de considerar a f como una funcién con dominio D(f) contenido
en R? y con imagen Im(f) contenida en R?. En general, no se requerird que
D(f) = RP o que p = q. Primero se definird continuidad en términos de entornos
y después se mencionardn algunas condiciones equivalentes.

Definicién 121 Si a € D(f), se dice que f es continua en a si para todo
entorno V de f(a) existe un entorno U (dependiendo de V') de a tal que si
x es cualquier elemento de VN D(f), entonces f(x) es un elemento de V. Si
A C D(f), se dice que f es continua en A siempre que sea continua en todo
punto de A.

A continuacién se dan dos afirmaciones equivalentes que se podian haber
utilizado como definicién.

Teorema 243 Sea a un punto en el dominio D(f) de al funcion f. Las sigu-
lentes afirmaciones son equivalentes:

a. f es continua en a.

b. Sie > 0, existe un nimero 6(g) > 0 tal que si x € D(f) y ||z — al < d(e),
entonces || f(z) — f(a)|| < e.

c. Si(zy,) es cualquier sucesion de elementos de D(f) que converge a a, entonces
la sucesion (f(xy,)) converge a f(a).

Demostracion: a = b)  Supongamos que (a) es cierto y que € > 0, entonces
la bola V. = {y e RY: |ly— f(a)|| < e} es un entorno del punto f(a). Por la
definicion de continuidad, hay un entorno U de a tal que si x € U N D(f),
entonces f(x) € V.. Dado que U es un entorno de a, existe un nimero real
positivo §(e) tal que la bola abierta con radio §(¢) y centro a estd contenida en
U. Por lo tanto, la condicion (a) implica (b).

b = ¢) Supongamos que (b) es cierto y sea (x,) una sucesion de elemen-
tos en D(f) que converge a a. Dado ¢ > 0, existe d(¢) > 0 con la propiedad
establecida en (b). Como (x,) converge a a, existe un nimero natural N(5(¢))

395

© Los autores, 2002; © Edicions UPC, 2002.



396 CAPITULO 13. FUNCIONES CONTINUAS

tal que si n > N(d(¢)), entonces ||z, — al| < §(¢). Dado que x,, € D(f) para
todo n, de (b) se deduce que || f(zn) — f(a)|| < e. Por lo tanto, se cumple (c).
¢ = a) Demostraremos que si la condicion (a) no es vdlida, entonces la
condicion (¢) tampoco lo es. Si (a) no se cumple, existe un entorno Vo de f(a)
tal que para cualquier entorno U de a existe un elemento xy que pertenece a
D(f)NU pero tal que f(xy) no pertenece a Vy. Para cada mimero natual n,
consideremos el entorno U, de a definido por U, = {x € R : ||z — a|| < 1/n};
por lo establecido en la frase anterior, para cada n en N existe un elemento x,
que pertenece a D(f) N U, pero tal que f(x,) no pertenece a Vy. La sucesion
(zn,) recién construida pertenece a D(f) y converge a a; sin embargo, ninguno
de los elementos de la sucesion (f(xy)) pertenece al entorno Vi de f(a). Por lo
tanto, se ha construido una sucesion para la cual no es vdlida la condicion (c).
Esto demuestra que la parte (c) implica (a). ]

El siguiente criterio sobre discontinuidad es una consecuencia de lo que se
acaba de hacer.

Teorema 244 (Criterio de discontinuidad) La funcion f no es continua
en un punto a € D(f) si y sdlo si existe una sucesion (z,) de elementos de
D(f) que converge a a pero tal que la sucesion (f(x,)) de imdgenes no converge

a f(a).

El siguiente resultado es una simple reformulacién de la definicién de con-
tinuidad. Recordamos que la imagen inversa f~!(H) de un subconjunto H de
RY bajo f estéd definida por

f7HH) = {z € D(f): f(z) € H}.

Teorema 245 La funcidn f es continua en un punto a en D(f) si y sdlo si
para todo entorno V de f(a) existe un entorno Vi de a tal que

VinD(f) = fH(V).

Demostracion: Si Vi es un entorno de a que satisface esta ecuacion, entonces
se puede tomar U = Vy. Inversamente, si la definicion de continuidad se sat-
isface, entonces se puede tomar V4 = U U f~1(V) para obtener la ecuacion del
enunciado. [ |

Antes de seguir adelante con la teorfa se hard una pausa para dar algunos
ejemplos. Por simplicidad, la mayorfa de los ejemplos son para el caso en que
RP =R? =R.

Ejemplo 324 Sea D(f) =R y sea f la funcién “constante” definida como la
funcion que es igual al nimero real ¢ para todos los nimeros reales x. Entonces,
f es continua en todo punto de R; de hecho, se puede tomar el entorno U de la
definicion de continuidad igual a R para cualquier a € D(f). Andlogamente, la
funcion g definida por

1 1 0<zx<1
g(z) =

2 st 2<x<3

es continua en cada punto de su dominio.
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Ejemplo 325 Sea D(f) =R y sea f la funcion identidad definida como f(z) =
z, x € R. Sia es un nimero real dado, sea € >0 y sea §(e) =¢€. Si |z —a| <
d(e), se tiene |f(z) — f(a)] = |z —a| <e.

Ejemplo 326 Sea D(f) = R y sea f la funcion cuadrdtica definida como
f(x) =22 x € R. Sean a un elemento de R y ¢ > 0; entonces,

(@) = f(a)] = |2* —a®| = |o —al - |o +al.

Se quiere hacer esta dltima expresion menor que € haciendo a |x — al| lo sufi-
cientemente pequena. Si a = 0, se elige 6(¢) = /. Si a # 0, se desea obtener
una cota para |x + a| en un entorno de a. Por ejemplo, si |x — a| < |al|, entonces
0<|z| <2lal y |x+al <l|z|+|a| < 3la|]. De donde

[f(z) = f(a)| < 3af |z —al,

siempre que |x — a| < |a|. Por tanto, si se define §(¢) = inf {\a| ) ﬁ}, entonces

cuando |z — a| < 0(¢g), se cumple:
|f(z) = fla)] < 3laf |z —a| <e.

Ejemplo 327 Tomaremos ahora la misma funcidn que en (c) pero usaremos
una técnica un poco distinta: en vez de factorizar x> — a2, lo escribiremos como
un polinomio en x — a.

2?2 —a? = (22 — 202 + a®) + (2ax — 20°) = (z — a)® + 2a(z — a).
Usando la desigualdad triangular se obtiene
f(@) = f@)| < o —a]* +2]a| - |& — a].

8id <1yl|z—al <, entonces |z —al* < 6> < § y el término de la derecha
estd acotado superiormente por § + 2 |a|§ = §(1 + 2 |al). Por lo que se escoge

. 3
5(5) = lnf{l,m} .

Ejemplo 328 Consideremos D(f) = {x € R: x # 0} y definamos f como f(z) =
1/x, x € D(f). Si x € D(f), entonces

1 1
T oa|

|z —ad

[f(x) = fla)| =

lazx| -

De nuevo se desea encontrar una cota para el coeficiente |x — a| que sea vdlida
en un entorno de a # 0. Obsérvese que si |v —a| < & |a|, entonces 1 |a| < |z|,
y se tiene

F(@) - f(a)] < ﬁm—a«

Por tanto, basta tomar §(e) = inf {% la|, 1e |a|2} .
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Ejemplo 329 Definamos f de la forma

ro={1 % 150

st x>0

Se puede ver que f es continua en todos los puntos distintos de 0. Se habrd de
probar que f no es continua en 0 empleando el criterio de discontinuidad. De
hecho, si x, = 1/n, la sucesion (f(1/n)) = (1) no converge a f(0).

Ejemplo 330 Sea D(f) =R y sea f la funcion discontinua de Dirichlet defini-
da como
f@) = { 1 si  x es racional
0 si  x esirracional.

Si a es un ndmero racional, podemos tomar X = (x,) como una sucesion de
nimeros irracionales que convergen a a. Dado que f(x,) =0 para toda n € N,
la sucesion (f(x,)) no converge a f(a) =1 y f no es continua en el nimero
racional a. Por otro lado, sib es un nimero irracional, existe una sucesion Y =
(yn) de nimeros racionales que converge a b. La sucesion (f(y,)) no converge
a f(b) por lo que f no es continua en b. Por lo tanto, la funcién de Dirichlet
no es continua en ningin punto.

Ejemplo 331 Sea D(f) = {x € R:z > 0}. Para cualquier mimero irracional
x >0, se define f(x) = 0; para un nimero racional de la forma m/n, donde los
nimeros m y n no tienen ningin factor comun excepto 1, se define f(m/n) =
1/n. Probaremos que f es continua en todo nimero irracional de D(f) y discon-
tinua en todo nimero racional de D(f). La dltima afirmacion resulta de tomar
una sucesion de nimeros irracionales que converjan al nimero racional dado y
de usar el criterio de discontinuidad. Por otro lado, dado un nimero irracional
a ye >0, entonces existe un nimero natural n tal que 1/n < e. Si § se elige tan
pequena que el intervalo (a—0,a+9) no contenga a ningin nimero racional con
denominador menor que n, entonces se deduce que para toda x en este intervalo
se tiene:

[f(@) = fla)| = [f(2)] < 1/n <e.

Por tanto, f es continua en el nimero irracional a. Asi pues, esta funcion es
continua precisamente en los puntos irracionales de su dominio.

Ejemplo 332 Sea D(f) = R? y sea f la funcion en R? con valores en R?
definida como

f(z,y) = 2z +y,z — 3y).

Sea (a,b) un punto fijo en R2; veremos que f es continua en este punto. Para
ello, debemos probar que la expresion

1f(z,y) — Fla,b)]| = {2z +y — 20— )2 + (¢ — 3y — a+3b)2} '/

se puede hacer arbitrariamente pequetia escogiendo a (x,y) lo suficientemente

cerca de (a,b), y utilizaremos la desigualdad {p* + q2}1/2 < V2sup{|p|,|q|}.
Resulta bastante evidente probar que los términos

22 +y — 2a —b|, |  — 3y —a+3b],
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se pueden hacer arbitrariamente pequerios eligiendo (x,y) lo suficientemente cer-
ca de (a,b) en R?. De hecho, por la desigualdad triangular,

2z +y—2a—b]=[2(x —a) + (y =) < 2|z —af + |y - b].

Ahora, |z —a| < {(z—a)*+ (y — b)2}1/2 = ||(z,y) — (a,b)|, v andlogamente
para |y — b|; entonces se tiene

22 +y —2a = b| < 3||(z,y) — (a,b)].
De modo andlogo,
|z =3y —a+3b <|z—a|+3ly—bl <4|(z,y) — (a,0)]|.

Por lo tanto, sie > 0, se puede tomar 6(g) = ¢/(4v/2) con la sequridad de que si
I(z,y) — (a,b)|| < d(g), entonces || f(z,y) — f(a,b)|| < &, aunque se puede lograr
un valor mdas grande de § a través de un andlisis mds refinado (por ejemplo,
usando la desigualdad de Schwarz).

Ejemplo 333 Sea D(f) = R? y definimos f por medio de
fla,y) = (@* +y*, 2zy)

Si (a,b) es un punto fijo en R?,

1f(@,y) = Fa,b)]| = {(@ +y? — > = b2)* + (2ay — 2ab)*}'/*.

Igual que en el ejemplo anterior, examinaremos por separado los dos términos
de la derecha. Por la desigualdad triangular, se tiene

|2 +y° — a® = b?| < |2 — a®| + [y — V7.
Si el punto (x,y) estd dentro de una distancia de 1 de (a,b), entonces, |z| <

la|4+1 porlo que |z + a| < 2lal+1 y |y| < |b]+1, de manera que |y + b| < 2|b|+1.
Por lo tanto se tiene

22+ 92 —a? = 0| < |zr—al@2lal+1)+]|y—b (25 +1)
< 2(la[ + bl + 1) (2, 9) = (a, )] -
De manera andloga se tiene
|22y — 2ab] = 2|zy —axb+xb—ab] < 2|z||y — bl +2|b| |x — a]

< 2(lal + ol + 1) (=, y) — (a,0)]] -

Por lo tanto, basta establecer

. £ _
(€) = inf {1’ 22 Jal + 0+ 1) } ’

Si||(z,y) — (a,b)]| < (), se tiene ||f(z,y) — f(a,b)|| < e, con lo cual tenemos
que f es continua en el punto (a,b).
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13.1.1. Combinaciones de funciones

Recordamos que si f y g son funciones con dominios D(f) y D(g) en R? e
imédgenes en R?, entonces se definen la suma f + g, la diferencia f — g y el
producto interno f - g para cada z en D(f) N D(g) por medio de las férmulas

f(@) +g(x), [flz)=g(x), [f(z)-g(z).

Anslogamente, si ¢ es un numero real y si ¢ es una funcién con dominio
D(y) en R? e imagen en R, se definen los productos ¢- f para x en D(f) y ¢ f
para x en D(¢) N D(f) por medio de las férmulas

c- f(x), @) f(2).

En particular, si ¢(x) # 0 para € Dy, se puede definir el cociente f/¢
para x en D(f) N Dy como
f(@)/ ().

Teorema 246 Sean f: D(f) CRP — RY, g: D(9) CRP — R%, ¢ : D(p) C
RP — R, ¢ € R. Si las funciones f, g, son continuas en un punto, entonces
las funciones

f+g, f—-9, f-9, cfi o f y flo

también son continuas en ese punto.
Demostracion: En la unidad El espacio euclideo n-dimensional, vimos que se
cumple:

a. 51 X eY son dos sucesiones en RP que convergen a x ey, respectivamente,
entonces las sucesiones X +Y, X —Y e XY convergen ax+y, x—y y
T -y, respectivamente.

b. Si X = (z,) es una sucesion en RP que converge a © y A = (a,) es una
sucesion en R que converge a a, entonces la sucesion (an - ©,) C RP
converge a azx.

c. Si X = (z,,) es una sucesion en RP que converge a x y B = (b,) es una
sucesion de numeros reales distintos de cero que converge a b, entonces la

Tn

sucesion (7=) C RP converge a .
n

Utilizamos, ademdas, el tercer apartado del primer teorema: para demostrar
que una funcion f es continua, basta ver que para cualquier sucesion de elemen-
tos de su dominio que converjan a xg, la sucesion de las imdgenes converge a
(o).

De estos dos resultados se deduce trivialmente el enunciado. Veamos, por
ejemplo, la demostracion de que f+ g es continua: sea (x,) una sucesion en RP
convergente a x. Debemos ver que (f + g)(zn) converge a (f + g)(x):

(f+9)(@n) = f(@n)+g(zn) — f(@)+g(x) = (f+g)(z) porque f y g son continuas
Andlogamente para las demds combinaciones de funciones. [

Existe otra combinacién algebraica que a menudo resulta util. Si f estd
definida para D(f) de R? a R , se define el valor absoluto |f| de f como la
funcién con imagen en R tal que |f|(z) = |f(z)| para toda = € D(f).
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Teorema 247 Si f es continua en un punto, entonces |f| también es continua
en ese punto.
Demostracion: Por la desigualdad triangular, se tiene

@) = 1f(a)]| < |f(z) = fla)l,

de donde el resultado es inmediato. [ ]

Sea f con dominio D(f) en R? e imagen en R? y sea g con dominio D(g) en
RY ¢ imagen en R'. Se define la composicién h = go f como la funcién que tiene
dominio D(h) = {x € D(f) tales que f(z) € D(g)} y enlaque parax € D(h)
se tiene h(xz) = g[f(z)]. Por tanto, h = g o f es una funcién que transforma a
D(h), que es un subconjunto de D(f) C R?, en un subconjunto de R’.

Teorema 248 Si f es continua en a y g es continua en b = f(a), entonces la
composicion g o f es continua en a.

Demostracion: Sea W un entorno del punto ¢ = g(b). Dado que g es continua
en b, existe un entorno V de b tal que si y pertenece a V N D(g), entonces
gly) € W. Como f es continua en a, existe un entorno U de a tal que si x
pertenece a U N D(f), entonces f(x) estd en V. Por lo tanto, si x pertenece a
UND(go f), entonces f(x) estd en VN D(g) y g[f(x)] pertenece a W. Esto
prueba que h = go [ es continua en a. [ ]

13.2. Funciones lineales

Definicién 122 Se dice que una funcion f: RP — R? es lineal cuando

flax +by) =a- f(z) +b- f(y)

para toda a,b € R y x,y € RP.
Por induccion se deduce de que si a,b, ...,c son n nimeros reales y x,y, ..., 2
son n elementos de RP, entonces

flax +by+ -+ +cz) =af(@) +bf(y) + -+ cf(2).

Observacion 137 Si f y g son funciones lineales de RP a RY | entonces f+ g
es una funcion lineal de RP a RY . Andlogamente, si c € R, entonces cf es una
funcion lineal. La coleccion L(RP,RY) de todas las funciones lineales de RP a
RY es un espacio vectorial bajo estas operaciones vectoriales.

Teorema 249 Si f es una funcion lineal con dominio RP e imagen en RY,
entonces existen p - ¢ nimeros reales (¢;;), 1 <1i < ¢, 1 < j < p, tales que si
x = (T1,2,...,Tp) es cualquier punto en RP, y si y = (y1,Y2,-.,Yq) = f(x),
entonces

Y1 = C11%1 F C12ZT2 + -+ C1pTyp,
Yoz = C21T1 + Cco2xo + -+ - + CopTp,
Yg = CqT1+Cqo+ -+ Copp.
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De manera inversa, si (c;j) es una coleccion de p - ¢ nidmeros reales, en-
tonces la funcion que asigna a x € RP el elemento y € RY segin las ecuaciones
anteriores, es una funcion lineal con dominio RP e imagen en RY.
Demostracion: Sean ey, eq, ..., €, los elementos de RP dados pore; = (1,0, ...,0),
ez =(0,1,...,0),..., e, = (0,0, ..., 1). Supongamos que

f(€1) = (01170217~-~,Cq1)7
f(€2) = (012,022,--',%2),
flep) = (cip,Caps s Cyp)-

Ast pues, el nimero real c;j es la i-ésima coordenada del punto f(e;).
Un elemento arbitrario x = (x1, 2, ...,x,) de RP se puede expresar en tér-
minos de los vectores ey, €g, ..., ep:

T =1x1€61 + Taez + -+ Xpep.
Dado que f es lineal, se cumple que
f(@) = a1 f(er) +aaf(e2) + -+ apflep).

Usando las expresiones de f(e;), se tiene

f(=)

z1(ci1, €21, .y Cq1) + T2(C12, €22, ..., Cg2)
+-+ xp(clpv 62}77 ceey qu) =
= (c1121,021%1, ..., Cq1T1) + (C12T2, C22T2, ..., Cq2T2)
+ -4 (C1pTp, CopTp, vy CapTp) =
= (e +crazo + -+ + CipTp, 2171 + C20T2 + -+ + Copyp,
CLCq1 + CgaTa + -+ Capp).
FEsto prueba que las coordenadas de f(x) estan dadas por las relaciones que el
enunciado aseguraba.
A la inversa, es facil probar, por cdlculos directos, que si las relaciones del
enunciado se usan para obtener las coordenadas y; de y de las coordenadas x;

de x, entonces la funcion que resulta satisface la definicion de linealidad y por
lo tanto es lineal. ]

Definicién 123 Se debe mencionar que al arreglo rectangular de nimeros

€11 Ci2 **° Cip
C21 Co2 Cop

)
Cq1 Cq2 Cqp

que consta de q filas y p columnas a menudo se le llama la matriz correspon-
diente a la funcion lineal f.

Hay una correspondencia uno a uno entre las funciones lineales de RP a R?
y las matrices de g X p con nimeros reales. Como se ha visto, la accién de f estd
completamente descrita en términos de su matriz. Se hard referencia a la matriz
anterior como una sintesis de una descripcién mas elaborada de la funcién lineal

f.
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Teorema 250 Si f es una funcién lineal con dominio RP e imagen en R?
entonces existe una constante positiva A tal que si u,v son dos vectores cua-
lesquiera en RP, entonces

1f(u) = F)]| < Allu—wv].

Por lo tanto, una funcion lineal de RP a RY es continua en todo punto.
Demostracion: Escribimos la desigualdad de Schwarz en la forma

larby + asbs + -+ apby|” < {a? + a3+ + a2} {02+ 03+ + 02}
Se aplica esta desigualdad a cada expresion del enunciado del teorema anterior
y obtenemos:

p
2 2 2 2 2 2 2
il* < (leal® + leil® + -+ lew ) el =D leig* =)
j=1

Sumando estas desigualdades se tiene

2 L& 2 2
Iyl* < S e ¢ llll®,
i=1 j=1

de donde se concluye que
1/2
a P )
lyll = 1F @) <D few ]| -
i=1 j=1

Por tanto, existe una constante A tal que si x es cualquier elemento de RP,
entonces ||f(x)| < Allz||. Ahora, sea x = w — v. Usando la linealidad de f se

obtiene
f(z) = flu—v) = f(u) = f(v),

tal como queriamos ver. Es claro que esta relacion implica la continuidad de f,
ya que se puede hacer || f(u) — f(v)| < & tomando ||lu—v| <e/A si A>0. m

13.3. Propiedades globales de funciones contin-
uas

En la primera seccién se consideré la continuidad ”local”; es decir, se estaba
tratando la continuidad en un punto. En esta seccién se establecerdan algunas
propiedades mas profundas acerca de funciones continuas. Aqui se estard tratan-
do la continuidad ”global” en el sentido de que se supondra que las funciones
son continuas en todo punto de sus dominios.

A menos que se especifique lo contrario, f designard a una funcién con
dominio D(f) contenido en R? y con imagen Im(f) en R? .

Definicién 124 Si B es subconjunto del espacio de rango R?, la imagen in-
versa de B bajo f es el conjunto

f7HB) ={z € D(f): f(x) € B}.
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Observe que f~1(B) de manera automética es un subconjunto de D(f) aun
cuando B no necesariamente sea un subconjunto de Im(f).

En cursos de topologfa, en que se trata mas continuidad global que con-
tinuidad local, el siguiente resultado a menudo se toma como la definicién de
continuidad (global). Su importancia muy pronto serd evidente.

Teorema 251 (Teorema de continuidad global) Sea f : D(f) C RP — RY.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a. f es continua en su dominio D(f).

b. Si G es cualquier conjunto abierto en RY, entonces existe un conjunto abierto
Gy en R? tal que Gy N D(f) = Q).

c. Si H es cualquier conjunto cerrado en RY | entonces existe un conjunto cer-
rado Hy en RP tal que Hy N D(f) = f~1(H).

Demostracion: a = b)  Supongamos que f es continua en D(f), y sea G
un subconjunto abierto de RY . Si a pertenece a f~1(Q), como G es un entorno
de f(a) y f es continua en a, se infiere que hay un conjunto abierto U(a) tal
que si x € D(f)NU(a), entonces f(x) € G. Podemos elegir U(a) para cada a
en f~YG), y sea Gy la unién de los conjuntos U(a). Por las propiedades de los
conjuntos abiertos, Gy es abierto y estd claro que G1 N D(f) = f~Y(G). Por lo
tanto, (a) implica ().

b= a) Sia esun punto arbitrario de D(f) y G es un entorno abierto de
f(a), la condicion (b) implica que existe un conjunto abierto G1 en RP tal que
G1ND(f) = f~YG). Dado que f(a) € G, se deduce que a € Gy, por lo que Gy
es un entorno de a. Si x € Gy N D(f), f(x) € G por lo que | es continua en a.
FEsto prueba que la condicion (b) implica (a).

A continuacion demostraremos la equivalencia de las condiciones (b) y (c).
Primero, se observa que si B es cualquier subconjunto de R? y si C' = RI\B, se

tiene f~H(B)NfH(C)=0y

D(f)=f"(B)Uf ().

Si By es un subconjunto de RP tal que By N D(f) = f~Y(B) y C; = RP\By,
entonces C1 N f~1(B) =10 y

D(f) = (B1nD(f))U(C1nD(f)) = f~1(B)U(CLND(f)).

Estas férmulas son dos representaciones de D(f) como la union de f~1(B)
con otro conjunto con el que no tiene puntos en comin. Por lo tanto, se tiene
CinD(f) = f1(O).

b= c¢) Supongamos que (b) es vilido y que H es cerrado en R?. Aplique-
mos el argumento anterior en el caso en que B =RINH y C = H. Entonces,
B y By son conjuntos abiertos en R? y RP, respectivamente, de manera que
C1 =RI\ By es cerrado en RP. Esto prueba que (b) implica (c).

¢ = b) Para ver que (c) implica (b), se usa el argumento anterior con
B =RP\G, en donde G es un conjunto abierto en RY. ]

En el caso en que D(f) = RP, el resultado anterior se simplifica hasta cierto
punto:
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Corolario 34 Sea f una funcion definida en todo RP y con imagen en R?. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a. f es continua en RP.
b. Si G es abierto en RY, entonces f~(G) es abierto en RP.

c. Si H es cerrado en RY, entonces f~1(H) es cerrado en RP.

Observacién 138 FEl teorema de continuidad global no dice que si f es con-
tinua y G un conjunto abierto en RP, entonces la imagen directa f(G) =
{f(z) : x € G} sea abierta en RI. En general, una funcion continua no nece-
sariamente manda conjuntos abiertos a conjuntos abiertos o conjuntos cerrados
a conjuntos cerrados. Por ejemplo, la funcion f de R a R definida como

1

o) =1

es continua en R, puesto que es una combinacion de funciones continuas, y el
denominador nunca se anula. Si G es el conjunto abierto G = (—1,1), entonces
f(G) = (3,1], que no es abierto en R. Andlogamente, si H es el conjunto
cerrado H = {z € R: z > 1}, entonces f(H) = (0,1], que no es cerrado en R.
De manera similar, la funcion f aplica el conjunto R, que es abierto y cerrado
en R, al conjunto f(R) = (0,1] que no es ni abierto ni cerrado en R.

Lo que nos dicen estas afirmaciones es que la propiedad de un conjunto
de ser cerrado o abierto no necesariamente se preserva con la aplicacién de una
funcién continua. Sin embargo, existen propiedades importantes de conjunto que
se preservan con aplicaciones continuas. Por ejemplo, se va a demostrar que las
propiedades de conexidad y compacidad de conjuntos tienen esta caracteristica.

13.3.1. Conservacién de conexidad

Recordamos que un conjunto H C RP es inconexo si existen conjuntos abier-
tos A, B en R? tales que AN H y BN H son conjuntos disjuntos no vacios cuya
unién es . Un conjunto es conexo si no es inconexo.

Teorema 252 (Conservacion de conexidad) Si H C D(f) es conexo en
RP y f es continua en H, entonces f(H) es conexo en RY.

Demostracion: Sea h la restriccion de f al conjunto H de tal manera que
D(h) = H y h(x) = f(z) para toda x € H. Observese que f(H) = h(H) y que
h es continua en H.

Si f(H) = h(H) es inconezo en RY, entonces existen dos conjuntos abiertos
A,B C R? tales que ANh(H) y BN h(H) son conjuntos disjuntos no vacios
cuya union es h(H). Por el teorema de continuidad global, existen conjuntos
abiertos A1, By en RP tales que

AiNH=h"'A), BiNnH=h*B).

FEstas intersecciones son no vacias y son disjuntas porque los conjuntos ANh(H)
y BNh(H) son disjuntos. El supuesto de que la union de ANh(H) y BNh(H)
sea h(H) implica que la union de Ay N H y By N H es H. Por lo tanto, la
inconexion de f(H) = h(H) implica la inconexion de H. ]
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La misma palabra ”continuo” indica que ho hay ”interrupciones” bruscas
en la grafica de la funcién, por lo que el siguiente resultado no es de ninguna
manera inesperado.

Teorema 253 (Teorema de valor intermedio de Bolzano) Sea H C D(f)
un subconjunto conexo de RP y sea f continua en H y con wvalores en R. Si k
es cualquier nimero real que satisface

inf{f(z):z € H} <k <sup{f(z):z€ H},

entonces hay al menos un punto de H en donde f toma el valor k.

Demostracion: Sik ¢ f(H), entonces los conjuntos A={t e R:t <k} yB=
{t eR:t >k} forman una separacion de f(H), lo que contradice el teorema
anterior. [ |

13.3.2. Conservacién de compacidad

En seguida demostraremos que la importante propiedad de compacidad se
conserva con la aplicacién continua. Recordamos que por el teorema de Heine-
Borel un subconjunto K C RP es compacto si y sélo si es cerrado y acotado en
RP. De modo que el siguiente resultado se puede expresar diciendo que si K es
cerrado y acotado en RP y si f es continua en K y con imagen en RY, entonces
f(K) es cerrado y acotado en RY.

Teorema 254 (Conservacion de compacidad) Si K C D(f) es compacto
y f es continua en K, entonces f(K) es compacto.
Demostracion: Demostraremos este teorema de dos formas:

Primera demostracion: Supongamos que K es cerrado y acotado en RP; debe-
mos probar que f(K) es cerrado y acotado en R?. Si f(K) no fuera aco-
tado, para cada n € N ezistiria un punto x,, € K con || f(z,)| > n. Dado
que K es acotado, la sucesion X = (z,,) es acotada, de donde, por el teo-
rema de Bolzano-Weierstrass, se deduce que hay una subsucesion de X
que converge a un elemento x. Dado que x, € K para todan € N y K
es cerrado, x pertenece a K. Por lo tanto, f es continua en x y f estd
acotada por ||f(x)|| + 1 en un entorno de x. Dado que esto contradice al
supuesto de que || f(x,)|| > n, el conjunto f(K) es acotado.

Para probar que f(K) es cerrado demostraremos que cualquier punto de
acumulacion y € f(K) debe estar contenido en f(K). De hecho, sin es
un numero natural, existe un punto z, € K tal que ||f(zn) —yl| < 1/n.
Por el teorema de Bolzano-Weierstrass, la sucesion Z = (zp) tiene una
subsucesion Z' = (zn,) que converge a un elemento z. Dado que K es
cerrado, z € K y f es continua en z. Por lo tanto,

1) =W (f () = 3,

lo cual demuestra que y pertenece a f(K). Por lo tanto, f(K) es cerrado.

Segunda demostracién: Restringiendo f a K se puede suponer que D(f) =
K. Supongamos ahora que G = {G,} es una familia de conjuntos abiertos
en R? cuya union contiene a f(K). Por el teorema de continuidad global,
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para cada conjunto G, en G hay un subconjunto abierto C, de RP tal
que Co N D = f71(G,). La familia C = {C,} consta de subconjuntos
abiertos de RP; la unidn de estos conjuntos contiene a K, ya que sixz € K,
entonces f(z) estd contenido en f(K). Por lo tanto, f(x) pertenece a algun
conjunto Gy, y, por construccion, x pertenece al conjunto correspondiente
C,. Dado que K es compacto, estd contenido en la union de un nimero
finito de conjuntos de ¢ y su imagen f(K) estd contenida en la union del
numero finito de conjuntos correspondientes en G. Dado que esto es valido
para una familia arbitraria G de conjuntos abiertos que cubren a f(K), el
congunto f(K) es compacto en RY.

Cuando la imagen de la funcién es R, el siguiente teorema se puede expresar
de otra manera diciendo que una funcién continua de valor real en un conjunto
compacto alcanza sus valores méximos y minimo.

Teorema 255 (Teorema del valor marimo y minimo) Sea K C Im(f)
compacto en RP y sea f una funcion continua de valor real. Entonces existen
puntos x* en K tales que

fx*) =sup{f(z):z € K}, flzy) =inf {f(z):z € K}.
Demostracion: Demostraremos este teorema de dos formas:

Primera demostracién: Dado que K es compacto en RP, del teorema de con-
servacion de compacidad se deduce que f(K) estd acotado en R. Sean
M =sup f(K) y (z,) una sucesion en K tal que

flzp)>M—1/n, neN.

Por el teorema de Bolzano-Weierstrass, alguna subsucesion () converge
a un limite x* € K. Dado que | es continua en x*, se debe tener f(z*) =
lim(f(xn,)) = M. La demostracidn de la existencia de x. es andloga.

Segunda demostracién: Restringiendo f a K, se puede suponer que D(f) =
K. Se fija M = sup f(K). Entonces, para cadan € N, sea

Grn={ueR:u<M-1/n}

Dado que G,, es abierto, del teorema de continuidad global se deduce que
existe un conjunto abierto C,, en RP tal que

CoNK={zeK: f(x)<M-1/n}.

Si no se alcanzara el valor M entonces la unidén de la familia C = {Cy}
de conjuntos abiertos contendria a todo K. Dado que K es compacto y la
familia {C, " K} es creciente, existe r € N tal que K C C,. pero entonces
se tendria f(z) < M —1/r para toda x € K, lo que contradice al hecho de
que M = sup f(K).
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Si Im(f) C RY, con g > 1, el siguiente corolario algunas veces resulta titil.

Corolario 35 Sea f: D(f) CRP — R? y sea K C D(f) compacto. Si [ es
continua en K, existen puntos x* en K tales que

[f @) =sup{[lf (@)l : x € K}, [[f(zo)ll = mf {[|f ()]} : 2 € K}

Sabemos que si f: R? — RY es lineal, entonces existe una constante M > 0
tal que || f(z)|| < M ||z|| para toda = € RP. Sin embargo, no siempre ocurre
que exista una constante m > 0 tal que ||f(z)|| > m|z| para toda z € RP.
A continuacién demostraremos que este es el caso si y s6lo si f es una funcién
lineal inyectiva.

Corolario 36 Sea f : RP — RY? una funcion lineal. Entonces f es inyectiva si

y sdlo si existe m > 0 tal que || f(x)]| > m||z| para toda x € RP.

Demostracion: =) Supongamos que f es inyectiva y sea S = {x € RP : ||z]| = 1}
la esfera compacta unitaria en RP. Por el corolario anterior, existe x, € S tal que

| f(z:)|| = m =inf{||f(z)| : x € S}. Dado que f es inyectiva, m = || f(z.)| >

0. Por lo tanto, ||f(z)|| > m > 0 para toda x € S. Ahora, siu € RP, u # 0,
entonces u/ ||ul| pertenece a S y por la linealidad de f se tiene

1 U
el = | = m
[l [[ul
por lo que se deduce que || f(u)| > m ||u|| para toda v € RP (ya que el resultado
es triwvial para v = 0).
<) De manera inversa supongamos que || f(x)| > m||z|| para toda x € RP.

Si f(xz1) = f(x2), se tiene
0= [lf(z1) = fl@)ll = [lf (21 = 22)|| Z m[Jw1 — 22,

que implica x1 = x2. Por lo tanto, f es inyectiva. [ |

Una de las consecuencias méds notables del teorema de conservacién de com-
pacidad es que si f es continua e inyectiva en un dominio compacto entonces la
funcién inversa f~! automdticamente es continua.

Teorema 256 (Continuidad de la funcion inversa) Sea K un subconjunto
compacto de RP y sea f una funcion continua inyectiva con dominio K e imagen
en RY. Entonces la funcion inversa es continua con dominio f(K) e imagen K.
Demostracion: Como K es compacto, el teorema de conservacion de compaci-
dad implica que f(K) es compacto y por lo tanto cerrado. Dado que por hipdtesis
f es inyectiva, la funcion inversa g = f~1 estd definida. Sea H cualquier con-
junto cerrado en RP y consideremos a HNK ; dado que este conjunto es cerrado
y acotado, el teorema de Heine-Borel asequra que H N K es un subconjunto
compacto de RP. Por el teorema de conservacion de compacidad se concluye que
Hy = f(HNK) es compacto y por lo tanto cerrado en RY. Si g = f~1, entonces

Hy = f(HNK) = g~ (H).

Dado que Hy es un subconjunto de f(K) = D(g), esta ultima ecuacion se puede
escribir de la siguiente manera

HyND(g) = g~ "(H).

1

Del teorema de continuidad global se deduce que g = f~* es continua. [ |
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Definicién 125 Si D C RP, entonces la coleccion de todas las funciones con-
tinuas de D a R? se denota por Cpq(D). La coleccion de todas las funciones
continuas acotadas de D a R? se designa por medio de BC,y(D). Cuando p
y q se sobreentienden, estas colecciones se designan simplemente como C(D) y

BC(D).
Teorema 257

a. Los espacios Cpy(D) y BCpy(D) son espacios vectoriales bajo las operaciones
vectoriales

(f+9)(@) = f(x) +g(x), (cf)(x)=cf(x) paraxeD.
b. El espacio BCpq(D) es un espacio normado bajo la norma

1fllp = sup {[|f(x)]| : = € D}

Por supuesto, en el caso especial en que D sea un subconjunto compacto
de RP, Cpy(D) = BCpy(D).

13.4. Continuidad uniforme y puntos fijos

Definase f en un subconjunto D(f) de R? a R?. Es facil ver que los siguientes
resultados son equivalentes:

i. f es continua en todo punto en D(f).

ii. Dadae > 0y u € D(f), existe una (g, w) > 0 tal que si z pertenece a D(f)
y ||z — ul| <6, entonces || f(z) — f(u)]| < e.

En general, § depende tanto de ¢ como de u. El que § dependa de u es
consecuencia del hecho de que la funcién f puede cambiar sus valores con rapidez
cerca de ciertos puntos y lentamente cerca de otros.

Puede suceder que la funcién sea tal que el niimero § se pueda escoger inde-
pendiente del punto w en D(f) y dependiente unicamente de €. Por ejemplo, si
f(x) = 2z, entonces

|f(z) = f(u)] = 2]z — ul
de manera que se puede elegir d(e,u) = /2 para todos los valores de w.
Por otro lado, si g(x) = 1/x para z > 0, entonces

u—x

g(w) — g(u) = —

Si0<d<uy |r—u| <J, entonces

1)
lg(z) — g(u)] < u(u——é)’

y esta desigualdad no se puede mejorar, ya que, de hecho, la igualdad es
valida para = u— 0. Si se quiere hacer |g(x) — g(u)| < €, entonces el valor mas
grande para ¢ que se puede elegir es
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De modo que si u > 0, g es continua en u ya que se puede elegir d(e,u) =
eu?/(1 + eu), y éste es el valor méds grande que se puede escoger. Dado que

2
inf{ v :u>0}=0,
14+ cu

no se puede obtener una d(e,u) > 0 que sea independiente de la eleccién de
u para todos los puntos u > 0.

Ahora restringimos ¢ a un dominio menor. De hecho, sea a > 0 y definamos
h(z) = 1/x para x > a. El andlisis recién hecho prueba que se puede usar el
mismo valor de (e, u). Sin embargo, esta vez el dominio es mds pequeno y

. eu? ca?
inf u>ap = >0
1+ cu 1+ca

De modo que si se define 6(g) = ca?/(1 + ca), se puede usar este nimero
para todos los puntos u > a.
Con esta introduccién se establece ahora la definicién formal.

Definicién 126 Sea f la funcion con dominio D(f) en R? e imagen en R,
Se dice que [ es uniformemente continua en un conjunto A C D(f) si para
cada € > 0 existe una d(g) > 0 tal que si x y u pertenecen a A y ||z — u|| < d(¢g),
entonces || f(z) — f(u)]| <e.

Observacion 139 Es claro que si f es uniformemente continua en A entonces
es continua en todo punto de A. Sin embargo, en general lo inverso no es vdlido.

Es conveniente tener en mente qué se entiende al decir que una funcién no
es uniformemente continua:

Lema 11 Una condicion necesaria y suficiente para que la funcién f no sea
uniformemente continua en A C D(f) es que existan g9 > 0 y dos sucesiones
X = (z,), Y = (yn) en A tales que si n € N, entonces ||z, —yn| < = y
I[f(@n) = f(yn)ll > eo.
Demostracion: =) Por la definicion de continuidad uniforme, sabemos que
una funcién no es uniformemente continua si existe € > 0 tal que para toda
0 > 0, existen dos puntos, llamémosles xs,ys tales que |zs —ys|| < y || f(xs) —
f(ys)|| > eo. Consideremos § = % : sabemos que existen x,,y, en A tales que
lzn —ynll <Ly | f(zn) = Flyn)ll > €0. Asi pues, las sucesiones X = (z,) e
Y = (yn) cumplen: ||z, — yull < =y || f(@n) — f(yn)| > €0 para toda n € N.
<) Tomemos el g del enunciado, y sea 6 > 0 cualquiera. Sabemos que
evisten dos sucesiones (x,) € (yn) en A tales que ||z, — yull < =y || f(2n) —
fyn)l| > €0 para todan € N. Por tanto, existe K(0) tal que ||xn,—yn|| <0 para
toda n > K(0), y | f(zn) — f(yn)ll > €0. Ast pues, basta tomar x5 = Tx(5)41,

€ Y5 = YK (5)+1- u

En seguida se ofrece un resultado muy 1til que asegura que una funcién con-
tinua de manera automdtica es uniformemente continua en cualquier conjunto
compacto en su dominio.

Teorema 258 (Teorema de continuidad uniforme) Sea f una funcion
continua con dominio D(f) C RP e Im(f) C RY. Si K C D(f) es compacto,
entonces [ es uniformemente continua en K.

Demostracion:
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Primera demostracién: Suponga que f no es uniformemente continua en K.
Por el lema anterior, existen g > 0 y dos sucesiones (x,,) e (yn) en K
tales que sin € N, entonces

1

Hl'n_yn” < Ea Hf(mn)_f(yn)” > &o.

Como K es compacto en RP, la sucesion X es acotada; por el teorema de
Bolzano-Weierstrass, hay una subsucesion (xn, ) de (x,) que converge a
un elemento z. Dado que K es cerrado, el limite z pertenece a K y f es
continua en z. Estd claro que la subsucesion correspondiente (yn,) de Y
también converge a z.

Como f es continua, ambas sucesiones (f(xn,)) v (f(yn,)) convergen a
f(2). Por lo tanto, cuando k es suficientemente grande, se tiene

1S (@n,.) = f(yn)ll <o
Pero esto contradice que ||f(x,) — f(yn)|l > €o-

Segunda demostracién: Supongamos que f es continua en todo punto del
conjunto compacto K. Entonces, dada € > 0 yu € K existe un niumero
§(3e,u) >0 tal que siz € K y

1
Iz~ ull < 6(5¢,u)

entonces

I7@) ~ f)l < 5

Para cada v € K, formamos la bola abierta
1.1
G(u) = {x ERP: |z —ul < 55(§€,u)}

entonces el conjunto K ciertamente estd contenido en la union de la fa-
milia G = {G(u) : v € K}, ya que para cada punto u en K hay una bola
abierta G(u) que lo contiene. Dado que K es compacto, estd contenido
en la union de un nidmero finito de conjuntos en la familia G, digamos
G(u1),...,G(un). Definimos ahora

5e) = %inf {5(%8,u1), ...,6(%6,1“\7)} ,

y se habrd de probar que §(¢) tiene la propiedad deseada. Supongamos que
x,u pertenecen a K y que ||z —ul| < 0(g). Entonces existe un nimero
natural k con 1 < k <N tal que x pertenece al conjunto G(uy); es decir,

1.1
[z — ug]| < 55(56,%)
Dado que 6(c) < $6(%e,ur), se deduce que

1
lu = ull < flu =2l + |z — url] < 6(5e, ue).
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Por lo tanto, se tienen las relaciones

1£(u) — Flu)] < e,

17@) ~ flu)] < 5 !

25
de donde || f(z) — f(u)|| < e. Se ha demostrado que si x,u son dos puntos
arbitrarios de K para los cuales ||x — u|| < 6(g), entonces || f(z) — f(uw)] <
€.

En secciones posteriores se hard uso en muchos casos del concepto de con-
tinuidad uniforme, de modo que en este momento no se dardn aplicaciones. Sin
embargo se introducird otra propiedad que a menudo es asequible y suficiente
para garantizar la continuidad uniforme.

Definicién 127 Si f tiene dominio D(f) C RP e Im(f) C R, se dice que f
satisface una condicion de Lipschitz si existe una constante A > 0 tal que

1f(z) = f(w)]| < Allz — ]

para todos los puntos x,u en D(f). En el caso en que la desigualdad anterior sea
vélida para una constante A < 1, la funcidn recibe el nombre de contraccion.

Observacion 140 Si f satisface una condicion de Lipschitz, entonces f es
uniformemente continua en D(f) (basta fijar §(e) = ¢/A). Sin embargo, lo
inverso mo se cumple, como se puede ver al considerar la funcion f(z) = /x
definida en D(f) =[0,1]. Si f cumpliera una condicion de Lipschitz, entonces,
fijando uw = 0 se deberia tener |f(z)| < Alz| para alguna constante A, pero
facilmente se ve que esta ultima desigualdad no se puede satisfacer.

Observacion 141 Una funcidn lineal con dominio RP e imagen en R? satisface
una condicion de Lipschitz.

13.4.1. Teoremas del punto fijo

Definicién 128 Si f es una funcidn con dominio e imagen en el mismo espacio
RP, entonces se dice que un punto u € D(f) es un punto fijo de f si f(u) = u.

Teorema 259 (Teorema del punto fijo para contracciones) Sea [ una
contraccion con dominio RP e imagen contenida en RP. Entonces, f tiene un
punto fijo dnico.

Demostracion: Como f es una contraccion, existe una constante C con 0 <
C <1 tal que || f(z) — f(y)|| < C|lz —yl|| para toda x,y € RP. Sea 1 un punto
arbitrario en RP y definimos xo = f(x1); inductivamente, fijamos

Tpni1 = f(zn), mneN.

Probaremos que la sucesion (x,) converge a un punto fijo inico de f y calcu-
laremos la rapidez de convergencia.
Para hacer esto, observemos que

|23 — za|| = || f(22) — f(21)]] < C ||z — 4],
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e, inductivamente,
2011 = @nl = [1f(@n) = f@n-1)ll < Cllzn = zn ] <C"Hlzz — 1]
Sim >n, con el uso repetido de esta desigualdad obtememos
[Zm —znll < NZm = Tm-1ll + |Tm-1 = Tzl + - + |11 — 20| <
< {CmP 4O 4 4 O Y | — 2
Por lo que se deduce que, para m > n,
n—1
-C

Puesto que 0 < C < 1, la sucesion (C™~1) converge a cero. Por lo tanto, ()
es una sucesion de Cauchy. Siw = lm(x,), como xn11 = f(x,), estd claro que
u es un punto fijo de f. Ademds, se cumple

lom = ll < T 72 = 2]

n—1
1-C
lo que nos da la velocidad de convergencia.

Por 4ltimo, demostraremos que sélo hay un punto fijo para f. De hecho, si
u,v son dos puntos fijos distintos, de f, entonces

lu = ol = [If(u) = f()I| < Cllu—v].

Puesto que u # v, entonces ||u —v| # 0, por lo que esta relacion implica que
1 < C, contrario a la hipdtesis de que C' < 1. [ |

[ =z < [z = 1]l

Notamos que lo que realmente se ha hecho es demostrar el siguiente resulta-
do:

Corolario 37 Si f es una contraccion con C < 1, si 1 es un punto arbi-
trario en RP, y si la sucesion X = (x,) estd definida por la ecuacion Tpiq =
f(zy), entonces X converge al punto fijo inico u de f con la rapidez dada por
Cnfl

lu— 2| < =& w2 — 21|

Para el caso en que la funcién f no esté definida en todo RP, se deberd
tener méas cuidado para asegurar que la definicién iterativa x,11 = f(z,) de la
sucesion se puede llevar a cabo y que los puntos permanezcan en el dominio de
f. Aun cuando son posibles otras formulaciones, habra que conformarse con la
siguiente.

Teorema 260 Supongamos que f es una contraccion con C constante definida
para D(f) = {x € RP : ||z|| < B} y que ||f(0)|| < B(1-C). Entonces la sucesion
x1 = 0,20 = f(21), .0, Tny1 = f(zn), ...

converge al punto fijo unico de f que se encuentra en el conjunto D(f).
Demostracion: En efecto, siz € D = D(f), entonces || f(x) — f(0)]| < C|lz -0 <
CB, por lo que se deduce que

[f@) <1fO)[+CB<(1-C)B+CB=B.

Por lo tanto, f(D) C D. De modo que la sucesion (x,) se puede definir y
permanece en D y la demostracion del teorema del punto fijo para contracciones
es aplicable. [ ]
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El teorema de contraccién que se acaba de establecer tiene ciertas ventajas:
es constructivo, el error de aproximacién se puede calcular y garantiza un punto
fijo Unico. Sin embargo, tiene la desventaja de que el requisito de que f sea
una contraccién es una restriccién muy severa. Un hecho importante y profundo
demostrado por primera vez en 1910 por L.E.J. Brouwer, es que cualquier fun-
cién continua con dominio D = {z € R? : ||z|| < B} e imagen en D debe tener
al menos un punto fijo.

Teorema 261 (Teorema del punto fijo de Brouwer) Sea B > 0 y sea
D = {z e RP : ||z|| < B}. Entonces cualquier funcidn continua con dominio D
e imagen contenida en D tiene al menos un punto fijo.

No demostraremos este teorema, ya que la demostracién se alejarfa mucho
del tema.

13.5. Sucesiones de funciones continuas

En muchas ocasiones es necesario considerar una sucesién de funciones con-
tinuas. En esta seccién se dan varios teoremas interesantes e importantes acerca
de dichas sucesiones.

En esta seccion se deberd aclarar la importancia de la convergencia uniforme.
Recordamos que una sucesion (f,,) de funciones en un subconjunto D C R? a
R? se dice que converge uniformemente en D a f si para toda € > 0 existe una
N(e) tal que sin > N(e) y « € D, entonces ||fn(x) — f(z)|| < e. Esto es vilido
siy sélosi || fn — fl|p — 0, cuando (f,,) es una sucesién acotada.

13.5.1. Intercambio de limite y continuidad

Observamos que el limite de una sucesién de funciones continuas puede no
ser continuo. Consideramos, por ejemplo, las funciones f,(z) = 2™ para n € N,
y « € [0,1]. Esta sucesién converge en [0, 1] a la funcién f definida por

0 si 0<zxz<1
f(x)_{1 si x=1

Por lo que, a pesar de la indole tan sencilla de las funciones continuas f,,, la
funcién limite no es continua en el punto z = 1.

Atn cuando la extension de la discontinuidad de la funcién limite en el ejem-
plo recién dado no es muy grande, es evidente que se pueden construir ejemplos
mds complicados en los que se obtenga una discontinuidad més extensa. Seria
interesante investigar qué tan discontinuo puede ser el limite de una sucesién de
funciones continuas; sin embargo, esta investigacién se saldria mucho del cam-
po. M4ds ain, para la mayorfa de las aplicaciones es mas importante encontrar
condiciones adicionales que garanticen que la funcién limite es continua.

En seguida probaremos el hecho de que la convergencia uniforme de una
sucesién de funciones continuas es suficiente para garantizar la continuidad de
la funcién limite.

Teorema 262 Sea I' = (f,) una sucesion de funciones continuas con dominio
D C RP e imagen en RY tal que converge uniformemente en D a la funcion f.
Entonces [ es continua en D.
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Demostracion: Como (f,) converge uniformemente en D a f, dada e > 0
existe un nimero natural N = N(e/3) tal que ||fn(x) — f(x)]| < /3 para toda
x en D. Para probar que f es continua en un punto a en D, observamos que

1£@) = F@I = (@) = (@) + fv(@) = f(@) + fiv(a) = F(@)] <
1£(@) = @)l + 1 n (@) = (@] + [ fn(a) = fla)] <
=+ iv(@) ~ (@]l + 5.

IA

IA

Dado que fn es continua, existe un nimero 6 = 6(¢/3,a, fn) > 0 tal que si
lz—al <6 yaxe D, entonces || fn(z) — fn(a)|| < e/3. Por lo tanto, para tal
z se tiene || f(z) — f(a)| < &. Esto demuestra la continuidad de la funcion f en
un punto arbitrario a € D. [ ]

Observacion 142 Aun cuando la convergencia uniforme de la sucesion de fun-
ciones continuas es suficiente para la continuidad de la funcion limite, no es
necesaria. De modo que si (fy,) es una sucesion de funciones continuas que con-
verge a una funcion continua f, no podemos deducir que la convergencia sea
uniforme.

Teorema 263 Si (f,,) es una sucesidn de funciones de BCpqy(D) tal que

[fn = fllp =0

entonces f € BCpq(D).

13.5.2. Teoremas de aproximacién

En muchas aplicaciones es conveniente ”aproximar” funciones continuas por
medio de funciones de naturaleza elemental. A pesar de que existen varias defini-
ciones razonables que se pueden emplear para hacer mds precisa la palabra
7aproximar”, una de las mds naturales, asi como importante, es la que exige
que en todo punto del dominio dado la funcién de aproximacién no debe diferir
de la funcién dada en més del error prefijado. A este juicio algunas veces se le
conoce como ”aproximacién uniforme” y estd intimamente ligado a la conver-
gencia uniforme.

Definicién 129 Suponiendo que f es una funcion dada con dominio D = D(f),
contenido en RP y con imagen en R?, se dice que una funcidn g aproxima a
f uniformemente en D en e > 0, si

llg(z) — f(z)|| <e para toda x € D;
o de modo equivalente si

lg = fllp = sup{llg(z) — f(z)[| : = € D} <e.

Se dice que la funcion f se puede aproximar uniformemente en D por
funciones de una clase G si para cada nimero € > 0 hay una funcion g. en G tal
que |lge — fllp < €; 0, lo que es lo mismo, si existe una sucesion de funciones
en G que converge uniformemente en D a f.
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Definicion 130 A una funcién g con dominio RP e imagen en R? se le lla-

ma una funcion escalonada si toma tunicamente un nimero finito de valores

distintos en R?, tomdndose cada valor distinto de cero en un intervalo en RP.
Por ejemplo, si p=q =1, entonces la funcion g definida explicitamente por

0 st <=2
1 st —2<x<0

g(x) = 3 s 0<z<l1
-5 st 1<x<3
0 st >3

es una funcién escalonada.

En sequida se demuestra que una funcion continua cuyo dominio es una celda
compacta se puede aproximar uniformemente por medio de funciones escalon-
adas.

Teorema 264 Sea f una funcidn continua cuyo dominio D es una celda com-
pacta en RP y cuyos valores pertenecen a R?. Entonces [ se puede aproximar
uniformemente en D por medio de funciones escalonadas.

Demostracion: Sea € > 0 dado; como f es uniformemente continua, ex-
iste un nimero §(e) > 0 tal que si x,y cumplen ||z —y| < d(¢), entonces
If(z) — f(y)|| < e. Dividimos el dominio D de f en celdas disjuntas I, ..., I,
tales que si x,y pertenecen a Iy, entonces ||x — y|| < 0(¢). Sea xy, cualquier pun-
to perteneciente a la celda Iy, k = 1,...,n y definimos g.(x) = f(xy) para x € Ij
y ge(x) = 0 para x ¢ D. Estd claro entonces que ||ge(z) — f(z)| < € parax € D
de tal manera que g. aproxima a f uniformemente en D en no mds de €. [ |

Es natural suponer que una funcién continua se puede aproximar uniforme-
mente por funciones simples que también sean continuas (las funciones escalon-
adas no lo son). Para hacerlo més sencillo, el siguiente resultado se dara sélo
para el caso en que p = ¢ = 1 aunque es evidente que hay una generalizacién
para dimensiones mds altas.

Definicién 131 Se dice que una funcion g definida en un intervalo compacto
J = la,b] de R con wvalores en R es lineal por partes si hay un nimero
finito de puntos ¢ con a = cg < ¢ < ¢ < -+ < ¢, = b y nimeros reales
correspondientes Ay, By, k = 0,1, ...,n, tales que cuando x cumple cp_1 < © <
ck, la funcion g es de la forma

g(z) = Ayz + By, k=0,1,..,n.

Si g es continua en J, las constantes Ay, By deben satisfacer, desde luego,
ciertas relaciones.

Teorema 265 Sea f una funcion continua cuyo dominio es un intervalo com-
pacto J en R. Entonces f se puede aprozimar uniformemente en J por medio
de funciones continuas lineales por partes.

Demostracion: Como en el caso anterior, f es uniformemente continua en
el conjunto compacto J. Por lo tanto, dada € > 0, se divide J = [a,b] en
subintervalos agregando puntos intermedios cx, k = 0,1,...,n, con a = ¢y <
1 <cg <<y =b de tal manera que ¢, — cx—1 < §(). Unimos los puntos
(ck, f(cr)) mediante segmentos de linea y definimos la funcidn continua lineal
por partes g que resulta. Estd claro que g. aproxima a f uniformemente en J
en no mas de €. [ ]
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13.5.3. Aproximacién por polinomios

Demostraremos ahora un resultado mas profundo, 1til e interesante que se
refiere a la aproximaciéon por polinomios. Primero probaremos el teorema de
aproximaciéon de Weierstrass para p = ¢ = 1, usando los polinomios de Bern-
stein.

Definicién 132 Sea f una funcién con dominio I = [0,1] e imagen en R. El
enésimo polinomio de Bernstein para f se define como

Ba(e) = Baw ) = 32 £ (M) a1 — oyt

n n ) k:0 n k M

Estos polinomios de Bernstein no son tan complicados como parecen a primera
vista. El lector que tenga cierta experiencia en probabilidad podra ver que de-
tras de esto estd el binomio de distribucién. Aun sin este tipo de experiencia,
el lector debera observar que el valor By, (z; f) del polinomio en el punto z se
calcula a partir de los valores f(0), f(1/n), f(2/n),..., f(1), con ciertos pesos

no negativos ¢ (x) = (Z)xk(l — )" % que se podrén ver muy pequefios para

aquellos valores de k para los cuales k/n estd lejos de z. De hecho, la funcién ¢y,

es 1o negativa en Iy toma su valor mdximo en el punto k/n. Mds atin, como se

verd en seguida, la suma de todas las ¢, (x), k =0,1,...,n es 1 para cada x € I.
Recordamos que el teorema del binomio dice que

(st =3 R

k=0

donde (Z) denota al coeficiente binomial

(&) = mmr

Directamente se puede observar que

(o) -t =) @
<Z - ;> G —(Z)I_(Z)i B fbgfb - 3 (Z) (3)
Ahora, si s =2 y t = 1 — z, sustituyendo en (1) se obtiene
1=y (Z)x’“(l —anh ()
k=0

Escribiendo (4) reemplazando n por n — 1 y k por j, se tiene

1= nf (” ; 1>xj(1 — gy,

=0

Multiplicando esta tltima relacién por z y aplicar la igualdad (2), se obtiene

41/ n
= [ Jj+1 1— n—(j+1)
x jgo - (j N 1)33 (1—2x) .
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Ahora si k = j + 1, entonces

z= zn: % <Z>xk(1 — )"k,

k=1

Observamos también que el término correspondiente a k = 0 se puede incluir,
ya que es cero. Por lo tanto, se tiene

z= Z % (Z) -2k (5)

k=0

Un cdlculo andlogo basado en (4) con n reemplazada por n — 2 y la igualdad
(3) prueba que

(n? — n)a? = ki(i& — k) (Z) 2 (1 — z)" k.

0

Por lo tanto, se concluye que

(1- l)x2 + %m = Z(E)Q (Z) P (1—2)"F (6)

n n
k=0

Multiplicando (4) por 22, (5) por —2z, y sumdndolas a (6), se obtiene

L0 =3 Ly (H)ara-ar @

k=0

que es cdlculo que se necesitard més adelante.

Examinando la definicién del polinomio de Bernstein, la férmula (4) dice que
el enésimo polinomio de Bernstein para la funcién constante fo(z) = 1 coincide
con foy. La férmula (5) dice lo mismo para la funcién fi(z) = x. La férmula (6)
asegura que el enésimo polinomio de Berstein para la funcién fo(z) = 22 es

Bu(wifo) = (1- 1) 4 1w,
n n
que converge uniformemente en I a fo. A continuacién demostraremos que
si f es cualquier funcién continua de I a R entonces la sucesién de polinomios
de Bernstein tiene la propiedad de que converge uniformemente en I a f. Esto
nos dard una demostracién constructiva del teorema de aproximacién de Weier-
strass. En el desarrollo de esta demostracion serd necesaria la férmula (7).

Teorema 266 (Teorema de aproximacion de Bernstein) Sea f continua
en I con valores en R. Entonces la sucesion de polinomios de Bernstein para f

converge uniformemente en I a f.
Demostracion: Al multiplicar la formula (4) por f(x) se obtiene

f(z) = g%f(w) (1)t =y
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Por lo tanto, se obtiene la relacion

F(2) — Bale) = kz_j 1@ - s )] (7)ata -

de donde se deduce que

F(@) = Ba(@)| < 3 | f(2) -

k=0

D ()ta-ar

f estd acotada, digamos que por M, y también es uniformemente continua. Ob-
serve que si k es tal que k/n estd cerca de x entonces el término correspondiente
en la suma (8) es pequerio por la continuidad de f en x; por otro lado, si k/n
estd lejos de x el factor en relacion con f sdlo se puede decir que es menor
que 2M y cualquier pequenez debe surgir de los otros factores. Por lo tanto, el
camino a sequir es dividir (8) en dos partes: aquellos valores de k en donde
x — k/n es pequerio y aquellos en los que x — k/n es grande.

Sea ¢ > 0 y sea §(g) como en la definicion de continuidad uniforme de f.
Resulta conveniente elegir n de tal magnitud que

n > sup {(6()) "4, M?/e?}, (9)

y partir (8) en dos sumas. La suma tomada sobre aquellas k para las cuales
|z —k/n| <n~Y* < 6(e) da

IR EEEED S ENEEE

La suma tomada sobre aquellas k para las cuales |z — k/n| > n=1/*, es decir
(z — k/n)? > n~Y2, se puede calcular usando la formula (7). Para esta parte
de la suma en (8) se obtiene la cota superior

o (et = S EI (et eyt <
2M\/EZ(:¢ — k/n)? (Z) 2P (1 — )"k <

IN

IN

2Mf{ 1—w>}g%,

ya que (1 —z) < i en el intervalo I. Recordando la resolucion (9) para n, se
concluye que cada una de estas dos partes de (8) estd acotada por arriba por .
Por lo tanto, para alguna n elegida en (9) se tiene

|f(z) — Bp(2)| < 2¢,

independientemente del valor de x. FEsto prueba que la sucesion (By,) converge
uniformemente en I a f. [ |

Como corolario directo del teorema de Bernstein se tiene el siguiente resul-
tado importante.
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Teorema 267 (Teorema de aproximacion de Weierstrass) Sea [ una
funcidn continua en un intervalo compacto de R y con valores en R. Entonces
f se puede aprozimar uniformemente por polinomios.

Demostracion: Si f estd definida en [a,b], entonces la funcidn g definida en
I=10,1] por medio de

g(t) = f((b—a)t+a), tel,

es continua. Por lo tanto, g se puede aproximar uniformemente por polinomios
de Bernstein y un simple cambio de variable da una aproximacion polinomial
de f. [

Se han mostrado los detalles de la demostracién del teorema de Bernstein
porque proporciona un método constructivo para encontrar una sucesion de poli-
nomios que converja uniformemente en I a la funcién continua dada. Ademds,
para demostrar algunos resultados més generales de aproximacién mas adelante
serd necesario saber que la funcién valor absoluto se puede aproximar uniforme-
mente en un intervalo compacto por polinomios, y la demostracién directa de
este resultado no es tan sencilla.

13.6. Limites de funciones

En esta seccién nos ocuparemos del limite de una funcién en un punto y de
algunas ligeras variaciones del mismo tema. Por lo general, este tema se estudia
antes de continuidad; de hecho, la misma definicién de una funcién continua en
ocasiones se expresa en términos de este limite en vez de usar la definicién que
vimos. Una de las razones por las que se eligié estudiar por separado continuidad
de limite es que se habrédn de introducir dos definiciones ligeramente distintas
del limite de una funcién en un punto. Debido a que las dos definiciones se usan
bastante, se ofrecerdn ambas tratando de relacionarlas entre si.

A menos que se especifique lo contrario, f serd una funcién con dominio D,
contenido en R? y con valores en R? y se habrd de considerar al limite de f en
un punto de acumulacién ¢ de D. Por lo tanto, todo entorno de ¢ contiene una
infinidad de puntos de D.

Definicion 133 Se dice que un elemento b € R? es el limite de f en c si para
todo entorno V de b hay un entorno U de c tal que si x pertenece a U N D y
x # ¢, entonces f(x) pertenece a V. En este caso se escribe

b=1m f ] b= lim f(x).

xr—C

La unicidad del limite, cuando existe, se plantea con facilidad. Sera suficiente
la siguiente afirmacién.

Lema 12 Silim, f eziste, entonces estd determinado de manera dnica.

Se establecerdan ahora algunas condiciones necesarias y suficientes para la
existencia del limite. Se deberd observar que en la parte (c) el limite se refiere
al lfmite de una sucesion.

Teorema 268 Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
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a. El limite b = lim, [ existe.

b. Sie > 0, existe 6 > 0 tal que si x € D y 0 < |lz—c|| < d, entonces
[f(z) =0l <e.

c. Si (zy,) es cualquier sucesion en D tal que x, # ¢ y ¢ = lim(x,), entonces

b=1im(f(x,)).

Demostracion: Veamos en primer lugar: i <= ii

=) Supongamos que b = lim,. f existe. Entonces, para todo € > 0, con-
sideramos el entorno V. = D(b;e) de b. Por hipdtesis, existe un entorno U de
¢ tal que para toda x € U N D,z # ¢, el valor f(x) pertenece a V. Puesto que
U es un entorno, existe 6 > 0 tal que D(x;0) C U. Sin embargo, x # ¢ estd en
D(x,0) siy sdlo si 0 < ||z —c|| <. Asimismo, f(x) pertenece a V si y sdlo si
Ilf(z) = f(c)|| <e. Por tanto, si x € D satisface 0 < ||z —c|| < §, entonces f(z)
satisface || f(z) — f(o)]] <e.

<)  Supongamos que se cumple la condicion enunciada en ii. Dado € > 0
cualquiera, consideramos los entornos U = D(c;0) y V = D(b;e). Entonces la
condicion ii indica que si x estd en DNU,x # ¢, entonces f(x) pertenece a V.
Por lo tanto, el limite b = lim, f eziste.

Veamos ahora: 1 <= iii

=) Supongamos que b es el limite de f en c. Sea (), Ty # ¢, una sucesion
en D con lim(z,) = c. Se debe probar que la sucesion (f(x,)) converge a b. Sea
e > 0 dada. Entonces, por ii (podemos usarlo porque ya hemos demostrado
que i <= ii), existe 6 > 0 tal que si z satisface 0 < ||z — ¢ < &, donde
x € D, entonces f(x) satisface ||f(x) —b|| < €. Se aplica ahora la definicion
de sucesion convergente de la 6 dada para obtener un nimero natural K(9) tal
que si n > K(§) entonces 0 < ||z, — ¢|| < §. Pero para cada una de estas x,, se
tiene || f(xn) — b|| < e. Por tanto, si n > K(9), entonces ||f(zy,) — b|| < e. Por
lo tanto, la sucesion (f(x,)) converge a b.

<) [La demostracion es un razonamiento contrarreciproco.] Si la igualdad
de i no se cumple, entonces existe un entorno V' de b tal que, independientemente
del entorno U de ¢ que se elija, habrd al menos un nimero xqg en DNU, zy # c,
tal que f(zo) ¢ V. Por tanto, para todan € N, el entorno D(c; =) de c contiene
un nimero x, # c tal que

1
O<|lzn—¢| <= y z,€D,
n

pero tal que
| f(zn) =0l >0 para toda neN

Se concluye que la sucesion (x,) en D converge a ¢, pero la sucesion (f(xy))
no converge a f(c). Por lo tanto, se ha demostrado que si i no es verdadera,
entonces iii tampoco lo es. Se concluye que iii implica i. [ ]

Teorema 269 Sic es un punto de acumulacion que pertenece al dominio D de
f, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a. La funcion f es continua en c.

b. El limite lim, f existe y es igual a f(c).
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Demostracion: Si (a) es vdlido y V es un entorno de f(c), entonces existe un
entorno U de ¢ tal que si x pertenece a U N D, entonces f(x) pertenece a V.
Como f(x) pertenece a V para toda x # ¢ para la cual x € U N D, entonces
lim f existe y es igual a f(c). A la inversa, es facil ver que la afirmacion (b)
implica (a). ]

Si f y g son dos funciones que tienen limite en un punto de acumulacién c
de D(f + g) = D(f) N D(g), entonces la suma f + g tiene limite en ¢ y

lm(f + g) =lim f + lim g.

Resultados andlogos son validos para otras combinaciones algebraicas de
funciones, como se puede ver facilmente. El siguiente resultado, referente a la
composicién de dos funciones, es ligeramente més profundo.

Teorema 270 Supongamos que f tiene dominio D(f) en RP e imagen en R?
y que g tiene dominio D(g) en R? e imagen en R". Sea go f la composicion de
gy [ yseac un punto de acumulacion de D(g o f). Entonces se cumple:

Si ambos limites b = lim. f y a = limy g existen y si g es continua en b o
bien f(x) # b para x en un entorno de ¢, entonces el limite de g o f existe en ¢
ya=Ilim.go f.

Demostracion: Sea W un entorno de a en R"; dado que a = limy, g, hay un
entorno V de b tal que siy € VN D(g) ey # b, entonces g(y) € W. Como
b = lim, f, hay un entorno U de ¢ tal que si x € UND(f) y = # ¢, entonces
f(z) € V. Por lo tanto, si x pertenece al conjunto, posiblemente mds pequernio,
UND(gof), yx#c, entonces f(x) € VN D(g). Si f(x) #b en algin entorno
Uy de ¢, se deduce que para x # ¢ en (U NU)N D(go f), (go f)(z) € W,
de tal manera que a es el limite de go f en c. Si g es continua en b, entonces
(g0 f)(z) €W para UND(go f) y #c. .

El teorema anterior puede no ser vélido si se omite la condicién de que g sea
continua en b o que f(x) # b en un entorno de c. Para concretar esta observacion,
sea f la siguiente funcién de R a R:

0 si z#0

f(x)_{ 1 si =0

y sean g = f y ¢ = 0. Entonces, g o f estd dada por
1 si x#0

won@={ o 3 57

si =0

Ma4s atn, se tiene lim, .o f(z) = 0, y lim,_,9 g(y) = 0, mientras que estd
claro que lim, (g o f)(z) = 1.

13.6.1. Limites superiores en un punto

En lo que queda de esta seccién se habra de considerar el caso en que ¢ = 1.
Asi pues, f es una funcién con dominio D en RP y valores en R y el punto
¢ € RP es un punto de acumulacién de D. Definiremos el limite por arriba o el
limite superior de f en c. También se puede definir el limite inferior de manera
andloga. Una cosa que se debe observar aqui es que, aun cuando la existencia
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del limite en R es un asunto relativamente delicado, los limites superiores que
se habrin de definir tienen la propiedad de que si f estd acotada, entonces su
existencia estd garantizada.

Definicién 134 Supongamos que f esta acotada en un entorno del punto c. Si
r >0, definimos p(r) de la forma

o(r)=sup{f(z):0< ||z —¢| <7,z € D}
y establecemos

lim sup f =inf {¢(r) : r > 0},

Tr—C

limsup fr . se llama limite superior de f en c.

Debido a que esta cantidad estd definida como el infimo de la imagen bajo f
de entornos siempre decrecientes de ¢, probablemente no sea claro que merezca
la terminologia de ”limite superior”. En el siguiente lema se da una justificacién
de esta terminologfa.

Lema 13 Si ¢ se define como antes, entonces
limsup foe = HH(l] (r),
r—
Demostracion: Observemos que si 0 <1 < s, entonces

limsup f < o(r) < o(s).

r—cC

Mas aiin, por la definicion de limite superior, si € > 0 existe una re > 0 tal que

o(re) < limsup f +e.

r—cC

Por lo tanto, si r satisface 0 < r < r¢, se tiene |p(r) —limsup,_,. f| < &, que
demuestra

limsup fr—c = 11'1% o(r).

Lema 14 S¢ M > limsup,_,,. f, entonces existe un entorno U de c tal que
fx)<M para xe€DNU, xz#c.

Demostracion: Por la definicion de limite superior, se tiene inf {¢(r) : r > 0} <
M. Por tanto, existe un nimero real 1 > 0 tal que p(r1) < M y se puede tomar

U={zeRP:|lz—¢| <ri}.
u

Lema 15 Sean f y g funciones acotadas en un entorno de ¢ y supongamos que
¢ es un punto de acumulacion de D(f + g). Entonces

lim sup(f + g) < limsup f 4 lim sup ¢

Tr—cC Tr—cC Tr—c
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Demostracion: Por la relacion

sup{f(z) +g(z):xz € A} <sup{f(z):x € A} +sup{g(z):x € A},

estd claro que usando la notacion de la definicion de limite superior se tiene

SOerg(lr) < pr(r) + <)Og(r)'

Haciendo r — 0 se obtiene

lim sup(f + g) < limsup f + lim sup g.

r—cC Tr—c r—cC

13.7. Otros resultados

En esta seccién plantearemos algunos teoremas que no se aplicardn poste-
riormente pero que a menudo son ttiles en topologia y andlisis. Los primeros
resultados son extensiones (de largo alcance) del teorema de aproximacién de
Weierstrass, después hay un teorema que ofrece condiciones en que una fun-
ciénn continua tiene una extensién continua y el dltimo resultado es andlogo
al de Bolzano-Weierstrass en el espacio Cpq(K) de funciones continuas en un
conjunto compacto K.

13.7.1. El teorema de Stone-Weierstrass

Para facilitar el andlisis se introduce la siguiente terminologfa.

Definicién 135 Si f y g son funciones con dominio D en RP y con valores en
R entonces las funciones h y k, definidas para x en D por medio de

Wa) =sup {f(z),9(z)},  k(z)=inf{f(z),9(z)},

reciben el nombre de supremo e infimo, respectivamente, de las funciones f y
g.

Observacion 143 Si f y g son continuas en D, entonces h y k también son
continuas. Esto se deduce de la seccion Propiedades locales de las funciones
continuas y la observacion de que st a,b son nimeros reales entonces

1
sup{a,b} = §{a+b+|a’_b|}v
inf{a,b) = %{a+b—|a—b|}.

A continuacién se demuestra un modelo de la generalizacién de Stone al
teorema de aproximacién de Weierstrass.

Teorema 271 (Teorema de aproxrimacion de Stone) Sea K un subcon-
junto compacto de RP y sea L una coleccion de funciones continuas de K a R
con las siguientes propiedades:

a. Si f y g pertenecen a L, entonces sup{f,g} e inf{f, g} pertenecen a L.
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b. Sibe R yx #y € K, con x, entonces existe una funcion f en L tal que

f(@)=a, fly) =0

Entonces cualquier funcion continua de K a R se puede aproximar uniforme-
mente en K por funciones de L.
Demostracion: Sea ' una funcion continua de K a R. Si x,y pertenecen a
K, sea gy € L tal que gpy(z) = F(x) y gay(y) = F(y). Dado que las funciones
F, guy son continuas y tienen el mismo valor en y, dada € > 0, hay un entorno
abierto U(y) de y tal que si z pertenece a K NU(y), entonces

Guy(2) > F(z) —e.

Fijando x, para caday € K elegimos un entorno abierto U(y) con esta propiedad.
Por la compacidad de K, se deduce que K estd contenido en la union de un
nudmero finito de entornos: U(y1),...,U(yn). Si hy = sup{gwyss -, Guy, }» €N~
tonces se deduce que

hy(z) > F(z) —e para z € K.

Dado que gy, (x) = F(x), se puede ver que hy(x) = F(x) y, por lo tanto, hay
un entorno abierto V(z) de x tal que si z pertenece a K NV (x), entonces

he(z) < F(2) +¢

Usando una vez mas la compacidad de K se obtiene un nimero finito de entornos
en cuya union estd contenido K : V(x1), ..., V(Zw). Sea h = inf {hy,, ..., "y, }.
Entonces h pertenece a L y se deduce que

h(z) > F(z) —e para z € K.

Y que
h(z) < F(z)+¢ para z€ K.

Combinando estos resultados se tiene
|h(z) — F(z)| <e para z€ K,
lo que da la aproximacion deseada. [ |

El lector puede observar que en este tdltimo resultado no se ha utilizado el
teorema de aproximaciéon de Weierstrass. En el siguiente resultado se sustituye
la condicién (a) por tres condiciones algebraicas en el conjunto de funciones.
En esta ocasién se utiliza el teorema de Weierstrass para el caso especial de la
funcién valor absoluto ¢ definida para ¢t € R como ¢(t) = |t|, para concluir que
i se puede aproximar por polinomios en todo conjunto compacto de nimeros
reales.

Teorema 272 (Teorema de Stone-Weierstrass) Sea K un subconjunto
compacto de RP y sea A una coleccion de funciones continuas de K a R con las
siguientes propiedades:

a. La funcion constante e(x) — 1, x € K, pertenece a A.

b. Si f, g pertenecen a A, entonces af + Sg pertenecen a A para toda o, 3 € R.
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c. Si f,g pertenecen a A, entonces fg pertenece a A.
d. Siz # y son dos puntos de K, existe una funcion f en A tal que f(x) # f(y).

Entonces, cualquier funcion continua de K a R se puede aproxrimar uni-
formemente en K por funciones en A.
Demostracion: Sean a,b € R y x # y tales que pertenezcan a K. De acuerdo
con (d), hay una funcion f en A tal que f(x) # f(y). Dado que e(x) =1 = e(y),
se deduce que hay nidmeros reales o, B tales que

af(z) + pe(z) =a,  af(y)+ Pe(y) =b.

Por lo tanto, por (b) existe una funcion g € a tal que g(x) =a y g(y) = b.
Ahora, sea L el conjunto de todas las funciones continuas en K que se pueden
aproximar uniformemente por funciones en A. Es obvio que A C L, de tal
manera que L tiene la propiedad (b) del teorema de aproximacion de Stone.
Demostraremos ahora que si h € L, entonces |h| € L. Dado que

sup {f,9) = 5(F +9+17 — ).

inf {£,9} = 3/ +9- |f — 9.

esto implicard que L tiene la propiedad (a) del teorema de aproximacidén de
Stone y por lo tanto que toda funcion continua de K a R pertenece a L.

Como h es continua y K es compacto, se deduce que existe una M > 0 tal
que ||h|| < M. Dado que h € L, hay una sucesion (hy,) de funciones en A que
convergen uniformemente a h en K y se puede suponer que ||hy|l, < M +1
para toda n € N. Si e > 0 estd dada, se aplica el teorema de aprorimacion de
Weierstrass a la funcion valor absoluto en el intervalo [—(M + 1), M + 1] para
obtener un polinomio p. tal que

1
[[t] = pe(t)] < 3¢ para [t < M+ 1.

Se deduce por tanto que

[|hn(2)] — pe(hn(x))| < z¢ para z € K.

N | =

Pero p. o f,, pertenece a A debido a las hipdtesis (a), (b) y (¢). Como
[A(z)| = |[(hn(@)]] < |h = hallg, -
se deduce que si n es suficientemente grande entonces se tiene
[|h(x)] —p: o h(x)| < e para z € K.

Dado que ¢ > 0 es arbitrario, se deduce que |h| € L y ahora el resultado se
deduce del teorema de aproximacion de Stone. [ |

Como caso especial del teorema de Stone-Weierstrass obtendremos una for-
ma mas fuerte del teorema de aproximacién de Weierstrass. Este resultado es
més fuerte que el anterior por dos razones: (i) permite que el dominio sea un
subconjunto compacto arbitrario de RP y no tinicamente una intervalo compacto
en R y (ii) permite que la imagen esté en cualquier espacio R?, y no sélo en R.
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Definicién 136 Una funcién f con dominio D C RP e imagen en R? se puede
considerar como q funciones de D a R con la representacion de coordenadas:

f(x) = (fr(z),..., fy(z)) para x € D.

Si cada funcion coordenada f; es un polinomio en las p coordenadas (x1, ..., Tp),
entonces se dice que [ es una funcion polinomaial.

Teorema 273 (Teorema de aproxrimacion polinomial) Sea f una funcion
continua cuyo dominio K es un subconjunto compacto de RP y cuya imagen
pertenece a R y sea € > 0. Entonces existe una funcion polinomial p de RP a
RY tal que ||f(z) —p(z)| < & para z € K.

Demostracion: Representar a f por medio de sus q funciones coordenadas:

f(@) = (fi(z), ..., fq(2)) para x € D.

Dado que f es continua en K, cada una de las funciones coordenadas f; es
continua de K a R. Es evidente que las funciones polinomiales definidas de RP
a R satisfacen las propiedades del teorema de Stone- Weierstrass. Por lo tanto,
la funcion coordenada f; se puede aprovimar uniformemente en K en e/./q por
una funcidn polinomial p;. Si definimos p por

p(x) = (pr(2), .-, pg(2)),

obtenemos una funcion polinomial de RP a R? que da la aprorimacion deseada
en K a la funcién dada f. [ |

13.7.2. Extension de funciones continuas

Algunas veces es deseable extender el dominio de una funcién continua a un
conjunto mas grande sin cambiar los valores del dominio original. Esto siempre
se puede hacer de una manera trivial estableciendo que la funcién sea 0 fuera del
dominio original, pero, en general, este método de extensiéon no da una funcién
continua. Después de reflexionar un poco, el lector podra ver que no siempre es
posible obtener una extensién continua. Por ejemplo, si D = {z € R: © #0} y
si f esta definida para x € D como f(z) = 1/x, entonces no es posible extender
a f de tal manera que se obtenga una funcién continua en todo R. Sin embargo,
es importante saber que una extensién siempre es posible cuando el dominio es
un conjunto cerrado. Ademds, no es necesario incrementar la cota de la funcién
(si es que es acotada).

Observacién 144 Si A y B son dos subconjuntos cerrados disjuntos de RP,
entonces existe una funcion continua @ definida en RP con valores de R tal que

o) = 0 sizeA
pr) = 1 sizeB
0<¢(z) < 1 paratodox e RP.

De hecho, si d(z,A) = inf{||lx —y|| : y € A} yd(x,B)=inf{||lz —y|:y € B},
entonces se puede definir ¢ para x € RP por medio de la ecuacion
_ d(z, A)
P = G A) + d@. B)
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Teorema 274 (Teorema de extension de Tietze) Sea f una funcién con-
tinua acotada definida en un subconjunto cerrado D de RP y con valores en R.
Entonces existe una funcion continua g de R? a R tal que g(x) = f(z) para
x € D y tal que sup{||g(z)|| : © € RP} = sup {||f(z)|| : = € D}.
Demostracion: Sea M = sup{|f(z)| : © € D} y definimos

M

e freerere )

M
Blz{xeD:f(x)Z?}.
Por la continuidad de f y el hecho de que D sea cerrado, del teorema de con-
tinuidad global se deduce que A1 y By son subconjuntos cerrados de RP. De

acuerdo con la observacion que precede al planteamiento del teorema, hay una
funcion continua ¢, de RP a R tal que

1
pi(x) = ng size Ay
1
pi(x) = §M siz € By
1 1 )
ngggpl(:r)ggM para todo x € RP.
Fijamos fo = f — ¢, y observamos que fa es continua en D y que

sup{|fo(z)| :z € D} < %M

Definimos
Ay = 6D'f()<—l 2M
2 = x D)ol ) S 3°3
1 2
By, = {xED:fg(x)>§-§M}

y se obtiene una funcidn continua py de RP a R tal que

1 2
4102(-'17) = —§§M S’iZCEAQ
1 2
1 2 1 2
_§.§M§§02($)§§-§M, para todo x € RP.

A continuacion, fijamos fs = fo — py y observamos que f3 = f —p; — @, es
continua en D y que sup {|f3(z)| : x € D} < (3)2M.

Siguiendo de esta manera se obtiene una sucesion (p,,) de funciones definidas
de R? o R tales que, para cada n,

[f(2) = [p1(2) + (@) + -+ ()] < (;)”M,
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para toda x en D y tal que

1.2 n—1
lo, (z)] < (g)(g) M para toda x € RP.
Definimos g, de RP a R de la forma g, = ¢ +pa+- -+, porlo que tenemos
que g, es continua. De la desigualdad anterior para |, ()| se deduce que si

m>n yx €RP, entonces

19m () = g (@) = |pppa(@) +- + @ (2)] <
n 2
< GG M[143+3) 4| <
< &'m,

lo cual prueba que la sucesion (g,) converge uniformemente en RP a una funcion
que denotaremos por g. Dado que cada g, es continua en RP, g también es
continua en todo punto de RP. Ademds, se cumple

|f(z) = gn(z)] < (%)”M para x € D.

Por lo tanto, se concluye que f(x) = g(x) para x en D. Ademds, para cualquier
z € RP se tiene

@ < i fi+ 24 A <u

n x S — — DR — S s

g 3 3 3

que prueba la dltima afirmacion del teorema [ ]

Corolario 38 Sea f una funcidn continua acotada definida en un subconjunto
cerrado D de RP y con valores en RY. Entonces existe una funcion continua g
de R? a R? con g(x) = f(x) para x en D y tal que

sup {[lg(@)| : = € R’} < \/gsup {[|f()] : = € D}.

Demostracion: Este resultado se acaba de probar para ¢ = 1. Para el caso
general, observamos que f define q funciones coordenadas continuas de valor

real en D, digamos
f(@) = (f1(®), f2(2), .., fo(2))-

Dado que cada una de las f;,1 < j < q tiene una extension continua g; de
R? a R, se define g de R? a R? por medio de g(x) = (g1(x), g2(x), ..., g¢(x)). Se
puede ver que la funcion g tiene las propiedades requeridas. [ ]

13.7.3. Equicontinuidad

A continuacién presentamos un teorema enteramente andlogo al teorema
de Bolzano-Weierstrass pero para conjuntos de funciones continuas y no para
conjuntos de puntos. Para que sea mds sencillo y breve, ofreceremos sélo una
forma secuencial del teorema.

En lo sucesivo, K serd un subconjunto compacto fijo de R?, y se estard
tratando con funciones continuas en K con imagen en RY. Por el teorema de
conservacion de compacidad, cada una de estas funciones es acotada y por lo
tanto Cpq(K) = BCpq(K).
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Definicién 137 Se dice que un conjunto F C Cpe(K) es acotado (o uni-
formemente acotado) en K si existe una constante M tal que || f|l < M,
para toda f € F.

Observacion 145 FEstd claro que cualquier conjunto finito F de dichas fun-
ciones es acotado, ya que si F = {f1, fa, ..., fn}, entonces se puede fijar

M = sup{[[fillg s [f2ll > s [[Fnll i} -

En general, un conjunto infinito de funciones continuas de K a R? no es
acotado. Sin embargo, una sucesién uniformemente convergente de funciones
continuas es acotada.

Si f es una funcién continua en un conjunto compacto K C RP, entonces el
teorema de continuidad uniforme implica que es uniformemente continua. Por
lo tanto, si € > 0, existe d(g) > 0, tal que si x,y pertenecen a K y ||z — y|| <
d(g), entonces || f(z) — f(y)|| < e. Desde luego, el valor de ¢ puede depender de
la funcién f, asi como de €, por lo que a menudo se escribe d(g, f). (Cuando
se estd tratando con mas de una funcidén, es conveniente indicar explicitamente
esta dependencia). Observemos que si F' = {fi, ..., f,} es un conjunto finito en
Cpq(K), entonces, fijando

0(e, F) =1inf {d(e, f1), ..., (e, fn)},
se obtiene una d que ”sirve” para todas las funciones de este conjunto finito.

Definicién 138 Se dice que un conjunto de funciones de K a R? es uniforme-
mente equicontinuo en K si para cada nimero real e > 0 hay un nidmero §(g) > 0
tal que si x,y pertenecen a K y ||z — yl| < 0(¢) y f es una funcion de F, entonces

1f(z) = fy)ll <e.

Ya hemos visto que un conjunto finito de funciones continuas en K es
equicontinuo. También es cierto que una sucesién de funciones continuas que
converge uniformemente en K también es equicontinua.

Para que una sucesién en Cp,(K) sea uniformemente convergente en K es
necesario que la sucesién sea acotada y uniformemente equicontinua en K. Se
habrd de probar ahora que estas dos propiedades son necesarias y suficientes
para que un conjunto F en Cp,(K) tengo la propiedad de que toda sucesién de
funciones de F tiene una subsucesién que converge uniformemente en K. Esto se
puede considerar como una generalizaciéon del teorema de Bolzano-Weierstrass
para conjuntos de funciones continuas y desempena un papel importante en la
teorfa de ecuaciones diferenciales e integrales.

Teorema 275 (Teorema de Arzela-Ascoli) Sea K un subconjunto compacto
de R?P y sea F una coleccion de funciones continuas en K y con valores en RY.
Las siguientes propiedades son equivalentes:

a. La familia F es acotada y uniformemente equicontinua en K.

b. Toda sucesion de F tiene una subsucesion que es uniformemente convergente
en K.

Demostracion:
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b = a)  Primero probaremos que si la condicion (a) es falsa, entonces también
lo es la condicion (b) (razonamiento contrareciproco). Si F no es acotada,
entonces existe una sucesion (f,) en F tal que ||fyu|lx > n para n €
N. Pero entonces ninguna subsucesion de (f) puede ser uniformemente
convergente. Ademds, si el conjunto F' no es uniformemente equicontinuo,
entonces para alguna g9 > 0 existe una sucesion (f,) en F y sucesiones
(@n) y (yn) en K con ||xn —yn|| < 1/n pero tales que || fr(zn) — fulyn)ll >
€g. Pero entonces ninguna subsucesion de (f,) puede ser uniformemente
convergente en K.

a = b)  Demostraremos ahora que si el conjunto F satisface (a) entonces
dada cualquier sucesion (f,) en F hay una subsucesion que converge uni-
formemente en K. Existe un conjunto numerable C en K tal que siy € K
y e > 0, entonces existe un elemento x en C tal que ||z —y| < e. Si
C = {z1,2,...}, entonces la sucesion (fn(x1)) es acotada en R?, y del
teorema de Bolzano-Weierstrass se deduce que hay una subsucesion

(fll(xl)’ f21($1), ) fi(ml)’ )

de (fn(z1)) que es convergente. Observamos ahora que la sucesion (f}(x2))ken
es acotada en RY; por tanto, tiene una subsucesion

(le('T2)’ f22($2), ) f3($2), )

que es convergente. Nuevamente, la sucesion (f2(x3))nen es acotada en

RY, por lo que alguna subsucesion

(fP(x3), £3(x3), oy Fi(w3), )

es convergente. Se prosigue de la misma manera y después se fija gn = fr
de tal manera que g, sea la enésima funcion en la enésima subsucesion.

Por la construccion, es claro que la sucesion (g,) converge en cada punto
de C.

Probaremos ahora que la sucesion (g,) converge en cada punto de K y que
la convergencia es uniforme. Para hacer esto, sea € > 0 y sea 6(¢) como
en la definicion de equicontinuidad. Sea Cy = {y1,...,yx} un subconjunto
finito de C' tal que todo punto en K dista menos de §(g) de algun punto
en Cy. Dado que las sucesiones

(9n(91)); (9n(y2)): s (9n(yr))
convergen, existe un numero natural M tal que si m,n > M, entonces
lgm(y:) — gn(wi)ll <& para i=1,2,..k.

Dada x € K, existe una y; € Cy tal que ||z — y;|| < 6(¢) de donde, por la
equicontinuidad uniforme, se tiene ||gn(z) — gn(yi)|| < € para toda n € N;
especificamente, esta desigualdad es vdlida para n > M. Por lo tanto, se
tiene

[gn(z) = gm (@)l < [gn(z) = gn(yi) |l + [lgn(yi) — gm (yi) |l +
lgm(yi) — gm(@)| < e+e+e=3e,
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siempre que m,n > M. Esto prueba que
llgn — gmHK <3¢ para m,n> M,

por lo que la convergencia uniforme de la sucesion (g,) en K se sigue del
criterio de Cauchy para convergencia uniforme.

]
En la demostracién de este resultado se ha construido una sucesién de sub-
sucesiones de funciones y después se ha seleccionado la sucesioén ”diagonal” (gs,),

en donde g, = f}. A dicha construccién se la acostumbra a llamar ”proceso di-
agonal” o "método diagonal de Cantor” y con frecuencia es 1til.
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Capitulo 14

Funciones diferenciables

14.1. Introduccion

En este capitulo se estudia la teoria de funciones diferenciables en R™ en
donde n > 1. La teoria es parecida a la que se vio en la asignatura de Célculo
I, pero surgen algunas complicaciones y aspectos nuevos. Varias de estas com-
plicaciones se deben sélo a la invevitable complejidad de la notacion, pero otras
surgen porque es posible llegar a un punto ¢ € R™ desde "muchas direcciones”,
de tal manera que pueden ocurrir fenémenos nuevos.

En la asignatura de Calculo I, definimos la derivada de una funcién f : R — R
como el nimero L € R tal que

L L@ =1
r—c xr—cC

cuando este limite existe. De manera equivalente se pudo haber definido esta
derivada como el nimero L tal que

o @ 1@ L (@)

T—cC |£C — C‘

=0

Se puede considerar que dicha relacién de limite hace preciso el sentido en el
que se aproximan los valores f (), para x suficientemente cerca de ¢, por medio
de la aplicacién

= f(e)+ L(z—c)
cuya grafica da la recta tangente a la grafica de f en el punto (¢, f (¢)).

Es este acceso a la derivada el que se usara para funciones de R™ a R™. De
manera que la derivada de una funcién f definida en un entorno de un punto
c € R™ con valores en R™ serd una aplicacién lineal L : R — R™ tal que

L @ —F©-LE=ol _

=0
e [l —cf

Se estd aproximando f (z), para x suficientemente cerca de ¢, por medio de
la aplicacién
x— f(e)+ L(x—c)
de R™ hacia R™. [Observamos que si n = 1, entonces la notacién L (z — ¢)
representa el producto de los nimeros reales L y « — ¢; sin embargo, si n > 1,
entonces L (z — ¢) denota el valor de la aplicacién lineal L en el vector x — .

433
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14.2. Funciones diferenciables

Definicion 139 Sea A un abierto de R™, f una aplicacion de A en R™, y ¢ un
punto interior de A. Dado un vector u cualquiera de R", se define la derivada
de [ seguin el vector u en el punto ¢, que designaremos por D, f(c), como el
vector de R™ dado por

Si f es de valor real (m = 1) y u es el i-ésimo vector de la base candnica de R™,

e; = (0,0,...,1,...,0), entonces la derivada de [ segin e; se llama derivada
parcial de f respecto e; en c, y se denota por medio de
9f(c)
D; )
O

Si u es un vector unitario en R™, entonces la derivada parcial D, f (¢) se llama
la derivada direccional de f en c en la direccion de u.

Ejemplo 334 La funcién f: R> — R definida por

L~ si zy#£0 6 z#0

— z24x2y?
f@y,2) { 0 st zy=0 y z2=0

posee deriwada segin cualquier vector v = (a,b,c) en el punto (0,0,0).
Solucion: Si c # 0, entonces

.. flta,tb,tc) — £(0,0,0) t3abe ab
Dy £(0,0,0) = lim, : =M EE ser ¢
y sic =0, es claro que D, f(0,0,0) = 0. [

Definicién 140 Si f : A C R™ — R posee derivadas parciales en todos los
puntos de A, se define el gradiente de f en x como

Vf(z) = (D1f(z), D2f(x), ..., Duf(x))

Definicién 141 Si dada una funcion g : A C R™ — R existe una funcion
frACR" — R tal que Vf =g, f se llama funcion potencial de g.

Definicién 142 Dada una funcion f : A C R*™ — R™, se define la matriz
jacobiana de f en a como la matriz m x n de las derivadas parciales:

Difi(a) Dafi(a) -+ Dnfi(a)

) Dy fa(a)  Dafa(a) -+ Dnfa(a)
fila) = : : :

lem(a) DQfm(a) anm(a)

Cuando m = n, el determinante de la matriz jacobiana se llama el jacobiano
de f en ¢, y frecuentemente se denota por Js(c).

Observacion 146 Las filas de f'(a) son los gradientes de cada f; en a.
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Ejemplo 335

a. El gradiente de la funcion f(x,y,z) = ze® +ye® + ze¥ en un punto genérico
(z,9,2) es

(e® + ye®,e” + ze¥, e¥ 4 xe?)
b. La funcién potencial de g(z,y) = (3z2y?,22%y) es
fla,y) = 2y

c. La matriz jacobiana de f(x,y,2) = (zyz, —3x2%) en un punto genérico (x,vy, z)

es
y _ yz  xz  xy
f (zaywz) - < —32’2 0 — 622 >

El principal inconveniente de la derivada parcial de una funcién f en un
punto ¢ con respecto a un vector u es que sélo da una visién del comportamien-
to de f cerca de ¢ en el conjunto unidimensional {c+ tu : ¢ € R}. Para poder
obtener una informacién més completa acerca de f en un entorno de ¢ € R™, se
introduce el concepto de la diferencial de f en ¢, que es una aplicacién lineal de
R™ a R™.

Definicion 143 Una funcion f de un abierto A C R™ en R™ se dice que es
diferenciable en c € A si existe una aplicacion lineal L : R™ — R™ tal que

o Mt = @~ L@)l _

l[ul|—0 [l

0

L recibe el nombre de diferencial de f en c, y se designa por df..
Si f es diferenciable en cada uno de los puntos del abierto A, se dice que f
es diferenciable en A.

Teorema 276 Si existe, la diferencial de f en c es iunica.
Demostracion: Supongamos que Ly, Ly son diferenciales de f en c. Para abre-
viar la notacion, definimos d(u) = f(c+ u) — f(c).Entonces, se tiene

[L1(uw) = Lo(u)ll  _ [[Ea(w) — d(u) + d(u) — La(u)|
[[ul [l

ld(w) = La ()] [ld(w) — La(w)]]
il [l

Tomando limites cuando ||ul| — 0, y teniendo en cuenta que, por definicion de
diferencial, se cumple

) - L@l
llull =0 [l
O L 2
llull =0 [l
entonces deducimos que
1L1(w) = Lol _

1m
l[ull =0 (]
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Por lo tanto, para cada x € R™, x # 0, si hacemos u = tx, obtenemos:

[L2(w) = Lo(u)l| _ . [[La(t2) = Lo(tz)]| _

0 = { = lim
l[ull =0 (] t—0 [[tz|]
_ [£]] - 1L (2) = Lo(z)|| _ [[La(z) — La(2)|]
l[¢ll =0 [IE]] - [|]] |zl

Ast pues, ||Li(z) — La(z)|| = 0 para todo x € R™, de donde se deduce que
Ly = Ls. ]

Ejemplo 336 Toda funcion constante es diferenciable y su diferencial en cualquier
punto es la aplicacion lineal cero.

Solucion: Sea A C R"™, yg € R™, y supongamos que f : A — R™ es la
funcion constante definida por

f (@) =yo

para x € A. Sic es un punto interior de A y x € A, entonces f (x)— f (c) = 0.
Se deduce que f es diferenciable en c y que

dfczo

es decir, df. es la funcion lineal que aplica todo elemento de R™ al elemento cero
de R™. Por lo tanto, la derivada en cualquier punto de una funcion constante
es la funcion lineal cero. [ |

Ejemplo 337 Toda aplicacion lineal es diferenciable y su diferencial en cualquier
punto es ella misma.

Solucion: Sea A = R"™ y sea f: A — R™ wuna funcion lineal. Sic € A y
x € A, entonces

fletu)=f(e) = flu) =0

De aqut que se deduce que f es diferenciable en ¢ y que df (¢) = f. Por lo tanto, la
diferencial en cualquier punto de una funcion lineal es la funcion lineal misma.
u

Teorema 277 Si f: A — R™ es diferenciable en ¢ € A, entonces es continua
en c.
Demostracion: Sea L = df.. Definimos

f(@) = fle) = Lz =)

[l =l

R(x—c) =

De aqui se deduce la férmula
f(@) = fle)+ Lz —¢) + [lx — ¢l - Rz —¢)

Como [ es diferenciable en ¢, lim, _, . R(x — ¢) = 0. Tomando limites cuando
x — c en la igualdad anterior, se tiene

lim f(z) = f(c)

xr—cC

ya que el limite de L(xz — c) es cero porque L es continua. [ |
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Teorema 278 Sea A un abierto de R™ y sea ¢ un punto de A.

a. Si f y g estin definidas de A en R™ y son diferenciables en ¢, y si a, § € R,
entonces la funcion af + Bg es diferenciable en c y se cumple:

d(af + Bg)c = adfc + /Bdgc

b. Sip: A — Ry f:A — R™ son diferenciables en c, entonces la funcion
@ - f es diferenciable en c y se cumple:

d(p - f)e =dp. - f(c) +p(c) - df.

Demostracion:

a. Puesto que f y g son diferenciables en c, existen dos aplicaciones lineales,
dfe y dg., tales que

o I e+ 0) = £(©) = df. ()]

l[ul—0 [|ul]

=0

o aletw) = g(e) = dge ()]

=0
l[ul|—0 (]

Por tanto,

L@ + B9)(e+ ) = (af + Bg)(e) = (adf. + fdge) (w)]

l[ul|—0 [|ul]

[(af)(c+u) = (af)(e) = (edfe) (W]

< lim |

jall~o Tl
|(Bg)(c + u) ~ (Bg)(e) — (Bdge) ()]
ful~o Tl
o Mot w) = f©) — dr )]
ful o ]
5 1 oot ) — 0(0) — dgc )]
full o o]
=a-0+8-0=0

Como adf. + PBdg. es una funcion lineal de R™ a R™, se deduce que es
diferenciable en ¢ y que d(af + f9). = adf. + Bdge.

b. Puesto que ¢ y f son diferenciables en c, existen dos aplicaciones lineales,
do, y df., tales que

i leletw) —¢(e) —do Wl _
l[ul|—0 (]
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o I e ) = £(©) = df. ]

=0
lluf|—0 [
Se cumple:
(o fletu) = (o f)lc) = {do.(u)f(c) +p(c)dfe(u)}
= pletu)flc+u)—o(c —p(c)dfe(u) +

)f(e) = dp.(u) f(c)

+o(e)f(e+u) — () f(c+u) + dp.(u) f(c+u) — de.(u) f(c +u)

= Aplc+u) —plc) —de (u)}flc+u) +dp(u){f(c+u) - flc)} +
+o(e){f(e+u) = fle) — dfe(u)}

Dado que df, existe, f es continua en c. Por lo tanto, existe una constante
M tal que si||u|| <6, entonces ||f(c+u)| < M. De aqui se puede ver que:

(e - Fletu) = (- )le) = {dp (W) f(c) + p(e)dfe(u)} ]
o [Hele +u) = ¢(e) = d%(u|)|ff|(c +tul
o [dec(w{f(c+ |1|A1;|— fO}l
::u: - le(){f(e +”Z|)”—|f(0) — dfe(w)}l
=0

IN

Teorema 279 (Regla de la cadena) Sean A un abierto de R™, B un abierto
de R™, f una aplicacion de A en B y g una aplicacion de B en RP. Si f es
diferenciable en a y g lo es en b = f(a), entonces la aplicacion composicion
h=go f es diferenciable en a y

d(go f)a = dgs(a) © dfa

Demostracion: Sean A = df, y p = dgy. Definimos

U(z) = f(z) — fla) = Mz — a) (1)
®(y) = g(y) — g(b) — pu(y —b) (2)
p(x) = (go f)(x) = (go f)(a) — (noN)(z —a) (3)

Por hipdtesis, tenemos (4)

T
i @I _
z—a |z —al
y (5)
el _
y—0b [ly =0
Tenemos que demostrar que
i @I _

e—allz—all
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Si sustituimos en (3) el valor de A(xz — a) obtenido de (1)

Dividiendo por ||x — al|,x # a, se tiene

lle@)l 12U E@DI [n(E@)]

[ —al = flz = | = all

Por tanto, es suficiente probar que el limite cuando x — a de cada uno de dos
sumandos del sequndo miembro es 0.

En efecto, u es continua por ser una aplicacion lineal entre espacios de di-
mension finita. Como consecuencia existe una constante M > 0 tal que

(¥ ()] < M@ ()]

de aqui
pCEE@)I (@)

[ — all

[z — all

y por la hipdtesis (4) el limite es cero.

Veamos ahora que el limite del primer sumando es también 0. Sea £ > 0.
Por ser A continua existe k > 0 tal que ||A(z)| < k||z||. Por la hipdtesis (5), si
e’ = 153, eviste a > 0 tal que 51 0 < ||y — b|| < a, y € B, se tiene || ®(y)| <
g'lly — b||. Por ser f continua en a, dado o > 0 existe §1 > 0 tal que si 0 <
|z — a|| < d1,z € A, se tiene ||f(z) — b|| < a. Como consecuencia, para todos
los elementos © € A tales que ||x — a|| < 1, se cumple

[@(f @D <&llf(z) - b
sustituyendo el valor de f(x) — b obtenido de (1)
[2(f (@)l < '¥(x) + Mz = a)|| < ' ¥(2)]| + ']z — al|.

Ademds, por la hipdtesis (4) existe 6o > 0 tal que si 0 < ||z —al| < d2,2 € A, se
tiene | U(z)||/||x — a|| < 1. Por consiguiente,

[@(f (@)l <&lle —all +'kllz —all = ' (1 + k)l — o

para todo x € A,0 < ||z — a| < §, en donde 6 = min{d1,d2}. Dividiendo por
|z — al| y teniendo en cuenta que €’ =¢/(1 + k), obtenemos

[@(f ()]l

. <E&.
[ = af
|

Ejemplo 338 Sean las funciones f : R3 — R? y g : R? — R* tales que la
diferencial de f en el punto (a,b,c) es la aplicacion lineal de R® en R? deter-

minada por la matriz
’ (-1 2 1
f(a,b,c)—( 0 —1 3>
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y la diferencial de g en el punto f(a,b,c) es la aplicacion de R? en R* determi-
nada por la matriz

2 -1
0 1
1 -1
-1 0

g (f(a,b,c)) =

Encontrar la diferencial de la funcién compuesta h = go f.
Solucion: La diferencial de la funcion compuesta h = go f en (a,b,c) es la
aplicacion lineal de R? en R* dada por la matriz

2 -1 2 5 -1
, | o 1 -1 2 1\_| 0 -1 3
labe =11 ( 0 -1 3)_ -1 3 -2

-1 0 1 -2 -1

Teorema 280 Una aplicacion f = (f1, fa,..., fm) de A CR™ en R™ es difer-
enciable en un punto ¢ € A si y sélo si cada f; es diferenciable en c. La difer-
encial de f en c es la aplicacion lineal df. que tiene por componentes las difer-
enciales d(f;). de las componentes de f, es decir,

dfe = (d(f1)e,d(f2)es - - d(fm)e)-

Demostracion: =) Supongamos que f es diferenciable en c. Cada f; es la
composicion de la proyeccion i—ésima w; con f. Como m; es lineal, entonces es
diferenciable en todos los puntos de R™ y su diferencial es ella misma. Por la
regla de la cadena, f; = m; o [ es diferenciable en ¢ y d(f;). = m; o dfe.

<)  Supongamos que cada f; es diferenciable en c. Entonces se tiene

|filc+u) = fi(c) = d(fi)e(u)]

= 0.
flul =0 [Jul]

Ahora probaremos que la aplicacion lineal A = (d(f1)e, d(f2)ey- - d(fm)e) de
R™ en R™ es la aplicacion df.. En efecto:

£t u) = Q) =AWl 5 ilet ) = fi0) — dA)ew]
llull =0 [l — Jlul =0 [l
Por tanto, [ es diferenciable en c y su diferencial es la aplicacion . ]

14.3. Condiciones de diferenciabilidad

Teorema 281 Si f : A C R* — R™ es diferenciable en un punto ¢ € A,
entonces existe D, f(c) para todo uw € R™, u # 0, y se cumple

D.f (C) = df. (u) :
Demostracion: Puesto que f es diferenciable en ¢, se cumple

o 1) = £(0) — dr(wl] _

0
u—0 [l
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Considerando este limite a través de la recta u = tv, se tiene

ot L4 0) 1O~ )] 1 et =@
t—0 [ltv]| =0 ||| t
Como 1/||v|| es constante, se deduce que
dfow) = tim LEF =IO _ ).

t—0 t
]
Corolario 39 Sea f : ACR"™ — R y sea c € A. Si la diferencial df. existe,

entonces cada una de las derivadas parciales Dy f (¢),...,Dyf (c) existen en R
y siu=(uy,...,u,) € R, entonces

dfe (w) =wiD1f(¢)+ - +u,Dnf(c).

Demostracion: El teorema anterior implica que para cada uno de los vectores
€1,...,6en las derivadas parciales D1f (¢),...,Dnf (c) existen y son iguales a
dfe (e1),...,dfc (en). Sin embargo, dado que df. es lineal y u = ujer+- -+ unen,
se deduce que

dfe (u) = Zujdfc (ej) = ZUijf (c).
n

Observacién 147 FElinverso del corolario anterior no siempre es vdlido, ya que
las derivadas parciales pueden existir sin que exista la derivada. Por ejemplo,
definimos la funcion f : R? — R como

2

o e s @) £ 0,0
f(.) { 6 si (z,y) =

La derivada parcial de f con respecto al vector (a,b) en (0,0) estd dada por

ab?
a? + b2’

D(a,b)f (Oa()) = 81 (G,, b) # (070)

En particular, Dy f(0,0) =0 y Daf (0,0) = 0. Si la diferencial df existiese en
(0,0), el corolario anterior implicaria que

D(a,b)f(ovo) = df(070) (arb) =a-0+b-0= Oa
lo que es una contradiccion.

Teorema 282 Si f = (f1, fa,..., fm) de A CR™ en R™ es diferenciable en un
punto ¢ del abeirto A, entonces df. es la aplicacion lineal definida por la matriz

jacobiana f'(c) = (D; f;(c)).
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Demostracion: Consideremos en primer lugar m = 1. Sea e; el vector j—ésimo
de la base candnica de R™. Si (dy,da,...,d,) es la matriz que define la apli-
cacion lineal df., se tiene:

Gele)=(dh by - dy )| | =d;

Ahora bien, puesto que f es diferenciable en c, se cumple df.(e;) = D; f(c), con
lo cual se concluye que D; f(c) = d;.

Supongamos ahora que m > 1. Como df. = (d(f1)e,d(f2)es---,d(fim)e), la
matriz jacobiana

Difi(e) Dafi(c) -+ Dpfi(c)
Difa(c)  Dafa(c) -+ Dnfa(c)
Difu(©) Dafm(e) -+ Dufld
cuyas filas son las matrices que definen d(f;)(c), determina df.. [

Teorema 283 Si f: A CR" — R es diferenciable en un punto c¢ del abierto
A, entonces la derivada direccional de f en ¢ es mdzima en la direccion del vector
gradiente y su valor es el mddulo del gradiente.

Demostracion: Sea v un vector de R™ tal que ||v|| = 1. Como

Dy f(c) = dfe(v) =V f(c) v
y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

IV f(e)-of < IV - ol = IV £,

la derivada direccional D, f(c) estd acotada por ||V f(c)|. Ahora bien, para el

_ V() : .
vector v = VT € tiene :
V£(c)
Dy f(c) =V f(0) =5 = IVl
IV
Por tanto, D, f(c) es mdzima en la direccion del vector gradiente, y su valor es
V(- u

Ejemplo 339 Sea f(z,y,2) = 222 — sinyz?. Calcular su derivada siguiendo

el vector (1,2,—1) y su derivada direccional correspondiente en el punto ¢ =
(=3, m,1). 5Cudl es el valor de la derivada direccional mdzxima?
Solucion: Como f es diferenciable en c, se cumple:

Dyf(c) = dfe(v) =Vf(c)-v
Vi) = (2% —2%cosyz?, 2wz — 2yzcosyz?). = (1,1, —6 + 27)
Dof(c) = (1,1,—6+27)-(1,2,—1) =9 — 2.
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La derivada direccional respecto a m es
1 2 1 9 —2rm
D o=(11-6+27) - (—,—,—F | =—=—
() = (=)

Observamos que si f es diferenciable siempre se cumple

Dy o) f(c) = D, f(c).

La funcién alcanza su derivada direccional maxima en la direccion del gra-
diente en el punto, Vf(c) = (1,1, —6 + 2m), y su valor es

VIOl = V2 + (27 = 6)2.

[loll

Teorema 284 (Condicion suficiente de diferenciabilidad) Sea f : A C
R™ — R™. Si existen todas las derivadas parciales de f en un entorno de c y
son continuas en c, entonces f es diferenciable en c.

Demostracion: Como f es diferenciable en c si y sélo si lo es cada una de sus
componentes, podemos suponer que m = 1. Consideramos la identidad

fle+u) = f(c) = fler +ur,ea,.. . cn) — fler, 2, cn)
+f(c1 +ur,ea +ug, ... cn) — fleg +ur,co, ..., cp)
+f(er +up,co+ug,c3+usg, ... cn) — fler +ur,cotug, ..., cp)
+ooo 4 fler Fur, e Fug, e+ un) — flen +ur,ca Uz, cn)
Para cada j = 1,2,...,n, definimos la funcion g; : R — R dada por g;(t) =
flen+uqy. .., Cj—1t+uj—1,t,¢jp1,... ,Cn), que es claramente continua en el in-
tervalo [cj,c; + ;] y derivable en su interior. Aplicando el teorema del valor
medio a g; en este intervalo, se cumple:
gi(cj +uy) — gj(cj) = uj - g5(by),
donde b; € (¢;,cj + u;). Tentendo en cuenta la definicion de g;, si designamos

por a; el punto (c1 + u1,...,¢j—1 +uj_1,b;,¢j41,...,Cn) Y sustituimos en la
identidad

fle+wu) — Zgj ¢ +uj) — gj(c)) Zuj Djf(aj).

Probemos que f es dzferenczable en ¢, demostrando que

|[fletu) = f(e) = 3jo uiDif ()l _

1im
l[ull =0 (]

En efecto,

H_iH f(c+u)*f(c)*ZUijf(c) = ﬁ Zuijf(aj)fzuijf(c) -

ZDfay Djf(e)

IIUH

IN

Z|Djf a;) = D;f(o)],
j=1
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ya que |u;| < ||ul|. Ahora bien, como a; — ¢ st ||lul| — 0, (ya que |la; —¢| <
llul]), y las derivadas parciales D; f(x) son continuas en c, se tiene:
lim D f(as) = D f(e).

Tomando limites en la desigualdad anterior cuando ||u|| tiende a 0, se obtiene
el resultado deseado. ]

Ejemplo 340 Demostrar que la funcion

flz,y,2) = 22e%” — cos ryz +yix

es diferenciable en cualquier punto de R3.
Solucion: Las derivadas parciales de la funcion f existen y son continuas
en cualquier punto de R3:

Dif(x,y,2) = 222" + yzsinzyz + 1>
Dof(z,y,2) = zzsinayz+ 2yz
Dsf(z,y,z) = 22e% + Ty sin Tyz.

Por tanto, f es diferenciable en cualquier punto de R y su diferencial es la
aplicacion lineal de R en R determinada por la matriz jacobiana de f en el
punto. |

Teorema 285 Sea f : A C R™" — R diferenciable en el abierto A. Si a es
un punto de A y h un vector de R™ tales que a + th € A para todo t € [0,1],
entonces existe un numero real 6, 0 < 6 < 1, tal que f(a+ h) — f(a) = df,(h),
donde z = a + 0Oh.

Demostracion: Sea U la funcion de [0,1] en A definida por

\I/(t) =a+th= (a1 +th1,a2+th2,...,an+thn)

y g:[0,1] — R la composicion de f y V. Por ser f y U continuas y diferen-
ciables en sus dominios, g = f o W es continua en [0,1] y derivable en (0,1).
Aplicando a g el teorema del valor medio en [0,1], existe 0 € (0,1) tal que
g(1) — g(0) = ¢’'(0). Sustituyendo los valores de g(1) = f(a+ h),g(0) = f(a) y
' (0) =dfaron 0 dVg = dfaren(h), si definimos z = a + 0h, se tiene

fla+h) = f(a) = df-(h).
|
Corolario 40 Sea A un subconjunto abierto y convexo de R™, f una funcion
de A en R diferenciable y con derivadas parciales acotadas en todo A. Entonces
f es una funcion de Lipschitz en A.
Demostracion: Supongamos que |D;f(x)| < k paratodo x € A,j =1,2,...,n.

Dados dos puntos x,y € A, aplicando el teorema del valor medio a f en el seg-
mento de extremos x,y, sabemos que existe z € (x,y) tal que

[F()—f@)| = ldf-(y —2)| = > Dif(2)y; —x3)| <k D lyj—=;] < knlly—z].

j=1 j=1
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Observacion 148 FEl resultado anterior es vdlido para f con valores en R™,
ya que para cada componente f; se tiene: |fi(y) — fi(x)] < M|y — ||, donde
M = kn, y k es una cota comin para las derivadas de todas la componentes.
Por consiguiente,

1f(y) — f(@)|| < Vmmax{|fi(y) — fi(z)] :i =1,2,....n} < VmM]|z —yl|.
El teorema del valor medio no es cierto para funciones con valores vectoriales.

Ejemplo 341 La funcion f(t) = (sint, cost) es continua en el intervalo [0, 27]
y diferenciable en (0,27). Sin embargo, para todo 6 € (0,27), se tiene:

f@2m) = f(0) # 2xf'(0),

ya que f(2m) — f(0) = (0,0) y 2rf'(0) = (27 cos O, —27wsin 0) y no existe ningin
dangulo 0 que anule simultdneamente al seno y al coseno.

14.4. Derivadas de orden superior

Definicién 144 Consideremos una funcion f de un abierto A C R™ en R, y
supongamos que eziste la derivada parcial D;f(x) para todos los puntos x € A.
Entonces podemos definir una nueva funcion g;(x) = D;f(z) : A — R. Si en
un punto a € A eziste D;g;(a), diremos que es la derivada segunda de f en
a respecto a las variables i,j y la denotaremos por D;jf(a) o bien por

0% f

8.’1318.’1%’ a).

Repitiendo el proceso anterior se pueden definir las derivadas parciales de cualquier
orden. La notacion para la derivada parcial p—ésima de f en a, primero respecto
a la variable x;,, después respecto a la variable x;,, etc., es Dy, i, . (a) o bien

or f

Bxilmig R 7]

n

(a).

Definicién 145 Si existen todas la derivadas parciales de f hasta las de orden
q y son continuas en A, se dice que f es una funcion de clase q. Las funciones
de clase q en A se representan por C1(A). Si f € C1(A) para cualquier nimero
natural q, entonces se dice que f es de clase infinito y se escribe f € C(A).

Observacion 149 Evidentemente, toda funcion de clase ¢ en A es de clase
p<gqenA.

Observaciéon 150 CY(A) es un dlgebra respecto a las operaciones usuales, o
en otras palabras la suma, el producto por un escalar y el producto de dos
funciones de clase q es una funcidn de clase q. Naturalmente, una funcion
= (f1,f2,---, fm) con valores en R™ es de clase ¢ en A si lo es cada una
de sus componentes. Ademds, se cumple la siguiente regla de la cadena: Sean A
un abierto de R™ y B un abierto de R™. Si f : A — B es de clase q en A y
g: B — R es de clase p en B, entonces go f es de clase r = min{p, q} en A.
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Teorema 286 (Teorema de Schwarz) Sea A un abierto de R? y f una fun-
cion de A en R. Si f € CY(A), existe Diaf(x,y) para todo (z,y) € A y la
funcion Diaf es continua en un punto (a,b) € A, entonces existe Doy f(a,b) y
coincide con D1af(a,b).

Demostracion: Consideremos

_ Daf(ath,b) — Dsf(ab)

F(h) ;

Probemos que existe limy, _, o F\(h), es decir, existe Doy f(a,b), y que su valor es
D13 f(a,b). De esta manera, tendremos que Day f(a,b) = D12f(a,b).
En primer lugar, si hacemos

fla+h,b+k)— fla,b+ k) — f(a+ h,b) + f(a,b)

A =
(h, k) hk ’
como
F(h):l I fla+h,b+k)— f(a+ h,b) ~ lim fla,b+ k) — f(a,b)
h k=0 k k—0 k
se tiene

F(h) = lim A(h,k).

Sea € > 0. Por ser Diaf continua en (a,b) y A abierto, dado € > 0 existe
d >0 tal que si |h| <& y |k| <9, se tiene:

(a+h,b+k)e A y |Diaf(a+h,b+k)— Diaf(a,b)| <e.
Definamos en el intervalo [a — &, a + 9] la funcidn real

g(x) = f(x7b+k) —f(.’L‘7b),

con lo que
gla+h) —gla)

hk '
Por las hipdtesis, g es continua en el intervalo [a — §,a + 0] y derivable en su
interior. Aplicando el teorema del valor medio a g en el intervalo [a,a + h],
existe 0,0 < 6 < 1, tal que gla+ h) — g(a) = h- ¢'(a + 0h). Entonces resulta

A(h, k) =

A(h, k) = %g’(a +0h) = %[le(a +Oh,b+ k) — Dy f(a+ 0h,b).

Por otra parte, seal(y) = D1 f(a+0h,y) definida en el intervalo [b—§,b+4]. Por
las hipdtesis, | es continua en este intervalo y derivable en su interior. Aplicando
a l el teorema del valor medio en el intervalo [b,b+ k), existe §',0 < ' < 1 tal
que

b+ k)—1b)=k-I'(b+0'k),

luego
A(h,k) =1 (b+0k) = Dyaf(a+0h,b+ 0'k).

Como consecuencia, al ser |0h| < § y |0'k| < §, se tiene

|A(h, k) — D12f(a, b)‘ = ‘Dlgf(a + 9h, b+ 9’]6) — D12f(a, b)‘ <€
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gracias a la continuidad de Dqsf. Tomando limites cuando k tiende a cero en
la desigualdad anterior, y teniendo en cuenta que

Jim A(h, k) = F(h),
resulta
|F'(h) — Di2f(a,b)] < e para todo |h| < 4.
Ast pues,

lim F(h) = Diaf(a,b).

Corolario 41 Sea A un abierto de R™ y f : A — R. Si f € C'(A), existe
D;j f(x) para todo x € A y la funcion D;; f(z) es continua en un punto a € A,
entonces existe Dj; f(a) y coincide con D;j f(a).

Demostracion: Supongamos, por ejemplo, i < j, y consideremos la funcion

g(l’,y) :f(alu"'7x7ai+17"'7y7a‘j+17"'7an)

definida en un entorno abierto del punto (a;,a;) de R2. Aplicando a g el teorema
de Schwarz, existe Do1g(ai,a;) y coincide con Dyag(a;, aj). Como

Daiglai,a;) = Djif(a)
Diag(ai,a;) = Djjf(a),
se tiene el resultado. [ ]

Ejemplo 342 La funcion f(x,y) = yarctanx cumple todas las hipdtesis del
teorema de Schwarz en cualquier punto de R? y se tiene

Diaf(z,y) = ! = Do f(z,y).

1+ 22
Ejemplo 343 La funcion

ey Loy s (@,y) #(0,0)
Ty { 0" s (n) = (0,0)

es de clase C' en todo R?, ya que existen y son continuas sus derivadas primeras

y(zt+427y> —y*)

le(x,y):{ e s (2,y) #(0,0)
0 ; _

2@ AP ) (2,y) £ (0,0)
Dy f(z,y) = (@4+y%)* Y ’
0 si (z,y) =(0,0)

existen sus deriwvadas cruzadas Disf y Doy f en el origen

D1 f(0,t) — D1 f(0,0
Dle(0,0):lfm 1f(7) 1f(7 ):71
t—0 t
Dy f(t,0) — D2 £(0,0)
t
pero son diferentes. La hipdtesis del teorema de Schwarz que no se cumple es
la continuidad de una de las derivadas seqgundas en el punto, tanto Disf(z,y)
como Do f(z,y) y son discontinuas en (0,0).

=1

D21f(0a 0) = th;mo
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Capitulo 15

Funciones continuas y
diferenciables

15.1. Foérmula de Taylor

En la unidad de Funciones diferenciables vimos que dada una funcién f :
R™ — R, su diferencial en ¢ es la aplicacién lineal de R™ a R que més se
aproxima a la diferencia f(c + z) — f(c) cuando z es pequena. Cualquier otra
funcién lineal llegaria a una aproximacién menos exacta para z pequena. Vimos
también que si D f(c) existe, entonces necesariamente estd dada por la férmula

Df(c)(z) = le(c)zl + 4+ an(c)znu

donde z = (21,...,2,) € R™.

A pesar de que las aproximaciones lineales son en particular sencillas y son
lo suficientemente exactas para muchos propdsitos, algunas veces es deseable
obtener un mayor grado de aproximacién. En tales casos resulta natural diri-
girse a funciones cuadraticas, funciones cibicas, etcétera, para efectuar aproxi-
maciones més precisas.

Definicién 146 Se define la segunda derivada de f en c, D*f(c), como la
funcion de R™ x R™ a R tal que si (y,2) € R*" X R™ yy = (y1,...,Yn),2 =
(#1,...,2n), entonces

D’f(e)(y,2) = > Djif(c)yiz.

i,7=1

Al estudiar la sequnda derivada se habrd de suponer en lo subsiguiente que las
sequndas derivadas parciales de [ existen y son continuas en un entorno de c.
De manera andloga se define la tercera derivada D3f(c) de f en c como la
funcion de R™ x R™ x R™ en R dada por

D*f(e)(y,zw) = Y Drjif(Q)yizjwy.
i,j, k=1

Al analizar la tercera derivada se habrd de suponer que todas las terceras derivadas
parciales de [ existen y son continuas en un entorno de c.

449
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Andlogamente se forman las derivadas de orden superior. (Observamos que
si las derivadas parciales son continuas, entonces las derivadas parciales mixtas
son independientes del orden de diferenciacion).

Otra notacién: se escribe

D?f(c)(w)? para D?f(c)(w,w),
D3f(c)(w)3 para Dgf(c) w, w, w),

D f(e)(w)" para D" f(e)(w,w,...,w).
Sin=2yw= (h,k), entonces D?f(c)(w)? es igual a la expresién
Dy f(c)h* + 2D, f(c)hk + Dy, f(c)k>.
De forma andloga, D3 f(c)(w)? es igual a
Do f()B* + 3Dy f()W?k + 3Dy f()RE? + Dy f ()R,

y D™ f(c)(w)™ es igual a la expresion

Dy f()R™+ (Tf) Doy f (€)™ et (Z) Davcayy F (R 2k2 44D,y F () k™.

Una vez introducida esta notacién, probaremos una generalizacién impor-
tante del teorema de Taylor para funciones de R™ a R.

Teorema 287 (Teorema de Taylor) Sea A un abierto de R™, a un punto de
Ay f: A — Runa funcion de clase C™(A). Entonces, para cada x € A tal que
el segmento [a,x] estd contenido en A, existe £ € (a,x) tal que

f@) = fa)+ 3 Di@) (&~ ) + 5 D*f(@) (2 = 0)? +

bt gy D) (= ) 4 DT = )

Demostracion: Sea h =z —a, y sea F : [0,1] — R la funcion definida por
F(t) = f(a+th).

Por el supuesto de que existen las derivadas parciales de f se sigue que

F'(t)y = Vf(a+th)-h= zn:Dif(a +th) - hi = Df(a+ th)(h),
i=1
i=1 i=1 j=1

= i hihj Dy f(a+th) = D*f(a + th)(h)?

4,j=1
Por induccion, para todo p < m, se tiene

F®)(t) = DPf(a + th)(h)P.
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Si se aplica la version unidimensional del teorema de Taylor a la funcion F
en [0, 1],se tiene que existe un numero real to € [0,1] tal que

1 1

/ m— ]‘ m
F(1)=F0) + 7 F/(0) + -+ mﬂ D(0) + HF< ) (to).

Sustituyendo los valores

FO) = f(a)
FA) = flat+h)=f(z)
F®(0) = D"f(a)(h)

en la formula de Taylor para F, se obtiene la expresion del enunciado, en donde
E=a+tohyh=x—a. [ |

Definicién 147 FEl polinomio

1 1 1
Po(e) = f(@) 437 Df (@) (2= a)+ 57 D*f(a) (=) 4+ -+ = D™ f(a) ()™
se llama polinomio de Taylor de f en a de grado m.

El error cometido al aprozimar f(x) por el polinomio de Taylor de grado m
se llama resto de orden m+ 1, y por el teorema de Taylor sabemos que viene
dado por

ﬁ D™ (z—a)™ T

Si f es de clase C*°, podemos asociarle la serie de potencias

Rm—l-l(x) =

S(@) = fla)+ 3 = D (@) (2~ a)",
m=1 '

que recibe el nombre de serie de Taylor de f en a. Sia =0, recibe el nombre
de serie de MacLaurin.

Observacién 151 De acuerdo con el teorema anterior, la formula de Taylor es
vdlida para todos los puntos x pertenecientes al mayor disco abierto D(a,r) con-
tenido en A. Si consideramos un disco cerrado o en general, cualquier compacto
K contenido en D(a,r), como las derivadas de orden m de f son continuas en
K, alcanzan alli su mdzximo. Si M es una cota superior de estas derivadas en
K, el valor absoluto del resto de orden m

Rn(2) = = D™ (€) (& — )"

puede ser acotado por Mr™n™ /ml, ya que |x; —a;| < r y el nimero de términos
del desarrollo de las derivadas es n™, lo cual permite obtener una cota del error
cometido al aproximar f(x) en K por el polinomio de Taylor P,,—1(x) de f en
el punto a.

Ejemplo 344 Consideramos la funcion f :R3 — R definida por

fla,y,z) = errthvtes,
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donde a,b, c son nimeros reales fijados. Calcular su serie de Taylor en el punto
(0,0,0).

Solucion: f es una funcion de clase C*°(R?), luego existen las derivadas
parciales de cualquier orden. Estas valen

P f(2,y, 2)

b
: aPbicr . eaz-i— y-l-cz,
8xpyqz7

por lo tanto,
3p+q+rf(0’ 0, O)

= aPbic".
OxPyiz"

Por consiguiente, la serie de Taylor asociada a la funcién f en el punto (0,0,0)
(serie de MacLaurin) viene dada por

— 1
S(x)=1+ Z %(ax—i—by—&—cz)m.
m=1"""

Definicién 148 Una funcion f de clase C*°(A) se dice que es analitica en A
st para cada punto a € A existe un disco D(a,d) C A tal que la serie de Taylor
de f en a converge uniformemente a f en D(a,d).

Teorema 288 Si f es de clase C*(A) y k > 0 es una constante tal que para
cualquier derivada de orden m se tiene

‘Dilyi2»~~77;'mf(x)| < km

para todo © € A, entonces [ es analitica en A.

Demostracion: Sea a un punto de A. Probaremos que la serie de Taylor de f
en a converge uniformemente en D(a,r). Como para todo x € D(a,r) la conver-
gencia de la serie es equivalente a la existencia de lim,, _. o Py, (), es suficiente
probar que este limite es f(x). En efecto, teniendo en cuenta la observacion al
teorema de Taylor, para todo x € D(a,r), resulta

km+1,’nm+1nm+1 (k}Tﬂ)erl

|f($)*Pm(SC)‘ = ‘Rm+1($)| < (m+1)' = <m+1)|

y el dltimo término de la desigualdad converge a cero cuando m — 00, ya que es
el término general de la serie que define €™ (recordar que et = Zf::() t"™/m!),
por tanto

flz) = nliino P (z)

uniformemente en D(a,r). ]

15.2. Teorema de la funcién inversa
Sea A un conjunto abierto en R™ y sea f : A — R™.Probaremos que, con

algunas hipdétesis, el ”caracter local” de f en ¢ € A estd indicado por df.. De
manera un poco mas precisa:
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(i) sin < my df. es inyectiva, entonces f es inyectiva en pequenos entornos
de c

(i) si n > m y df. es exhaustiva, entonces la imagen de un entorno pequefio
de ¢ es un entorno de f(c)

(iii) si n = m y df. es biyectiva, entonces f aplica un entorno U de ¢ biyec-
tivamente sobre un entorno V' de f(c). Existe también una funcién definida en
V' que es inversa a la restriccién de f a U.

Recordamos que si f: A — R™ es diferenciable en todo punto de A C R™,
entonces la funcién x +— df, es una aplicacién de A hacia L(R™,R™) (conjunto
de todas las aplicaciones lineales de R™ a R™). El conjunto L(R™,R™) es un
espacio vectorial normado segin la norma

[l = sup{[[L(@)]| : = € R?, [l] < 1}.

Fl siguiente lema, que que es una variante del teorema del valor medio, serd
necesario mas adelante.

Lema 16 Sea A C R"™ un conjunto abierto y sea f: A — R™ diferenciable en
A. Supongamos que A contiene a los puntos a,b y al segmento de linea S que
une a estos puntos, y sea rog € A. Entonces se tiene:

1£(b) = f(a) = dfey (0 —a)|| < [|b—al - Sup {lldfe — dfaollm} -
Demostracion: Definimos g : A — R™ de la forma

9(x) = f(x) = dfuy (2).

Dado que dfy, es lineal, se deduce que dg, = dfy — dfz, para x € A. Si se
aplica el teorema del valor medio, existe un punto ¢ € S tal que

1F(0) = f(a) = dfuy (b= a)|| = llg(b) — g(a)]| <
< [ldge(b — a)l| = [[(dfe — dfz,)(b—a)|| <
<|[b—all- ilég{lldfx = dfaollpm } -
|

El siguiente resultado es el lema clave para los teoremas sobre transforma-
ciones.

Lema 17 (Lema de aproximacion) Sea A C R™ abierto y supongamos que
f:A—TR™ es de clase C1(A). Sixzg € A ye >0, entonces existe 6(g) > 0 tal
que st ||x1 — x| < 0(e) y ||z2 — xol] < d(g), entonces x1, 22 € A y

[ f(x1) = fz2) = dfag(¥1 — 22)|| < €lT1 — 22|

Demostracion: Dado que x — df, es una aplicacion de A a L(R™,R™) con-
tinua, dado € > 0 existe 6(g) > 0 tal que si ||x — zo|| < d(g), entonces x € A y
dfe — dfzo |l m < € Ahora, supongamos que x1,x2 satisfacen ||z1 — x| < d(e)
Y |lx2 — xol] < (), con lo cual el segmento de linea que une x1 y xo queda
dentro del disco cerrado con centro xg y radio §(¢), y, por lo tanto, dentro de
A. Aplicando ahora el lema anterior obtenemos la conclusion deseada. [ ]
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A continuacién probaremos que si f es de clase C*(A) y si df. es inyectiva,
entonces la restriccion de f a un entorno de ¢ adecuado es también inyectiva.

Teorema 289 (Teorema de la transformacion inyectiva) Supongamos
que A C R"™ es abierto, que f : A — R™ es de clase C*(A) y que L =
df. es inyectiva. Entonces existe § > 0 tal que la restriccion de f a Bs =
{z e R": ||z — || < I} es inyectiva. Mas ain, la inversa de la restriccion de f
a Bs es una funcion continua de f(Bs) CR™ a Bs CR"™.

Demostracion: Dado que la funcidn lineal L = df. es inyectiva, tal como vimos
en la unidad Funciones continuas esto implica que existe r > 0 tal que

r||lull < ||dfe(uw)]| para u € R™ (1)

Aplicando el lema de aproximacién anterior con € = %r, obtememos un nimero

0 >0 tal que si ||z —c|| <0 y ||lxa — c|| < 0, entonces

17(@2) = f(2) — Lar — )| < 57 o1 — ]

Aplicando la desigualdad triangular al lado izquierdo, obtenemos

1261~ 2]l = @) ~ Sl < 37 s — ).

Tomando u = w1 — x2, y usando (1), tenemos:

rllull = [[f (1) = fla2)l] < %7‘ [l = o

Por tanto,

%T 1 = @ofl <[ f(z1) = flz)l - (2)

para x1,Te € Bgs. FEsto prueba que la restriccion de f a Bs es una funcidn
inyectiva; por lo tanto, esta restriccion tiene una funcion inversa a la que se
designard por medio de g. Si y1,y2 € f(Bs), entonces existen puntos inicos
x; = g(y;) en Bs tales que y; = f(x;),i = 1,2. De (2) se infiere que

2
llg(y1) — g(y2)l < - lyr — vl

por lo que g = (f‘Bb‘)_1 es uniformemente continua de f(Bs) a R™.
Observamos que g no estd definida necesariamente en un entorno de f(c),

es decir f(c) no necesariamente es un punto interior de f(Bs). Por este motivo,

no se puede asequrar nada acerca de la diferenciabilidad de g. [ |

El siguiente resultado asegura que si f es de clase C1(A) y si para alguna
¢ € A, la aplicacién lineal df. : R™ — R™ es exhaustiva, entonces f aplica un
entorno apropiado de ¢ sobre un entorno de f(c). Asi pues, todo punto de R™
suficientemente cerca de f(c) es la imagen por f de un punto cerca de c.

Teorema 290 (Teorema de la transformacion exhaustiva) Sea A C R™
abierto y supongamos que f : A — R™ pertenece a la clase C*(A). Supongamos
que para alguna ¢ € A, la funcion lineal L = df. : R® — R™ es exhaustiva.
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Entonces existen dos nimerosp >0 ya > 0 tales que siy € R™ y ||y — f(o)]| <
a/2p, entonces existe x € A tal que ||z —c|| < a y f(z) =y.

Demostracion: Dado que L es exhaustiva, cada uno de los vectores de la base
canonica de R™

e =(1,0,...,0),e5=(0,1,...,0),...,em = (0,0,...,1)

es la imagen por L de algun vector de R™, digamos ui,us, ..., Uy,. Definimos
M : R™ — R" como la funcion lineal que aplica e; en u; para j = 1,2,...,m;
es decir,

M (i aiei> = iazul
i=1 i=1

Entonces Lo M es la aplicacion identidad en R™; es decir (Lo M)(y) =y para

toda y € R™. Si se toma
m 1/2
2
p= {leug'll } ;
i=1

entonces las desigualdades triangular y de Schwarz implican que siy =Y iv | a;e;,
entonces

M (y)]

m m
D ai|| <Y aa] us] <
i=1 =1

m /2 ¢ om 1/2
{zw} -{Dw} _
=1 =1

= pllyll-

IN

Por el lema de aprozimacion, existe un ndmero o > 0 tal que si ||xr — | <
a,k=1,2 entonces x, € A y

\uma—fu»—Lul—mms5%Mn—un (1)

Ahora, sea B, = {x € R" : ||z — ¢| < a} y supongamos que y € R™ cumple
lly — f(co)]] < a/(2p). Probaremos que existe x € B, tal que y = f(x).

Sea xg = ¢ y sea x1 = xg + M(y — f(¢)) de tal manera que ||z1 — o] <
plly — f(o)|| < 3 e, de donde obtenemos:

Iy —aoll <&y flan el < (13
1 — — T — ¢ — =] a.
1 ol =5 Y 1 = 5
Supongamos que ¢ = xg,Z1,...,%q se han elegido en R" de forma que
« 1
o~z < v e —el < (1= 55 ) o (@)
para k =1,...,q. Definimos ahora x4+1 (¢ > 1) como

Tgr1 = xq — M [f(2q) — f(@g-1) — L(2g — 24-1)] - (3)
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De (1) se infiere que

[zgr1 —zgll < plf(zg) = f(@g-1) = L(wg — 24-1)[| <

- xQ*l‘l )

A
[
B
Q

- 2
por 1o que |Jeir — a4]) < 3(@/27) = @211 y

[Zg41 —cll < g1 —zqll + g —cl| <
< (/27 4+ (1 -1/29)a =
(1—1/29)a.

Por tanto, (2) también queda probado para k = q+1. Asi pues, se puede construir
una sucesion (x,) en B, de esta manera. Si p > g, se tiene

lzg —zpll < llwg = Tgpall + |Tg41 — Tgpall + -+ [7p1 — 2| <
< « a a _ o
S FerJr"'JrQ—p_E.

Se deduce que (z4) es una sucesion de Cauchy en R™ y por lo tanto converge a
algin elemento x. Dado que ||z, —c|| < (1 —1/2%)a, se sigue que ||z —c|| < a,
de manera que x € B,.

Como x1 —x9 = M(y — f(c)), se deduce que

L(zy —m0) = (Lo M)(y — f(c)) = y — f(xo)-
Mas atn, por (8) se tiene

L(xg1 —zg) = —(LoM)[f(zq) — f(xg—1) — L(zg — 4-1)] =
= —{f(zg) = f(wg—1) — L(xg —24-1)} =
= L(zg —2g-1) — [f(zg) — f(g-1)]

Por induccion se obtiene
L(qurl - xq) =Yy—- f(xq)a

por lo que se infiere que y = lim f(x,) = f(x). Por lo tanto, todo punto que
satisfaga ||y — f(o)|| < a/(2p) es la imagen bajo f de un punto x € A con
|z — || < a. ]

A continuacién, combinaremos el teorema de la transformacién inyectiva con
el de la transformacion exhaustiva para el caso n = m. En este caso supondremos
que df, es una biyeccién (es decir, la derivada df. tiene inversa, lo que se da si
y sélo si el jacobiano det [D; f;(c)] es distinto de cero).

Teorema 291 (Teorema de inversion) Sea A C R™ abierto y supongamos
que f: A — R™ es de clase C'(A) . Sic € A es tal que df, es biyectiva, entonces
existe un entorno abierto U de ¢ tal que V = f(U) es un entorno abierto de
f(e) y la restriccion de f a U es una biyeccion sobre V' con inversa continua.
Ademds, g = (fiu)~" es de clase C1 (V) y cumple

dgy = [dfg(y)]_l para y € V.
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Demostracion: Por hipdtesis L = df. es inyectiva. En la unidad de Funciones
continuas vimos que esto implica que existe v > 0 tal que

2r ||z]] < ||dfe(2)|| para z € R™.

Dado que f es de clase C*(A), hay un entorno de c en el que df, es invertible
y satisface
rlzll < lldfz(2)ll para z€R™ (1)

Nos limitaremos a un entorno U de c en que f es inyectiva y estd contenida
en un disco con centro ¢ y radio o (como en el teorema de la transformacion
exhaustiva). Entonces, V. = f(U) es un entorno de f(c) y de los teoremas de la
tranformacion inyectiva y erhaustiva anteriores se infiere que la restriccion fiy
tiene una inversa continua: g : V. — R™.

Queda por demostrar que g es diferenciable en un punto arbitrario y; € V.
Sea x1 = g(y1) € U. Dado que f es diferenciable en x1,se deduce que si x € U,
entonces

f(@) = f(@1) = dfe,(x — 21) = |lz — 21| - u(w),
en donde ||u(x)|| = 0 si & — x1. Si My es el inverso de la funcion lineal df,,,
entonces

r—x1 = M[dfs,(x—x1)] =
= M [f(z) — f(z1) = |o — 21 - w(2)].

Six € U, entonces x = g(y) para alguna y = f(x) € V; ademds y1 = f(x1), y
esta ecuacion se puede escribir en la forma

9(y) —gy1) — Mi(y —y1) = — ||z — z1|| - My (u(z)).

Dado que dfy, es inyectiva, como en la demostracion del teorema de la trans-
formacion inyectiva se infiere que

ly =yl = 1f(z) = f(z0)] = %T [l = 2]

siempre que y esté lo suficientemente cerca de y1. Ademds, de (1) se deduce que
[ My (u)|| < 2 |ju|| para toda u € R™. Por lo tanto, se tiene

2
lg(y) — g(y1) — Ma(y — y1)[l < =} [u(@)[ |y — vl
Ahora, siy — 1, entoncesx = g(y) — g(y1) = z1 y ||u(z)|| — 0. Se concluye,
por lo tanto, que dg,, eziste y es igual a My = (df,,) " .

El hecho de que g pertenezca a la clase C*(V) se sigue de la relacion dg, =

[dfg(y)]_l paray € V, y de la continuidad de las aplicaciones
y=9(y), w—dfs, L L7}
deV — U, U — LR",R"), y LR"R") — L(R™,R"), respectivamente. M

Observacién 152 Fl teorema de inversion tiene un cardcter local, en el sentido
de que st f cumple las hipdtesis, lo inico que podemos asegurar es la existencia de
f~1 en un entorno del punto. Se puede dar el caso de que f cumpla las hipdtesis
del teorema en cada uno de los puntos de un abierto A (con lo cual puede tener
inversa local en un entorno de cada uno de sus puntos) y sin embargo no existir
inwversa global por no ser la funcion inyectiva en todo A.
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Ejemplo 345 La funcion f : R? — R? definida por

f(z,y) = (€” cosy, €” siny)

tiene inversa local en todos los puntos de R? y sin embargo no tiene inversa
global.

Solucién: La funcion f es de clase C*°(R?) por ser infinitamente derivable.
Ademds,

e*cosy —evsiny

_ 2z 2
esiny  eFcosy | © >0 para todo (z,y) € R=.

det f'(z,y) =
Entonces f wverifica las hipdtesis del teorema de inversion, con lo cual posee
inversa local en un entorno de cada punto.

Sin embargo, f tiene inversa global porque no es inyectiva en R?, ya que
f(z,y) = f(z,y+2m). u

Ejemplo 346 Las hipdtesis del teorema son una condicion suficiente pero no
necesaria para la existencia de inversa local. Por ejemplo, la funcion f(z) = x3
no cumple las hipdtesis en el punto x = 0, ya que det f'(0) = 0, y sin embargo
existe f~'(y) = y'/3.

Teorema 292 Si f es de clase C1(A) y det f'(z) # 0 para todo x € A, entonces
la imagen de cualquier subconjunto abierto de A es un subconjunto abierto.

Demostracion: Sea U un subconjunto abierto de A. Probaremos que f(U) es
entorno de cada uno de sus puntos y por lo tanto abierto. Siy € f(U), existe
x € A tal que y = f(x) (puede existir mds de un punto de A que cumpla esto).
Como det f'(z) # 0, aplicando el teorema de inversion a la restriccion de f a
U, existe un entorno abierto V- de x,V C U tal que f(V) = W es un entorno
abierto de y contenido en f(U). Por tanto, f(U) es un entorno de y. ]

Definicion 149 Sea A un abierto de R™. Una aplicacion f : A — R"™ se dice
que es un cambio de variable, una aplicacion reqular o un difeomorfismo de clase
q si se verifica:

a. feCiA),q>1.
b. det f'(z) #0  para toda z € A.

c. [ es inyectiva en A.

Teorema 293 Si f es una aplicacion regular de clase Ct(A), entonces f(A) es
abierto y f~1: f(A) — A es de clase C1(f(A)).

Demostracion: Por el teorema anterior, f(A) es abierto. Por ser f inyectiva
para todo y € f(A), existe un unico x € A tal que y = f(x). Por el teorema de
inversion, existe un entorno abierto V de x y un entorno abierto W de y tales
que la restriccion de f=1 a W es de clase C1(W). Como esto se cumple para
cada punto y € f(A), entonces f~1 es de clase C1(f(A)). ]

Ejemplo 347 (Coordenadas polares) Sea la aplicacion f: R? — R? defini-
da por las ecuaciones

x = pcosb

= psinf

© Los autores, 2002; © Edicions UPC, 2002.



15.3. TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA 459

Evidentemente, f es de clase C*°(R?), y su jacobiano

cos) —psinf
det f'(p,6) = sin 6 ppcosﬁ =P

es distinto de 0 si p #0. Como

f(p,0) = f(p,0 + 27),

es claro que f mo es inyectiva en todo R2. Por ejemplo, si para el valor fijo
0o = 0 consideramos el abierto

A={(p,0) eR?*:p>0, -1 <0 <7},

la restriccion de f a A es inyectiva. Entonces f es un cambio de variables de
clase C* entre A y f(A), donde f(A) es todo R? menos el semieje negativo
OX~. Resolviendo las ecuaciones dadas se obtiene el cambio inverso f~' de
f(A) en A que queda determinado por

- VTP

0 = arctang
T

para (z,y) € f(A).

15.3. Teorema de la funcién implicita

Supongamos que F es una funcién definida en un subconjunto de R™ x R™ (si
se hace la identificacién obvia de R™ x R™ con R"™™, entonces no es necesario
definir lo que significa que F' sea continua, que sea diferenciable en un punto o
que sea de clase C! en un conjunto). Supongamos que F aplica el punto (a, b)
en el vector cero de R™. El problema de las funciones implicitas consiste en
resolver la ecuacién

F(;I},y) =0

para un elemento (digamos y) en términos del otro, en el sentido de encontrar
una funcién ¢ definida en un subconjunto de R™ con valores en R tal que
b=¢(a)y
F(z,o(x)) =0
para toda x del dominio de ¢.
Veamos ahora la interpretacién del problema en términos de coordenadas.

Siz=(x1,...,2,) yy=(Y1,-.-,Yn), entonces la ecuacién F(x,y) = 0 toma
la forma de m ecuaciones en los n 4+ m argumentos 1, ..., ZTn,Y1,---,Ym dadas
por
fl(xl;--wxnayla"'aym) = 07
fM($1a"'axnayla"'7ym) = 0.

Por conveniencia, supondremos que a = 0 y b = 0, de tal manera que este
sistema se satisface para 1 = 0,...,2, = 0,y1 = 0,...,9%, = 0, y se desea
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resolver para las y; en términos de las z;, al menos cuando las |z;| son sufi-
cientemente pequenas. Si las funciones f; son lineales, entonces la condicién de
solubilidad es que el determinante de coeficientes de las y; sea distinto de cero.
Si las funciones f; no son lineales, entonces la condicién es que el determinante
jacobiano sea distinto de cero. En ese caso, hay funciones ¢;, j = 1,...,m,
definidas y continuas cerca de a = 0 tales que si se sustituye

Yy = (»Ol(xlv"'amn)v

ym = @m(xla---axn)
en el sistema anterior, se obtiene una identidad en las x;.

Teorema 294 (Teorema de la funcion implicita) Sea A C R™"xXR™ abierto
y sea (a,b) € A. Supongamos que F : A — R™ pertenece a la clase C1(A), que
F(a,b) =0, y que la aplicacion lineal definida por

LQ(U) = dF(a,b) (O,U), vE Rmv

es una biyeccion de R™ sobre R™. Entonces:
a) Eziste un entorno abierto W de a € R™ y una tnica funcion ¢ : W — R™
de clase CY(W) tal que b= ¢(a) y

F(x,p(x)) =0 para toda x € W.

b) Existe un entorno abierto U de (a,b) € R™ x R™ tal que (z,y) € U
satisface F(x,y) =0 si y sélo si y = p(x) para x € W.
Demostracion: Sin perder generalidad se puede suponer que a = 0 y b = 0.
Supongamos que H : A — R™ x R™ estd definida como

H(z,y) = (z,F(z,y)) para (2,y) € A.
Evidentemente, H es de clase C1(A) y
dH(a;,y) (ua U) = (U, dF(Ly) (U, U))

para (z,y) € A y (u,v) € R® xR™. dH g gy es invertible en R™ x R™. De hecho,
si se toma Ly € L(R™,R™) definida por

Li(u) = dF,0y(u,0) parau e R",

entonces el hecho de que dF g o)(u,v) = Li(u) + L2(v) prueba que el inverso de
dH 0y es la aplicacion lineal K definida por

K(,2) = (2, L;'[z - Li()).

Por lo tanto, del teorema de inversion se deduce que existe un entorno abierto U
de (0,0) € R"xR™ tal que V = H(U) es un entorno abierto de (0,0) € R xR™
y la restriccion de H a U es una biyeccion sobre V' con inversa continua P :
V — U que pertenece a la clase C*(V) y tal que ®(0,0) = (0,0). Supongamos
que ® es de la forma

O(z,2) = (p1(2,2),2(2,2))  para (z,2) €V,
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donde ¢ : V —R" y ¢, : V — R™. Dado que
(z,2) = (Ho®)(x,2) = Hl[p:(x,2), ps(x,2)] =
= [901(1'7 Z)a F (‘pl(xa Z)a 902(xa Z))] ’
se deduce que @1 (x,z) = x para toda (x,z) € V, por lo que ® en realidad puede
expresarse como

®(z,2) = (2, p2(x,2))  para (z,2) € V.

Ahora definimos P : R™ x R™ — R™ por P(xz,z) = z. Entonces, P es lineal y
continua y @, = P o ®; por lo tanto, py es de clase C1 (V) y se tiene

2= F(z,p,(x,2)) para (z,2) € V.

Sea ahora W = {z € R" : (z,0) € V}, de manera que W es un entorno abierto
de 0 en R™, y si se define p(x) = @q(x,0) paraxz € W, es evidente que ¢(0) = 0,
y de la férmula anterior se infiere que

F(z,o(x)) =0 parax e W.

Mas ain, dp,(u) = dva(2,0) (u,0) para x € W,u € R™, por lo que se concluye
que ¢ pertenece a la clase C*(W). Esto prueba el apartado (a).

Para completar la demostracion del apartado (b), supongamos que (x,y) € U
satiface F(z,y) = 0. Entonces H(z,y) = (z,F(z,y)) = (2,0) € V, por lo que
se sigue que x € W. Ademds, (z,y) = ®(z,0) = (x, py(z, 0)) = (z,¢(x)), de tal
manera que y = o(x). ]

Observacién 153 Por conveniencia de notacidn, hemos supuesto siempre que
son las ultimas m variables las que se definen como funcion implicita de las n
primeras, pero siempre que se cumplan las hipdtesis del teorema, el orden de las
m variables es indiferente.

Definicién 150 Si (z,y) € A, la derivada parcial de bloque D) F(z,y) es
la funcion lineal R™ — R™ dada por

Doy F(z,y)(u) = dF (3 ,)(u,0) para u € R",

y la derivada parcial de bloque Do) F(x,y) es la funcion lineal R" — R™ dada
por
Dy F(z,y)(v) = dF(;,4,)(0,v) paraveR™.

Observacién 154 Dado que (u,v) = (u,0) 4 (0,v), estd claro que
dF{yy)(u,v) = Dy F(z,y)(u) + Do) F(2,y)(v).

Observamos que las transformaciones L; y Ly de la demostracién anterior
son D(1)F(0,0) y D(2)F(0,0), respectivamente.

Ejemplo 348 La funcion f(z,y,2) = (22 +y? — 222 — 1,12 — ya?) es de clase
C*°(R3), cumple f(1,1,1) = (0,0) y su matriz jacobiana

20— 22 2y —2xz ) ( 1 2 =2 )
"(1,1,1) = =
I ) ( z—2xy —ax? T (1.1.1) -1 -1 1
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es de rango mdximo para las variables x,y, también para las variables x, z pero
no para las variables y, z, ya que

1 2
-1 -1

2 =2
-1 1

‘ o
Por tanto, podemos asequrar que f define en un entorno de (1,1,1) a x,y como
funcion implicita de z, y también a x,z como funcion implicita de y.

Corolario 42 Con la hipdtesis del teorema de la funcion implicita, existe v > 0
tal que si ||z —a| < 7, entonces la diferencial de ¢ en x es el elemento de
L(R™ R™) dado por

-1
dp, = — [D)F(z,9(x))] o [D)F(z, o(x))] -
Demostracion: Supongamos que K : W — R™ x R™ estd definida por
K(z) = (z,0(x)) paraxz e W.

Entonces, dado que (FoK)(z) = F(x,p(z)) =0, se tiene que Fo K : W — R™
es una funcion constante. Ademds, como facilmente se puede ver que

dK,(u) = (u,dp,(uw)) parau € R™,
aplicando la regla de la cadena a la funcion constante F o K, deducimos que
0= d(F o K)z = dFK(z) o de

Por definicion de las derivadas de bloque, se tiene
De aqui se deduce que si u € R™, entonces
0 = dFup) (U de,(w) = DayF(z, ¢(2))(u) + Do) F(z, p(x))(dp, (u) =

= DuyF(z,¢(x))(u) + [De)F(z,¢(2)) 0 dp, ] (u).
Por tanto, se tiene

0= Da)F(z,o(x)) + Do) F(z, p(x)) o do,

para toda x € W. Por hipdtesis, Ly = D2yF(a,b) es invertible. Dado que ¢ y
F son continuas, existe v > 0 tal que si ||z — a|| <, entonces Do) F(x,o(x))
también es invertible. Por lo tanto, a partir de la ecuacion anterior, deducimos
el resultado deseado:

dp, = — [DyF(z,0(2))] " o [DayFla, p(2))] -
||

Observacién 155 Puede ser dtil interpretar la formula anterior en términos
de matrices. Supongamos que se tiene un sistema de m ecuaciones en n + m
argumentos dado por

fl(xla"'7xn7y13"'7y77l) = O)

fm(x1, oo Ty Y1y Ym) = 0.

© Los autores, 2002; © Edicions UPC, 2002.



15.3. TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA 463

Como ya se ha dicho antes, la hipdtesis del teorema de la funcion implicita
requiere que la matriz

Onh ... _Oh

8ZE"+1 6In+7n
Ofm . _Ofm
8w71+1 6In+7n

sea invertible en el punto (a,b). En este caso la diferencial de la funcion solucion
@ en un punto x estd dada por

on ... _on 1TV pan L. ah
Oy 41 OLptm Oz 0Ty,

- : - : ) : " : ’
Ofm .. _Ofm Ofm ... Ofm
O0Tnt1 OTn4m Oz Oy,

donde se entiende que ambas matrices estdn calculadas en el punto (x,p(x))
cercano a (a,b).

Ejemplo 349 Supongamos que x = hi(z),y = ha(2) es la funcidn implicita
definida por f(z,y,z) = (22 + 3% — 222 — 1,22 — ya?), en un entorno del punto
(1,1,1). Calculemos las derivadas b (1), h5(1), b (1), kY (1). Para ello derivamos
respecto a z en las ecuaciones

h3(z) + h3(z) — hi(2) 2% — 1
hi(z)z — ha(2) h3(2) =

Obtenemos:

2h1(2) B (2) 4+ 2ho(2) hy(2) — 22 B (2) =22 hi(2) =
2hy(2) + ha(2) = hy(2) hi(2) = 2ha(2) ha(2) hy(2) = 0

Particularizando para z =1,z = h1(1) = 1,y = ha(1) = 1, resulta

2R (1) +2h5(1) — R(1)—2 = 0
Ry(1)+1—=h4(1) —2h(1) = 0,
de donde se obtiene que b} (1) =0 y hh(1) = 1.

Para calcular las derivadas sequndas, derivamos en las ecuaciones de las
derivadas primeras:

20, (2)242h1 (2) By (2)+2h%(2)2+2ho(2) hYy (2)—22 by (2)—22 B (2)—2h1 (2)—22 B (2) = 0

h(2) + 21 (2) + i (2) = b5 (2) 15 (2) = 2R (2) 1y (2) ha(2) — 25 (2) ha(2) B (2)—
—2ho(2) Wy (2)? — 2ho(2) ha(2) W) (2) =0

Sustituyendo z = 1 y los valores de las derivadas primeras, se obtiene:

hi(1) = h(1) =0
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15.4. Los teoremas de parametrizacién y de ran-
go

Estudiaremos ahora otro teorema que ofrece condiciones bajo las cuales la
imagen de una funcién que transforma un subconjunto abierto de R™ hacia R™
se puede parametrizar por medio de una funcién ¢ definida en un conjunto
abierto en un espacio de menor dimensién.

Recuerde que si L : R — R™ es una aplicacién lineal, entonces la imagen
Rj, de L es el subespacio de R™ dado por

Ry ={L(x) :xz € R"},
y el nicleo (o el kernel) Ny, de L es el subespacio de R™ definido por
Ny ={z e R": L(z) =0}.

La dimensién r(L) de Ry se llama rango de L y la dimensién n(L) de
Ny, se llama nulidad de L. (De modo que el rango de L es el nimero de
vectores linealmente independientes en R™ necesarios para generar la imagen
Ry, y la nulidad de L es el nimero de vectores linealmente independientes en
R™ necesarios para generar el niicleo Np). Se cumple: n = n(L)+7(L); es decir,
la dimensién del dominio de L es igual a la suma de la nulidad y el rango de L.

Si L se representa por una matriz m X n, entonces se puede probar que el
rango de L es el mdximo nimero 7 tal que exista al menos una submatriz r x r
con determinante distinto de cero. El teorema de parametrizacién asegura que
si f es una aplicacién C' de un conjunto abierto A C R"™ hacia R™ tal que df,
tenga rango igual a r para toda x € A y si f(a) = b € R™ para alguna a € A,
entonces hay un entorno V de a tal que la restriccion de f a V' se pueda dar
como una aplicacién C' definida en un entorno en R”.

Teorema 295 (Teorema de parametrizacion) Sea A C R™ abierto y supong-
amos que f : A — R™ pertenece a la clase C1(A). Supongamos que df, tiene
rango r para toda x € A y sea f(a) =b € R™ para alguna a € A. Entonces ex-
iste un entorno abierto V.C A de a y una funcion o : V — R” de clase C*(V),
y existe un conjunto abierto W CR" y funciones 8: W — R" y p: W — R™,
tales que

f(x)=(poa)(x) paratodaz €V,

o(t) = (foB)(¥) para todat e W.

Demostracion: Sin perder generalidad, se puede suponer que a = 0 € R™ y
b=0eR™.

Sea L = dfy, de manera que L : R™ — R™ tenga rango r y sea {x1,...,Tn}
una base en R™ tal que {x;41,...,2,} genere el nicleo de L. Se toma X, como
el subespacio generado por {x1,...,2,} y Xo = Np, como el subespacio gener-
ado por {xy11,...,xn}. Entonces, por dlgebra lineal sabemos que Y1 = Ry, es-
td generado por {y; = L(x1), ...,y = L(z,)}. Elegimos {yr+1,...,Ym} tal que
{Y1,-.-,ym} sea base de R™, y supongamos que Yy es el subespacio generado
POT {Yr 41, s Ym} -
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Se sigue que todo vector x € R™ tiene una representacién unica de la forma
T =ci1T1+ - +cnty. Sean Py y Py las transformaciones lineales en R™ definidas
como

T n
Pl(.CI?) = ZC]‘.’E]', PQ(.’E) = Z CiTj.
j=1 j=r+1
Es claro que la imagen de P; es igual a Xj,j = 1,2. De manera andloga, se

toman Q1 y Q2 como las transformaciones lineales en R™ definidas para y =
c1y1 + -+ ¢cqyq como

Qi) =Y iy Q)= D ¢y
j=1

Jj=r+1

Claramente, la imagen de Q; es Y, j =1,2.

Si Ly es la restriccion de L a X1, entonces L1 es una biyeccion de X1 sobre
Yi. Sea B : Y7 — X; el inverso de Ly, con lo cual (B o L)(xz) = x para toda
x € X1 y (LoB)(y) =y para toda y € Y1. Definimos ahora u: A CR" — R
como

u(z) = (Bo Q1o f)(z)+ Pa(),

de tal manera que u(0) =0, u aplica X1 N A en X1, y
dug, = (Bleodfz)+P27

de donde se deduce que u pertenece a la clase C*(A). Puesto que facilmente
se puede ver que dug es la transformacion identidad en R™, del teorema de
inversidn se infiere que existe un entorno abierto U de a = 0 tal que U' = uw(U)
es un entorno abierto de 0 y que la restriccion de w a U es una biyeccion sobre
U’ con inverso w = u~! : U' — R™ que pertenece a la clase C*(U’). Ademds,
reemplazando U y U’ por conjuntos mds pequerios también se puede suponer que
U’ es convezo (es decir, contiene al segmento de linea que une a dos cualesquiera
de sus puntos).
Ahora, supongamos que g : U' — R™ se define como

9(2) = f(w(2)), z€U CR"
Estd claro que g pertenece a la clase C*(U') y
dg, = dfw(z) odw,, zé€ U’

Dado que df, tiene rango r para toda x € A y dw, es invertible para xz € U’,
entonces se sigue de un teorema de dlgebra lineal que dg, tieme rango T para
toda z € U'. Por otro lado,

9(2) = (Qi+Q)o f(w(z)) =
= (Qiof)(w(z)) +(Q20 f)(w(z)).

Dado que w =u™"', de la definicion de u se deduce que
z=u(w(z)) = (BoQio f)(w(z)) + P(w(z)), zeU".
Pero como LoBo@Q1 =01 en R™ y Lo P, =0 en R™, se tiene
L(z) = (Q1 0 f)(w(2)) = (Q1 0 g)(2),
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de donde L = Q1 odg, para z € U'. Por lo tanto, si z € U’, el operador Q1
aplica la imagen de dg. (que tiene dimension r) sobre la imagen L (que también
tiene dimension r). De aqui se sigue que Q1 es inyectiva en la imagen de dg,
para z € U'; por lo tanto, si z € U' y x € R™ es tal que L(x) = 0, entonces
dg.(x) =0. Asi pues, si z € U' y 290 € Xo = Ny, se deduce que dg,(z2) = 0.

Demostraremos ahora que g : U' — R™ depende sdlo de z1 € Xy, en el
sentido de que si z € U y 20 € Xo son tales que z + zo € U’, entonces,
g9(z + 2z3) = g(z). Para verlo, se aplica el teorema del valor medio para deducir
que existe un punto zo en el segmento de linea que une a z y z + 2o (y por lo
tanto incluido en U') tal que

0 <llg(z + 2z2) = g(2)| < lldgz, (22)[| = 0;

por lo tanto, g(z + z2) = g(z), como se queria ver.

Ahora ya se pueden definir las transformaciones a,f3,p. Sea C' : R" — R™
la aplicacion lineal que envia los elementos de la base candnica ey, ..., e, de R"
a los vectores x1,...,x, que forman una base para X1. Por lo tanto, C es una
biyeccion de R™ sobre X1, luego C~1 : X1 — R" emiste. Sea W = C~HU') =
C~Y(U'n X1), de tal manera que W C R" es un entorno abierto de 0 en R",
y sea V. C U un entorno abierto de a = 0 tal que (Pyow)(V) C U'. Definimos
ahora a:V —R" y B: W — R"™ como

a(z) = (C™ o Prou)(z),  B(t)=(woC)(t)

para x €V yt € W. Estd claro que o es de clase C*(V) y a(V) CW, y que 8
es de clase CY (W) y B(W) C U. Se define p : W — R™ para t € W como

o(t) = (g0 C)(1),
por lo que se sigue que
o(t) = (fowoC)(t) = foB(t).
Mds ain, si z € V, entonces
f(@) = f((wou)(x)) = ((f ow) ou)(z) = (g0 u)(z).

Sin embargo, hemos visto que (gou)(x) = (go Py ou)(x), de manera que

fl@) = (gou)(z)=(90(CoC™)o(Prou))(z)=
= ((goC)o(CT o Prou))(z) =
= (poa)(z).
Por lo tanto, f(x) = (poa)(x) para toda x € V. ]
Durante esta construccién, se ha establecido en realidad un poco més de
informacién. En este corolario se hace uso de la notacién que se desarroll6 en la

demostracién del teorema.

Corolario 43 Con las notaciones utilizadas en la demostracion del teorema de
parametrizacion, se tiene:
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(a) La aplicacion ¢ : W — R™ es de la forma ¢ + ¢y, donde ¢, es la
restriccion a W de la aplicacion lineal R™ — R™ que manda e; € R" a y; =
L(zj), j=1,...,r, y donde p,(W) C Y>.

(b) Sit €W, entonces (awo B)(t) =t.

(c) SizeUNXy, entoncesx € V y (Boa)(z) ==x.

Demostracion: (a) Dado que g = Q109+Q20g, y L(2) = (Q109)(z), entonces
se tiene g = L 4+ Q2 0 g. Por lo tanto, a partir de la definicion de ¢, se obtiene

p=LoC+Qa0g90C,

que es de la forma establecida en (a).

(b) Sit € W, entonces x = S(t) = (wo C)(t) € U tiene la propiedad de que
w(z) = (wowo C)(t) = C(t) € U' N Xy; por lo tanto (Pyowu)(x) = C(t) e U,
de modo que x € V' y

a(z) = (C o Prou)(z) = (CT1 o O)(t) =t,

que prueba la afirmacion (b).

(c) Sixz € ANXy, entonces, como u(x) = (BoQrof)(z)+Pe(z) y Py(z) =
se deduce que u(z) € X1. Por lo tanto, si x € UN X, se sigue que (P, ou)(x)
u(z) € U' N X3, de tal manera que x € V.. Mds ain,

0,

(Boala) = [woeC)o(C o P 0wl
= (woCoC ou)(z)= (wou)(x)=u1.

Ahora podemos usar el resultado del teorema de parametrizacion para demostrar
el teorema del rango.

Teorema 296 (Teorema del rango) Sea A C R™ abierto y supongamos que
f:A— R™ es de clase C1(A). Supongamos que df, tiene rango r para toda
x €A, ysea f(a)=b€R™ para alguna a € A. Entonces

(i) existen entornos abiertos V dea y V' de 0 en R"™ y una funcion o : V. —
V' de clase C* (V) que tiene una inversa o= : V' — V de clase C*(V');

(i) existen entornos abiertos Z de b y Z' de 0 en R™, y una funcion 7 :
Z' — Z de CY(Z") que tiene una inversa 7= : Z — Z' de clase C*(Z);

(iii) si x € V entonces f(x) = (T o i, 0 0)(x), donde i, : R* — R™ es la
aplicacion definida por

ie(Cly ey CryCrgty e ycn) = (€1, .560,0,...,0) € R™.

Demostracion: Supondremos que a = 0 y b = 0, y usaremos la notacion y
los resultados establecidos en la demostracion del teorema de parametrizacion.
Sea D : R" — R"™ la funcidn lineal que transforma a los elementos de la base
candonica ey, . .., e, de R™ en los vectores x1, ..., Ty; entonces D es una biyeccion
de R™ sobre R"™, y D~! emiste. La aplicacion o : A — R" definida por o(z) =
(D7Yo wu)(x) pertenece a la clase C1(A), y puesto que la restriccion de u a
U tiene una inversa w : U' — R™ que transforma U’ sobre U, se sigue que la
restriccion de o a U tiene una inversa o~ = wo D que aplica D~Y(U’) sobre

U.
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Sean W CR" y o : W — R como en el teorema de parametrizacion y sea
H :R™ — R™ la funcidn lineal que aplica los elementos de la base candnica
e1,...,em de R™ a los vectores yi,...,Ym; por lo tanto, H es una biyeccion de
R™ sobre R™ y H~! existe. Se define

W' ={(c1,...,cm) ER™: (c1,...,¢.) € W}
y se considera a 7 : W' — R™ definida como
T(C1y-eoyem) =@(c1, o oyer) + H(O, ..., 0,41,y Cm)-

Del primer apartado del corolario anterior se infiere que dro = H, por lo tanto,
el teorema de inversion implica que la restriccion de T a algin entorno Z' de 0
es una biyeccion sobre algin entorno Z de 7(0) = 0.

Restringiendo ain mds V', si es necesario, podemos suponer que f(V) C Z.
Ahora, sea x € V y consideremos o(z) = (D~ ou)(z). Si i, se define como
antes, entonces (i, o o)(x) = ((C~1 o Py ou)(x),0) = (a(z),0). Por lo tanto,

(totro0)(x) = (poo)(z)= f(z) para toda x € V.
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Capitulo 16

Problemas sobre extremos

16.1. Extremos relativos

Definicion 151 Sean A C R"™ y f : A — R. Un punto ¢ € A se dice que
es un punto de minimo (mdxzimo) relativo de f si existe § > 0 tal que
fle) < f(z) (f(c) > f(x)) para toda x € A tal que ||x —c|| < 6. Un punto
c € A se dice que es un punto de minimo (mdximo) relativo estricto de
f st existe 6 > 0 tal que f(c) < f(z) (f(e) > f(x)) para toda x € A tal que
0<||lz—c| <d. Mds atin, sic € A es un punto de minimo (o mdximo) relativo
(estricto) de f, se dice que ¢ es un punto extremo relativo (estricto) de f o
que f tiene un extremo relativo (estricto) en c.

Con frecuencia es 1til el siguiente resultado.

Teorema 297 Sean A CR" y f : A — R. Si un punto c interior de A es un
extremo relativo de f, y si la derivada parcial D, f(c) de f con respecto a un
vector u € R™ existe, entonces D, f(c) = 0.

Demostracion: Por hipdtesis, la restriccion de f a la interseccion de A con
la recta {c+tu:t € R} tiene un extremo relativo en ¢, y es una funcion de
variable real. Por uno de los resultados de la unidad de derivadas, se sigue que
D,f(c)=0. ]

Teorema 298 Sean A CR"™ y f: A — R. Si un punto c¢ interior de A es un
extremo relativo de f, y si la diferencial df. existe, entonces df. = 0.
Demostracion: Del uno de los resultados de la unidad Funciones diferencia-
bles, se deduce que cada una de las derivadas parciales D;f(c),j = 1,...,n,
existe y que siu = (uy,...,u,) € R, entonces

dfc(u) = Z Uijf(C).

Por el teorema anterior, D;f(c) = 0 para j = 1,...,n, por lo que df.(u) =0
para toda u € R™. [ ]

Observacion 156 As7 pues, si f: A — R tiene un extremo relativo en ¢ € A
y df. existe, entonces

Di1f(c)=0,...,D,f(c) =0.

469
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Definicién 152 Un punto interior ¢ tal que df. = 0 se llama punto critico

de f.

Observacion 157 De los teoremas anteriores se deduce que si A es un con-
junto abierto en R™ en el cual f es diferenciable, entonces el conjunto de puntos
criticos de f contendrd a todos los puntos extremos relativos de f. Desde luego,
el conjunto de puntos criticos también puede contener puntos en los que f no
tenga un extremo relativo. Ademds, f puede tener un extremo relativo en un
punto interior ¢ de A en el que df. no exista, o puede tener un extremo relativo
en un punto ¢ € A que no sea interior; en cualquiera de los casos, el punto ¢ no
serd un punto critico de f.

Definicion 153 Se dice que ¢ € A es un punto de ensilladura de f: A C R" —
R si todo entorno de c contiene puntos en los que f es estrictamente mayor que
f(c) y también contiene puntos en los que f es estrictamente menor que f(c).

Ejemplo 350 Sea f(z) = 2® para x € [—1,1]. Entonces, dfy = 0; sin embargo,
f no tiene un extremo en x = 0. Por otro lado, f tiene extremos estrictos en los
puntos £1 (que no son puntos interiores del dominio y no son puntos criticos).

Ejemplo 351 Sea f(x) = |z| para x € [—1,1]. Entonces, dfy no existe; sin
embargo, f tiene un minimo relativo estricto en el punto interior 0. Por otro
lado, f tiene extremos relativos estrictos en los puntos +1.

Ejemplo 352 Supongamos que f : R> — R estd definida por f(x,y) = wy.
Entonces, df(o,0) = 0, de manera que el origen (0,0) es un punto critico de f;
sin embargo, no es un extremo relativo de f ya que

f(0,0) < f(z,y)  parazy >0,
f00,0) > f(z,y)  paraxy <DO.

Por tanto, (0,0) es un punto de ensilladura de f.

En vista de los ejemplos que se acaban de dar, es conveniente tener condi-
ciones que sean necesarias (o sean suficientes) para garantizar que un punto
critico es un extremo o es un punto de ensilladura. Los siguientes resultados
dan condiciones en términos de la segunda derivada de f.

Teorema 299 Sea A C R™ abierto y supongamos que f : A — R tiene se-
gundas derivadas parciales continuas en A. Si ¢ € A es un punto de minimo
relativo (respectivamente, maximo relativo) de f, entonces

D*f(e)(w)® = Y Dijf(c)wsw; >0

,j=1

(respectivamente, D?f(c)(w)? < 0) para toda w € R™.

Demostracion: Sea w € R™, ||w| = 1. Si ¢ es un punto de minimo relativo,
existe § > 0 tal que si |t| < J, entonces, f(c+ tw) — f(c) > 0. Dado que A es
abierto, existe 61 > 0 con 61 < 9§ tal que ¢ + tw pertenece a A para 0 <t < 4.
Por el teorema de Taylor, existe t1 con 0 < t; <t < 1 tal que si ¢y = ¢+ tw,
entonces

Fle+ tw) = Fe) + df. + 5 D* f(en) ()
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Dado que c es un punto de minimo relativo, se infiere que df. = 0; por lo tanto,
se tiene

%sz(ct)(tw)Q >0

para 0 <t < §1. De aqui se deduce que D?f(c;)(w)? > 0. Dado que ||c; — c|| =
[t1] < |t|, entonces ¢; — ¢ cuando t — 0. Como las sequndas derivadas parciales
de f son continuas, entonces, D*f(c)(w)? > 0 para toda w € R™ con ||w|| =1,
de donde se obtiene el resultado. [ |

Teorema 300 Sea A C R™ abierto, supongamos que f : A — R tiene sequndas
derivadas parciales continuas en A, y sea ¢ € A un punto critico de f.

a. Si D*f(c)(w)? > 0 para toda w € R™, w # 0, entonces f tiene un minimo
relativo estricto en c.

b. Si D?f(c)(w)? < 0 para toda w € R™, w # 0, entonces f tiene un mdximo
relativo estricto en c.

c. Si D?f(c)(w)? toma valores estrictamente positivos asi como estrictamente
negativos para w € R™, entonces f tiene un punto de ensilladura en c.

Demostracion:

a. Por hipdtesis, D? f(c)(w)? > 0 para w en el conjunto compacto
{weR": ||w|| =1}

Dado que la aplicacion w — D?f(c)(w)? es continua, existe m > 0 tal
que

D*f(e)(w)? >m  para |w| =1
Dado que las sequndas derivadas parciales de f son continuas en A, existe

d > 0 tal que si ||z —c|| < § entonces

D?f(z)(w)? > sm  para |jw| = 1.

[N e

Por el teorema del Taylor, si 0 < t < 1 entonces hay un punto c; en el
segmento de linea que une a ¢ con ¢+ tw tal que

Fle+tw) = F(¢) + dfu(tw) + % D2f(e) (tw)2.

Dado que ¢ es un punto critico, se infiere que si |[w|| =1y 0 <t < 4,
entonces

Fle+ tw) — f(c) = %tQDQf(ct)(w)Q > %th >0,

de modo que f(c+wu) > f(c) para 0 < ||u—c|| <9, y f tiene un minimo
relativo estricto en c. Por tanto, el apartado (a) estd demostrado

b. La demostracién es andloga a la del apartado (a).
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c. Sean w4, w_ vectores unitarios en R™ tales que
D2 f(c)(wy)* > 0, D?f(c)(w_)* < 0.

Del teorema de Taylor se deduce que para t > 0 suficientemente pequena,
se tiene

flettwy) > fe),  fle+tw) < f(c).

Por lo tanto, ¢ es un punto de ensilladura de f.

Observacién 158 Comparando los teoremas anteriores, se tiende a hacer las
stguientes conjeturas:

i. Sic€ A es un punto de minimo relativo estricto, entonces D? f(c)(w)? > 0
para toda w € R™, w # 0.

ii. Sice A esun punto de ensilladura de f, entonces D?f(c)(w)? toma valores
estrictamente positivos, asi como estrictamente negativos.

iii. Si D?f(c)(w)? > 0 para toda w € R™, entonces c es un punto de minimo
relativo.

Observacion 159 Para poder utilizar el teorema anterior, es necesario saber
si la forma cuadrdtica w — D?f(c)(w)? es definida. Para cada j =1,2,...,n,
definimos A; como el determinante de la matriz simétrica (llamada matriz
hessiana cuando j =n)

Dy f(c) -+ Dyf(c)

Djl'f(c> e Djj'f(c)

Tal como se puede ver en la unidad de formas cuadrdticas de dlgebra lineal,

i. si los mimeros Aq1,As, ..., A, son todos estrictamente positivos, entonces
D2 f(c)(w)? > 0 para toda w # 0 y f tiene un minimo relativo estricto en
c.

ii. si los nimeros A1, Ag, ..., A, son en forma alternante estrictamente nega-

tivos y estrictamente positivos, entonces D? f(c)(w)? < 0 para toda w # 0
y f tiene un mazximo relativo estricto en c.

En otros casos puede haber puntos extremos o puntos de ensilladura.

En el caso especial e importante n = 2, se puede usar el siguiente resultado:

Sea A C R"™ abierto, supongamos que f : A — R tiene sequndas derivadas
parciales continuas en A, sea ¢ € A un punto critico de [ y sea

A = Dllf(c) 'D22f(c> - [D12f(c)]2'

a. Si A>0ysiDif(c) >0, entonces f tiene un minimo relativo estricto en
c.

b. Si A >0y si D11f(c) <0, entonces f tiene un mdximo relativo estricto en
c.

© Los autores, 2002; © Edicions UPC, 2002.



16.2. PROBLEMAS DE EXTREMOS CON RESTRICCIONES 473

c. Si A <0, entonces tiene un punto de ensilladura en c.

d. Si A =0, entonces no se puede afirmar nada: ¢ puede ser o no extremo.
Ejemplo 353 Encontrar los extremos de la funcion
f(z,y,2) = 22 + > + 2% + xyz.
Solucion: Para encontrar los posibles extremos debemos resolver el sistema

2c+yz = 0
20+ xz
2242y = 0

|
o

Las soluciones son

P, (
P = (
Py = (2,-2,2)
P o=
P = (

Para decidir si son mdximos o minimos, calculamos la matriz de las derivadas
sequndas:

2
z
Y

ISI NCREN
NSRRI

Para el punto Py = (0,0,0), tenemos:
A1:27 A2:4, A3:8.

Por tanto, P; es un minimo relativo.
Para Py = (2,2, —2), tenemos:

A =2 Ay=0, Ay=-32

Por tanto, la derivada sequnda mo es ni definida positiva ni definida negativa,
por lo que Py mo es un extremo relativo. Andlogamente, P3, Py y Ps tampoco
son extremos relativos. ]

16.2. Problemas de extremos con restricciones

Hasta este momento se ha estado analizando el caso en que los extremos de
la funcién f : A — R pertenecen al interior de su dominio A C R™. Ninguna de
las observaciones es aplicable a la localizacién de los extremos en la frontera.

Supongamos que S es una "superficie” contenida en el dominio A de la
funcién f. A menudo es deseable encontrar los valores de f que sean méximo o
minimo entre todos los que se tienen en S. Supongamos que los puntos de S se
pueden expresar como aquellos que satisfacen una relacién de la forma.
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para una funcién g : A — R. En un problema de extremos con restricciones se
quiere encontrar los valores extremos relativos de f para aquellos puntos « € A
que satisfagan la restriccién (o condicién lateral) g(z) = 0. Si suponemos
que f y g son de clase C'(A) y que dg. # 0, entonces una condicién necesaria
para que ¢ sea un punto extremo de f con respecto a los puntos x que satisfacen
g(x) =0 es que dg. sea un miiltiplo de df.. En términos de derivadas parciales,
esto significa que existe un nimero real A tal que

Dif(c) = ADig(c),

D,f(c) = ADpg(c).

En la préactica se desea determinar las p coordenadas del punto ¢ que sat-
isfagan esta condicién necesaria. Sin embargo, tampoco se conoce el nimero
real A\, al que por lo general se le llama el multiplicador de Lagrange. Las n
ecuaciones dadas antes, junto con la ecuacién

g(c) =0

se resuelven para las n 4+ 1 cantidades desconocidas, de las cuales las coor-
denadas de ¢ son de interés primordial.

Teorema 301 (Teorema de Lagrange) Sea A C R™ abierto y supongamos
que f,g: A — R son de clase C*(A). Supongamos que c € A cumple g(c) = 0,
y que existe un entorno U de c tal que

fl@)<fle) (6 f(x) = f(c))

para todos los puntos x € U que satisfacen g(x) = 0. Entonces, existen nimeros
reales p, A\, no nulos a la vez, tales que

pdfe = Adge.

Mas ain, sidg. # 0, entonces se puede tomar p = 1.
Demostracion: Supongamos que F : U — R? estd definida por

F(z) = (f(2),9(x)) parazeU,

de manera que F es de clase C1(U) y
dF,(v) = (df,(v),dg.(v)), z€UwveR".

Ademds, observamos que un punto x € U satisface la restriccion g(x) =0 si y
sdlo si F(x) = (f(x),0).

Si f(z) < f(c) para toda x € U que satisfaga g(x) = 0, entonces los puntosde
la forma (r,0) con f(c) < r no pertenecen a F(U); por lo tanto, dF, no es una
aplicacion exhaustiva de R™ sobre R2. Pero dado que es una aplicacion lineal,
la imagen de la transformacion lineal dF,. estd contenida en alguna recta en
R? que pasa por (0,0). Por lo tanto, existe un punto (A, u) # (0,0) tal que la
imagen de dF, estd contenida en la recta que pasa por (0,0) y (A, u). Asi pues,
se tiene

wdfe(v) = Mdg.(v) para toda v € R",
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lo que implica que
1% dfC = )\dgc
Por dltimo, supongamos que dg. # 0. Si ;. = 0, entonces obtenemos

0 = Mdge,

lo que implica que A = 0. Esto contradice el hecho de que (u, \) # (0,0). Por
lo tanto, en este caso se debe tener p # 0 y asi podemos dividir entre p y
reemplazar \/p por . [ ]

Dado que U C R"”, la ecuacién

wdfe(v) = Mdg.(v) para toda v € R",

tomando v = ey, ..., e, origina el sistema de n ecuaciones:
pD1f(c) = ADig(c),
wDnf(c) = XDug(c).
Si alguna D;g(c),i = 1,...,n, es no nula, entonces se puede tomar p = 1

para obtener el sistema

Dif(e) = ADug(o),

Dnf(c) = ADng(c).

Observacién 160 FEl teorema de Lagrange da sélo una condicion necesaria,
y los puntos que se obtienen al resolver las ecuaciones (lo que a menudo es
dificil hacer) pueden ser mdzimos relativos, minimos relativos o ninguno de los
dos. Sin embargo, con frecuencia se pueden usar los resultados de la seccidn
anterior para probar si son mdximos o minimos relativos. Mds ain, en muchas
aplicaciones, la determinacion de si los puntos son realmente extremos se puede
basar en consideraciones geométricas o fisicas.

Ejemplo 354 Encontrar el punto del plano {(z,y,z): 2z +3y —2z=>5} C R3
mds cercano al origen.

Solucion: Para resolver este problema, minimizaremos la funcion que da el
cuadrado de la distancia al origen

flay,2) =a® +y* + 22,

con la restriccion
g(x,y,2) =2x+3y—z—5=0.

Dado que dg. # 0 para toda c € R3, aplicando el teorema de Lagrange obtenemos
el sistema

20 = 2\ = =)\

2y = 3\ = y:g)\

22 = -\ = z:—%/\
2¢04+3y—2Z—-5 = 0
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Por lo tanto, al substituir x,y, z se obtiene

2)\+3(;)\>—(—%)\)—5:0 = HA=4A+9A+ A =10 = )\:g.

Por lo tanto, el punto del plano mds cercano a (0,0,0) es (%, %, —%). ]

Ejemplo 355 Encontrar las dimensiones de la caja rectangular, abierta por
arriba, con volumen mdximo y superficie dada A.

Solucion: Sean x,y,z las dimensiones de la caja con z como altura. En-
tonces, se desea mazimizar la funcion

V(xa Y, Z) = XYz
sujeta a la restriccion
g(x,y,2) = oy + 22 + 2yz — A= 0.

Dado que el punto deseado tendrd coordenadas estrictamente positivas, aplicando
el teorema de Lagrange obtememos el sistema

yz = MNy+22),

xz = Mz +2z2),

xy = A2z + 2y),
xy+2zrz4+2yz—A = 0.

Si se multiplican las tres primeras ecuaciones por x,y, y z, respectivamente,se
igualan y se dividen por A (ya que X\ #0), se llega a

zy + 2xz = xy + 2yz = 2202 + 2yz.

La primera igualdad implica x = vy, y la sequnda implica y = 2z. Por tanto,
x = 2z. De la idltima ecuacion se deduce que

4244224422 =A = 1222=A4 = z2==4/=.

Por consiguiente, el volumen de la caja es
1[4 1A\ 12 1 Ay

Con frecuencia hay mas de una restriccion; en este caso, el siguiente resultado
es util.

Teorema 302 Sea A C R" abierto y supongamos que f y g1,...,gr son fun-
ciones reales de clase C1(A). Supongamos que ¢ € A satisface las restricciones

91(33) = 0""agk($> = 05
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y que existe un entorno abierto U de a tal que f(x) < f(c) (o f(x) > f(c)) para
toda x € U que satisfaga estas restricciones. Entonces existen nimeros reales
Ly ALy ...y Ak O todos iguales a cero tales que

pdfe = Ai(dgi)e + -+ + Ak(dgr)c-
Demostracion: Definimos la funcion F : U — RFT1 de la forma

F(z) = (f(2), 1(@), .., gx(x))  para z €U,

y usamos el mismo argumento que en la demostracion del teorema de Lagrange.
u

Corolario 44 Ademdas de las hipdtesis del teorema anterior, supongamos que
el rango de la matriz

Digi(c) --+ Digk(c)
Dngi(c) -+ Dngr(c)
es igual a k (< n). Entonces existen nimeros reales A1, ..., A\, no todos iguales
a cero tales que
Dif(c) = XM Digi(e)+ -+ Ak Digi(c),
Dnf(e) = A Dnpgi(c)+ -+ Ak Dygi(c).

Demostracion: Si aplicamos la férmula

pdfe = A(dgr)e + - + Ai(dgi).-

a la base candnica ey, ...,e, € R™, obtenemos el sistema de ecuaciones
pDif(c) = AiDigi(e) + -+ A Dig(c),
/’Lan(C) = M Dngl (C> 4+ g Dngk(c>-

Si = 0, entonces el supuesto de que el rango es igual a k implica que \y =
<o = X, = 0, contrario a la hipdtesis. Por lo tanto,  # 0 y podemos dividir
todas la ecuaciones por p. Llamando de nuevo A; a \;/p, se obtiene el sistema
del enunciado. [ |

Ejemplo 356 Encontrar los puntos en la interseccion del cilindro
{(x,y,z) eR?: 2% +4° :4}

y el plano
{(z,y,2) €R3:6$+3y+2226}

mds cercanos al origen y los mds lejanos al origen.
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Solucion: Buscaremos los extremos relativos de la funcion distancia elevada
al cuadrado
fla,y,2) = a® +y° + 22

sujeta a las restricciones

gl(xayaz) = I2+y2*4:07
g92(z,y,2) = 6x+3y+22—6=0.
Como la matriz
2 6
2y 3
0 2

tiene rango 2 (excepto en el punto (x,y) = (0,0), que no satisface las restric-
ciones), podemos aplicar el corolario, y obtenemos el sistema

2 = A1 -2z + A6,
2y = A1-2y+ A3,
2z = A2,
2 +y? = 4,
6x+3y+22 = 6,

de cinco ecuaciones con cinco variables. De la tercera ecuacion obtenemos
/\2 =z,
de tal manera que se puede sustituir Ao en las dos primeras ecuaciones:
2r = A -2x+ 6z
2y = A -2y+3z

Para sustituir A1, multiplicamos la primera ecuacidn por y y la seqgunda por x,
y restandolas obtenemos

0=06yz—3zz = 0=2(2y—x).

De aqui se deduce que z =0 o bien © = 2y.
Si z = 0, la quinta ecuacion da 2x +vy = 2. Al combinarlo con la cuarta
ecuacion, se obtiene

P+ (2-22)? = 2°+4-8r+42’=4 = 52°-8x=0 =

= =0 ¢ xz=-
X 0$5

Esto nos lleva a los puntos (0,2,0) y (8/5,—6/5,0), que estén ambos a distancia
2 del origen.

Por otro lado, si x = 2y, la cuarta ecuacion da 5y?> = 4, de tal manera
quey = 2/V5 (yxr =4/V5) o y = —2/V5 (yx = —4/V5). Sustituyendo
en la quinta ecuacion, se obtiene z = 3(1 —/5) y z = 3(1 +/5), respectiva-
mente. Por lo tanto, este caso nos lleva a los puntos (4/+/5,2//5,3(1 — V/5))
y (—4/v/5,—2/v/5,3(1 +/5)). La distancia entre estos puntos y el origen vale
\/58 — 185 y \/58 + 18v/5, respectivamente.

Por tanto, los puntos (0,2,0) y (8/5,—6/5,0) son lo que minimizan la distan-
cia desde el origen a la interseccion del enunciado, y el punto (—4/v/5, —2/v/5, 3(1+
V) mazimiza dicha distancia. ]
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