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Sea E un espacio vectorial normado, y f : E — R una funcién continua, tal que f(z) # 0, Vo € E. Probar
entonces que, o bien, f(z) < 0, Vx € E o f(z) > 0, Vo € E. ;Seguird siendo vélida la afirmacién si cambiamos
FE por la bola unitaria?

Solucién:

Lo haremos por contradiccién. Supongamos que existen a,b € E tales que f(a) < 0y f(b) > 0, y tomemos

el conjunto [a,b] = {ta+ (1 —t)b : t € [0,1]}. Consideremos ahora ¢ = % € [a,b], pues es combinacién

convexa de a y b, y evaluamos f(c). Si f(¢) < 0, consideremos Iy = [a1,b1] = [¢,b], v si f(¢) > 0, nos

quedamos con I; = [a1,b1] = [a,c]. Ahora, sea ¢; = o ;_bl, y evaluamos f(c1). Si f(c1) < 0, consideremos

I, = lag,b2] = [c1,b1], y si f(¢) > 0, nos quedamos con Iy = [ag,ﬁg} :b [a1,c1]. Si repetimos este proceso,
a—

obtenemos dos sucesiones (an)nen ¥ (bn)nen, tales que ||a, — by|| = y por lo tanto, ||a, — b,|| — 0.

n )

Probaremos que (ap)nen es de Cauchy (para (b,)nen la demostracion es andloga). Sea m,n € N con m > n.
Luego
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Si tomamos n tal que in < €, entonces ||a, — ak|| < €, Vm,k > n, y por lo tanto es de Cauchy. Consideremos
ahora la funcién f : [0,1] — E tal que f(t) = ta+ (1 —¢)b. Esta funcién es continua, y como [0, 1] es compacto,
entonces f([0,1]) = [a, b] es compacto también. Tenemos asi que (a,)nen C [a, b] es una sucesién de Cauchy en
un compacto, y por lo tanto a,, — a*. En particular, como [a, b] es compacto, es cerrado, de donde obtenemos
que a* € [a, b]. Recopilando, tenemos dos sucesiones a,, —> a* y b, — b*, tales que ||a,, — b, || — 0; es decir,
a* =b* =1, pues ||an, —by|| — ||a* —b*|| = 0. Finalmente, como las sucesiones estdn construidas de modo que
f(an)f(bn) < 0, tomando limite obtenemos que [f(1)]* < 0 = f(I) = 0, lo cual es un absurdo, pues f(z) # 0
Vx € E. Se tiene entonces que f(x) < 0, Vz € E o bien f(x) >0, Vz € E.

Noétese que lo que se usé para la demostracion era la convexidad del espacio vectorial E, y dado que la bola

unitaria también es convexa, la demostracion es la misma.

Sean FE, F' dos espacios topoldgicos. Diremos que f : E — I’ es un homeomorfismo si satisface las siguientes
condiciones:

= f es una biyeccion.

= f es continua.

s {71 es continua.

Pruebe que la bola unitaria abierta de un espacio vectorial normado E es homeomorfa a todo el espacio F, es
decir, que existe un homeomorfismo entre ambos.

Indicacién: Considere la aplicacién f(z) = %HH
x

Solucion:



Consideremos la funcién f: E — B(0,1) tal que f(z) =
f(z) € B(0,1), pues

L. Notemos que para todo = € E se tiene que
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y por lo tanto estd bien definida. Ahora veamos que es continua. En efecto, sea ¢ >0y zg € E
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Luego, tomando § = , tenemos que
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y por lo tanto f es continua.

Probemos que es sobreyectiva. Dado un y € B(0,1), debemos encontrar un x € E tal que f(z) = y. Para ello

tomamos * = ———, y vemos que
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y por lo tanto es sobreyectiva. Para la inyectividad, tomemos z,y € E tales que f(z) = f(y). Luego

fl@) = f(y)
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Tenemos asi que Y , pues f(z) = f(y) y llz|]| = ||lyll, y por lo tanto al multiplicar la
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igualdad por (1 + ||z||) obtenemos que z = y. Probamos entonces que es inyectiva, y como también es sobreyectiva,
concluimos que es biyectiva. Como la inversa existe, queda propuesto ver
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y que es continua. Esto ltimo se prueba de manera andloga a lo hecho para f.



