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Sean (E,|| - ||g) v (F,]| - ||r) dos espacios vectoriales normados, f : E — F y z¢ € E. Diremos que f es continua
en xg si

(Ve > 0)(30 > 0) [lz = zollp <0 = |[f(z) = f(zo)l|r <€

lo cual equivale a

V (n)neny C E tal que z, — 20 = f(x,) — f(20)

P2. Sean K : [a,b] X [a,b] — R una funcién continua y T : C([a, b],R) — C([a, b], R) definida por

b
T(f1() = [ K(s.050) de s € ol
a) Pruebe que T estéd bien definida, es decir, que Vf € C([a, b, R) se tiene que T[f] € C([a, b],R).
Solucién:

Dada f € C([a, b],R), debemos probar que T'[f] € C([a,b],R). Tomemos € > 0. Dado que la funcién K (-, t)
es continua (pues es la restriccién de una funcién continua), entonces 36 > 0 tal que

€

_ K _K - c
|z —xo| <0 = |K(z,t) (xo’t)|<C’(bfa)

donde C = m[é%] |f(#)| = || fllco- Usando el ¢ anterior, tenemos que
t€la,

IT[f](x) = T[f](zo)]
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de donde concluimos que T'[f] es continua, y por lo tanto estd bien definida.

IN




b)

Pruebe que T : (C([a,b],R), || - [loo) — (C([a,b],R),]|| - ||1) es continua. ;Seguira siendo continua si con-
sideramos la norma || || en el espacio de llegada? ;jPor qué?.
Solucién:

Claramente el operador T'(-) es lineal. Por lo tanto, para probar que es continuo, demostraremos que
1T < M| f|loo, para todo f € C([a,b],R) y para algin 0 < M < co. En efecto,

b
)| </ K (2, 8)] - [f£(2)] di S/ [Kloo - [[flloo dt = [ Klloo|flloc (b — @)

Luego, |T1]]: = / [71f)(a)] d < / €l (b= @) dt = [ (b= )2 ¥ por 1o tanto vemos

a
que para M = || K|« (b — a)? se satisface ||T[f]|l1 < M||f|/o0, de donde se concluye que
T : (C([a,b],R), ]| - |lec) — (C([a,b],R),|| - |]1) es continuo. Ahora bien, si en vez de integrar, tomamos
supremo, tenemos que

sup |T[f](2)] < [Klloo (0 — a)[[ £l

z€la,b]

y por lo tanto ||T[f]llcc < [[K|oo(d — @)||f]lco- Nuevamente, si tomamos M’ = ||K||«(b — a), tenemos
que ||T[f]ll1 £ M'||f||s, de donde tiene que T : (C([a,b],R),|| - ||ooc) — (C([a,b],R),|| - ||cc) €s también
continuo.

Pruebe que I = {f € C([a,b],R) : T[f] = f} es cerrado para la norma || - ||so

Solucion:

Sea {fn}nen C I, tal que f,, — Il /. Debemos probar que f € I. En efecto,

0<TUf1 = fllo = NTUT=TIfnl + Tlfn] = fr+ fr = fllo

ITLf) = T(fulllsc + IT[fn] = falloo + 1fn = flloo
ITLf = fallloo + IT1fn] = falloo + 1fn = fllo
TS = Falloo + 1fn = flloo

AT +DIf = falloo — 0
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es decir, ||T[f] — flloo = 0, y por lo tanto T[f] = f. Luego, f € I, probando asi que I es cerrado.



