FACULTAD CS. FISICAS Y MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE CHILE

MA2001-2 Célculo en Varias Variables. Semestre 2010-1
Profesor: Marcelo Leseigneur Awuxiliar: Victor Verdugo

Pauta Auxiliar 2

Martes 6 de Abril de 2010

P1. Sea (E,||-||) un evn. Demuestre que:

a) Sizg € Eyr>0,entonces B(xg,r) ={x € E: ||z — x0|| < r} es abierto.

Dado x € B(zo,r), se tiene que ||zg —z|| < r. Escojamos entonces, un # > 0 de modo que # < r —||zg — ||,
y probemos que B(z,#) C B(xg,7). En efecto,

yeB(x,7) = |lz—y|<r
= |z —yll <r—|[zo — 2]
= |lz =yl +[lzo — 2zl <7
= |lzo—yll <7
= y € B(xg,7)

de donde se prueba que B(zg,r) es un conjunto abierto. Ojo: de la tercera a la cuarta implicancia se
utilizé la desigualdad triangular.

b) Si (E,]|-]|) un espacio de Banach, y F' C E un conjunto cerrado, entonces el sevn (F, || - ||) también es de
Banach.

Sea (zn)nen C F una sucesién de Cauchy. Luego, es de Cauchy también en (E, || -||), y como este espacio
es de Banach, x,, — z, para algin z € E. Pero F es cerrado, y como (z,)nen converge, su limite estd en
F, es decir, x € F. Concluimos entonces que para toda sucesién de Cauchy en (F,|| -||), estas convergen
en F', y por lo tanto es de Banach.

¢) Sizg € E, entonces {xg} es cerrado.
Esto es directo del siguiente hecho:

Un conjunto A de un evn (E,||-||), es cerrado si y solo si toda sucesion convergente de
elementos en A posee su limite en A.

P2. Determine la falsedad o veracidad de las siguientes aseveraciones en R™. Justifique en cada caso.

1) Sea E un subconjunto de R™ dotado de una norma, entonces F = int(adh E).

Falso: Basta tomar un E C R™ cerrado, pues int(adh E) = int(E) # E. Por ejemplo, consideremos
E =10,1] C R, dotado de la norma | - |. Claramente int(adh E) = (0,1) # [0, 1].

2) Sea E un subconjunto de R™ dotado de una norma, entonces E = adh(int E).

Falso: Basta tomar un E C R"™ abierto, pues adh(int E) = adh(F) # E. Por ejemplo, consideremos
E =(0,1) C R, dotado de la norma | - |. Claramente adh(int E) =[0,1] # (0, 1).
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3) Sea E un subconjunto de R™ dotado de una norma, entonces E = int (E) UOE

Falso: Consideremos E = (0,1] C R, dotado de la norma | - |. Claramente int (E) U OE =
(0,1)U{0,1} = [0, 1] # (0, 1],

4) Sea E un subconjunto de R™ dotado de una norma, entonces int (E€) = (adh E)°

Verdadero: Probemos ambas inclusiones:

C) Sea x € int (E°). Luego, existe 6 € R tal que B(x,d) C E°, es decir, B(z,d) N E = (). Tenemos asi
que x no es punto adherente a E y por lo tanto € (adh E)°.

D) Sea x € (adh E)°. Entonces, existe p € R, tal que B(x,p) N E = 0, es decir, B(z,p) C E°. Tenemos
asi que x es punto interior de E° y por lo tanto x € int (E°).

Sea (E,||-|]) un evn, y A C E un abierto. Pruebe que int(0A) = 0.

Supongamos que int(0A) # (). Entonces, existe z; € int(0A), y como este conjunto es abierto, existe e; > 0
tal que B(x1,€1) C int(0A) C OA. Por definicién de A, tenemos que B(x1,e1) N A # 0y Bz, e1) N A # 0,
y por lo tanto existe xo € B(x1,€1) N A. Se sigue que x5 € B(z1,€61) C dA y x2 € A. Como A es abierto, existe
€2 > 0 tal que B(za,€3) C A, es decir, B(xa, €2) N A¢ = (). Pero esto contradice el hecho de que xo € A, puesto
que deberfa ser B(xs,€2) N A¢ # (. Se concluye entonces que int(dA) = 0.

Sea a,b € R tales que a < b. Pruebe que (C([a,b],R),|| - ||co) €s un espacio de Banach.

Es directo que (C([a,b],R),|| - ||oo) s un espacio vectorial. Lo que probaremos, es que dada una sucesién de
Cauchy {fn}nen C C([a,b],R), existe f € C([a,b],R) tal que {f,}nen converge uniformemente a f, es decir,
| fn = Fllooc — 0.

Consideremos { fy, }nen de Cauchy, y x¢ € [a,b] un real fijo. Probemos que la sucesion {f,(zo)}neny C R es de
Cauchy. En efecto, dado € > 0, Ing € N tal que Vm,n > ng se tiene que ||fn — finlloo < €. Entonces,

[fn(@0) = fm(zo)| < sup [fu(z) = fin(@)| = [[fn = finlloo <€

z€Ja,b]

lo cual prueba que {f,(xo)}nen es de Cauchy. Dado que (R, |- |) es de Banach, existe yo € R tal que
| fn(z0) — yo| — 0. Puesto que esto vale para cualquier xy € [a, b], podemos definir la funcién

fila,b) — R tal que  f(z) = lim f,(z)

n—oo

A continuacién, probaremos que || f, — f|lococ — 0. Como {f, }nen es de Cauchy, dado € > 0, Ing € N, tal que
Vn,m > ng se tiene ||fn — fmlloo < €. Luego,

Yz € [a,b] s vnﬂn Z no ‘fn(x) - fm(x)‘ S an - f'm” <e€

y haciendo m — oo tenemos que Vz € [a,b], Vn > ng |fn(z) — f(2)| < e. Tomando supremo sobre los z € [a, b]
se concluye que VYn > ng ||fn — fl| <€, y por lo tanto ||fn — f|lcc — O.

Lo tnico que resta probar, es que f € C([a, b],R). Sea z¢ € [a, b]. Por la convergencia uniforme, sabemos que

Va € [a,b], Ing tal que Vn,m >ng |fu(z) — f(2)] < g
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Si n > ng, entonces f, es continua en xg, y por lo tanto

36 >0 talque |z —xzo| < = |fn(x)—fn(x0)|<§

Por dltimo, si |z — x| < J, entonces

[f(@) = flzo)l = [f(@) = fal@) + fu(@) = fu(z0) + fulz0) — f(z0)]
< 3 + 3 + 3 =€

y por lo tanto f € C([a,b],R). Hemos probado entonces que (C([a,b],R), || - ||co) es un espacio de Banach.

Sea (C([0,2],R), || - |]1) v la siguiente sucesién decreciente de funciones continuas dada por

2" stz e|0,1]

fo(z) =
1 sizell,?]
para todo n € N. Pruebe que {f, }nen €s || - ||1-Cauchy, pero que no converge. Para ello, pruebe y utilice que
2 1 1
[ttt [ 5=
para todo n, h € N. Determine ademds el limite puntual de la sucesién. ;Qué sucede en (C([0,2],R), || - ||o0)?

. Converge? ;Es de Cauchy? justifique. ;Son equivalentes dichas normas sobre C([0, 2], R)?

Sea € > 0. Debemos probar que Iny € N tal que VYm,n > nyg se tiene || f,, — fn||l1 < €. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que m > n. Luego, m = n + h, con h € N. Probemos la indicacién:

2 1 2
/|fn+h—fn| _ /|fn+h—fn|+/ Furn — il
0 0 1
1 2
_ /|x”+h—x”|—|—/ -1
0 1
1
/wumh—u
0

1
< [
0
1
0
_ 1
on+1
: 1 -
Basta entonces considerar ng > — — 1, y por lo tanto {f,, }nen es || - ||1-Cauchy. Ahora, es claro que la sucesién
€
converge puntualmente a la funcién
0 sizel0,1)
fz) =
1 sizell,?
Supongamos que { f, }nen converge uniformemente, es decir, en (C([0,2],R),|| - || ). Dado que la convergencia
uniforme implica la convergencia puntual, y esta 1ltima no es a una funcién continua, se concluye que la sucesién
no converge uniformemente. Como (C([0,2],R),|| - ||sc) es de Banach, entonces {fy, }nen no es || - ||o-Cauchy.
Por 1ltimo, como si es || - [|;-Cauchy, se tiene que estas normas no son equivalentes en C([0,2],R), y por lo

tanto {fn tnen no converge en (C([0,2],R), || - |]1)-



