Control Recuperativo 1 MA11A—-Algebra

P1.—-
(i) (3 ptos.) Sea H = {(a,b) € IR? / a # 0}. Se define la siguiente operacién en H

(a,b) * (c,d) = (a-c,a-d—i—%).

Pruebe que (H, %) es un grupo. Es Abeliano?.

(ii) (3 ptos.) Sea (G,*) un grupo y G’ un subgrupo de de G. Sea f : G — G un
homomorfismo de grupos que satisface la propiedad: f(G’) C G’. Se define el conjunto

V={geG/IneN,f"(g) G}

donde f™ es la composicién de f con ella misma n veces y f' = idg. Probar que V es
un subgrupo de GG. Para ello pruebe previamente que si g € G y n € IN son tales que
/™(g) € G’ entonces f**1(g) € G’ y concluya por induccién que V m > n, f™(g) € G'.

P2.—

(i) (2 ptos.) Sea f :€ —C la funcién que a z €C asigna f(z) = 22. Pruebe que f~1(@)
es numerable (entendemos @ como {g+ 0i €C / g €@}).

(ii) (2 ptos.) Sea (fn)nemw la secuencia definida por fo = 1, f1 = 2 y paran > 0,
fn+2 = 2fn41 + fn. Probar por induccién que
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donde 2 aparece n + 1 veces.
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(iii) (2 ptos.) Calcular kz_o ( 2:) Para ello estudie previamente las sumas jgo ( Jn) y
2n
(2
>0 (*):
i=0 J

P3.— Sea K = {a + b/5 / a,b € @} con la suma y producto usual de JR. Asuma que
(K,+,-) es un cuerpo.



(i) (1.5 ptos.) Se define f : K — K por f(a+ bv/5) = a — bv/5. Probar que f es un
isomorfismo de (K, +,-).

(ii) (1.5 ptos.) Sea p(X) = ag + a1 X + a2 X? + ... + a, X™ un polinomio con coeficientes
en@. Probar que si ¢ € K entonces p(f(zo)) = f(p(z0)).

(iii) (1.5 ptos.) Pruebe que si a+b+/5 es una raiz de p(X) en K entonces a—bv/5 también
es rafz de p(X).

(iv) (1.5 ptos.) Suponga que el polinomio p(X) tiene grado 3 y que 2 + /5 es una raiz
de p(X). Pruebe que p(X) tiene una raiz en @.

Tiempo: 3 horas.



