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P1. (a) i) Recordemos que AAB = (A\ B) U (B\ A). Si AAB = B entonces,

Bﬂ(A\B) [(A\B)U(B\ A)]N(4\ B)
=(A\B)U((B\4)N(4\ B))
=(A\B)uU¢

=>A\B_¢

Luego B = AAB = ¢ U (B \ A), concluye que B = B\ A.

(ii) Una implicancia es directa:
(<) Si A = ¢ entonces AAB = (¢NB)U (BN¢°) =¢UB = B.

(=) Si B = AAB entonces A\ B = ¢ por la parte (i) lo que implica que A C B.
Entonces B = (B \ A) U A, donde la unién es entre conjuntos disjuntos. Pero también
por la parte (i) B\ A = B, luego B= BUAy BN A = ¢. Concluimos entonces que
BNA=¢=(BUA)NA=(BNA)U(ANA)=¢UA=A. Hemos probado que A = ¢.

b) i) Sea n = 1, luego n® + 5n = 6 y 6/6. Es decir, la propiedad es cierta para n = 1.

Supongamos que la propiedad es cierta para un cierto n € IV \ {0}, es decir, 6/n3 +
5n. Probemos que bajo este supuesto tb. se tiene la propiedad para n + 1, es decir,
6/(n+1)%+5(n+1).

Desarrollemos la tltima expresidn:

(n+1)2+5(n+1)=n*+3n+3n+1+5n+5
= (n®+5n) + 3n(n+ 1+ 6)

@ o también pues n V (n + 1) es par, luego

n
Pero (@) es un entero, pues . i =

i=1
(n+1)3+5(n+1) = (n®+ 5n) + 672D 16,

Como n2 + 5n = 6 - K por hipétesis de induccién se tiene que:

1 _ _
(n+1)3+5(n+1):6[K+@+1]=6-Kconxew.
y 6/(n+1)3+5(n+1).
1 n
ii) Sea n = 1, luego Z%z 2—%=1,esdecizi2= — L paran = 1,

=1
probando la propiedad.



n
Supongamos que para n € IN \ {0}, la propiedad es cierta es decir 3 & <2— 21y

probemos que sigue siéndolo en n + 1.

Para ello desarrollamos,

n

+

1 n
1 1 1 1
=3 Sty <2+
i? 7}2+(n+1)2_ n+(n+1)2

i=1 i=1

1 1 _n2+2n+1—n_ n?+n+1 1 n 1
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Y. 5<2- - <2-
1 n+1 (n2+n)(n+1) n+1
<0
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P2. (a) i) Reflexividad: Sea z € IR, entonces #2 + z = 22 + z y R es reflexiva.

Simetria: Sean z,y € IR tales que xRy, entonces =2 + y = y? + x, pero la igualdad
en IR es simétrica luego y% + = = z2 + y que equivale a decir yRx. Hemos probado
que TRy = yRz.

Transitividad: Sean z,y, z € IR tales que xRy A yRz, es decir por definicién se tiene
que:

x2+y=y2+z/\y2+z=z2+y=>$2—z=y2=y/\y2—y=z2—z
entonces usando la transitividad de la igualdad se obtiene
P —rx=2-281+2=2"+z% Rz
Esto prueba que R es transitiva.
(ii) La clase de a € R es [a]g = {z € R/xRa} = {z € R/z?> + a = a® + z}.

Es decir hay que resolver la ecuacién,

> —z+a(l—a)=0
(x—a)(z—(1—-a))=0
=2zrx=aVzr=1—-a
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= [a]r = {a,1—a}.
(b) (i) Inyectividad: Sean z,y € IR tales que f(z) = f(y), luego
fofl®)=fofly)war+l=y+leor=y
Es decir f es inyectiva.

Subreyectiva: Si f(IR) # IR entonces f(f(IR)) # IR pues f(IR) C IR. Pero fof(IR) =
IR, 1o que es una contradiccion y f es sobreyectiva.

(ii) Si f es un homomorfismo entonces se tiene que f(0) = 0 que es el neutro para la
suma. Pero si esto es cierto entonces fo f(0) = f(0) = 0. Pero fo f(0)=0+1=1,
lo que produce una contradiccién.

Luego f no puede ser un homomorfismo de (IR, +) en (IR, +).

P3. Sean a,b € G debemos probar que a *b = b * a. Si usamos la propiedad del grupo,

se tendra que:
(axb)*(axb)=(axa)x(bxb)

Pero en el grupo la operacién es asociativa, asi que la igualdad se puede escribir

' ax*[(bxa)*bl=ax[(ax*b)xD

como en un grupo todo elemento es cancelable se obtiene.
(bxa)xb=(axb)xb
nuevamente usando la cancelabilidad de los elementos se obtiene.

bxa=axb

(b) Para probar que (G, *) es un subgrupo de (G, *) basta probar que Vf,g € G se

tiene que fog~! € G.

Busquemos g~ !. Si g(z) = z + b entonces g~ !(z) = x — b. Luego para f € G con
f = x + a se tendra que

fog @)= fla™ (@) = fla—b) =z —b+a

Es decir fog™! € G pues —b+a € R.



