CONTROL RECUPERATIVO
ALGEBRA MAI11A

31 DE AGOSTO, 2003

Tiempo : 3 horas

Problema 1:

(1) Sea {ap}nen una progresién aritmética de razén d. Entonces, pruebe que:
(a)

ap — ai

=n—1.
7 n
(1 ptos.)
(b)

— 1 o on—1

— \Vai+Jar Jan +\/ar
(2 ptos.)

(2) Considere la sucesién definida por recuerrencia de la siguiente forma:
a1 =a9 =1 ap=1+a,_1+ 2a,_9, Vn>3.
Pruebe que para todo n > 1 se tiene que
-1)"+1
2

(3 ptos.)

Solucion:

(1) (a) Notemos que si {ay }nen €s una progresién geométrica de razén d, entonces se tiene que
an =ag+nd, VnéeN,

luego
an — a1 = (ag + nd) — (ag + d) = (n — 1)d,

es decir,




(b) Notemos que

n—1 n—1

1 . Z 1 ) \/Ei — £/ Ai+1
= Vit /A = Vai +airr Vai— /Ay
1
B nZ: Vai — \/ait1
aj — Qj41

i=1
n—1

. Z A — /A1
i=1

—d

=23 (aw - va)
1

(Notemos que este problema también se puede resolver utilizando induccién
matemadtica.)

(2) Para probar esto, aplicaremos induccién matemaética.
Notemos que

a=1=20— ((_1)21+1>,

lo que prueba que la identidad es verdadera para n = 1.

Hipoétesis de Induccién:
Supongamos que

Tesis de Induccién:
Por demostrar que




En efecto

n+1 =1+an+ 2an_1(1)n O 1141
e e ()
=14+2"71 - <(_1)2n+1> 42t (=)l — 1
_on (—1); +1Y\ (—1)1
_on _ (—1); +1) (—1)n+
_on_ (-)"+1+ 2(—1)n+1)

o ((—1)"+1 +21>
B 2

Problema 2:

(1) Encuentre todas las soluciones z € C de la ecuacién

4 2 4
(z —4%3) +<z —:3)_2_0.
z z

1
Re< +Z>>O si |z| < L.

(2) Pruebe que

1—=z2

(2 ptos.)

(2 ptos.)

(3) Sea z, = xp, + iy, = (1 + 2\/3)% Encuentre la forma polar de z, y pruebe que la parte real

de z,, x,, verifica
Ty +8x,-1=0.

Solucién:
(1) Sea
24 +3
A

)
entonces se tiene,

WCHu—2=0=>u=1 Vu=—2,
asi si u = 1 tenemos que

2 +3

—=1=43=2'=3=0,

z
lo que es imposible y © = 1 no tiene solucion.

Si u = —2 entonces se tiene que

24 +3

—=2=243=-2"'=3=-3"= 2= -1,

z
lo que muestra que las soluciones son las raices cuartas de -1, luego como

oA
—1 =",

(2 ptos.)



entonces las raices cuartas de -1 son de la forma
2 = (T 2km)/4 k=0,1,23,

)

es decir
20 = €™/ 4
2 = ei37r/4’
29 = ei57r/4’
23 = ei77r/4'

(2) Notemos que si z = (a + ib) € C entonces
1+z l+a+ib  (L+a)+ib (1—a)+ib [(1—a®) —b%] +2ib
l—-2 1-a—ib (1—a)—ib (1—a)+ib  (1—a)2+0b2

Luego

1—a?)—b%|+2ib 1—a?-b?
Re (1+Z) = Re ([( (1_l>2+]$ ) = El_a)2+b2) >0 (1—a?—b?%),
por lo tanto

1+2 (1-a®-10%) 7,2
= b 1 1.
Re(l_z) (1—a)2+b2>0<:>a <l<=|z| <

(3) Notemos que si
z=1+iV3,
entonces

y luego
. 3n . .
2y = 2" = (26”/3> = 23T — e — 8™ (cos (nr) + dsen (nw)) = 8™(—1)".
Asi tenemos que
x, = 8"(—-1)",
y de esta forma
T + 87,1 = 8"(—1)" + 88" 1 (—1)" 1 =8" ((-1)" + (-1)" 1) = 0.

Sea z, = Tp + Ty = (1 + z\/g) o Encuentre la forma polar de z, y pruebe que la parte

real de z,, ©,, verifica
Ty +8xy_1 =0.

Lo que completa la demostracién.
Problema 3:
(1) Sean (G,-) y (G',x) dos grupos y sea ¢ : G — G’ un homomorfismo entre grupos. Sea e el
elemento neutro de G’. Sea H el kernel de ¢, es decir
H={heG : ¢h)=c¢e}.
Si definimos para cada a € G el conjunto
H-a={h-a :heH}.
Pruebe que
H-a={zxeG : ¢)=0¢a)}.
(2 ptos.)



(2) Sea S =R\ {—2} y definamos la operacién
a*xb=2a+2b+ ab+ 2, Ya,b e S.

(a) Pruebe que * es conmutativa y asociativa en S.

(1 ptos.)
(b) Encuentre, si es posible, el neutro e € S para * en S. Pruebe ademdas que (S, *) es un

grupo Abeliano y para cada a € S, encuentre a~!.

(1 ptos.)
(c) Sea
H={2"-2 : VYnelZ}.
Muestre que (H,*) es un subgrupo de (S, *). Ademés si definimos
a*xa*---%a, m >0
—_—
m—uveces
o™ ={e, m =20
alsxa s .xal m<o.
m—?}reces
Pruebe que existe a € S tal que
H:{a(m) : mEZ}.
(2 ptos.)

Solucion:

(1) Para demostrar esta igualdad de conjuntos, probaremos la doble inclusién.

Veamos en primer lugar que
H-aC{zeG : ¢x)=9¢(a)}.
En efecto, sea x = h-a € H - a, luego como ¢ es un homomorfismo de grupos, se tiene que
¢(z) = ¢(h-a) = ¢(h) x ¢(a) = e x ¢(a) = ¢(a),

lo que prueba la inclusién.

Veamos ahora que
{reG : ¢)=¢(a)} CH-a.

En efecto, sea z € G tal que ¢(z) = ¢(a), entonces se tiene que como a € G, existe a~* € G,
el inverso de a, por lo tanto tenemos que puesto que ¢ es un homomorfismo de grupos

$(x-a™) = ¢(x) xp(a™) = d(a) ¥ p(a™) = p(a-a™') = e,
Asi tenemos quezx - a~! € H y luego existe h € H tal que
h=xz-a'<=h-a=x= x¢€ Hcota

y por tanto se prueba la segunda inclusién.

Luego tenemos que

H-a={zxeG : ¢x)=¢(a)}.



(2) (a) Veamos que * es conmutativa y asociativa en S.
Notemos en primer lugar que si a,b € S, entonces a b € S, en efecto si
axb =-22a+2b+ab+2=-2<a(24+b0)+20+4=0
Sa2+b)+20b+2) =0 (a+2)(b+2) =0,

lo cual es imposible ya que a,b € S =R\ {—2}.

Veamos la conmutatividad, en efcto sean a, b € S, entonces dado que (R, +, -) es un cuerpo,
se tiene que

axb =2a+2b+ab+2=2b4+2a+ba+2=">xa,

lo que prueba la conmutatividad.
Veamos ahora la asociatividad, entonces si a, b, c € S, entonces
(axb)xc =(2a+2b+ab+2)x*c
=22a+2b+ab+2)+2c+ (2a 4+ 2b+ ab + 2)c + 2
=4da+4b+ 2ab+ 4 + 2¢ + 2ac + 2bc + abc + 2¢ + 2
=4da+4b+ 4c+ 2ab + 2ac + 2bc + abe + 6
=2a+ (a(2b+2c+bc+2) +2(2b+2c+ bc+2)) +2
=2a+2(2b+2c+bc+2)+a(2b+2c+bc+2)+2
=ax*x(20+2c+bc+2)=ax(bxc),
lo que prueba la asociatividad.
(b) Busquemos el neutro e en (S, *). Sea a € S, entonces si e € S es el neutro se tiene que
axe =a=—=>2a+2e+ae+2=a=a+ae+2e+2=0
—a(l+e)+2(e+1)=0= (a+2)(e+1) =0,
y dado que a € S = R\ {—2}, entonces
(a+2)(e+1)=0,YVae€ S < e=—1,
asi el elemento neutro de (S, %) es e = —1.
Para demostrar que (5, *) es un grupo, nos resta mostrar que para cada a € S, existe un
inverso, es decir, existe a=! € S tal que
axa t=—1.

En efecto,
axb=—-1 <= 2a+2b+ab+2=-1
<~ 2a+2b+ab+3=0
<~ bla+2)=-2a—-3

—2a — 3
<—b=——-—
a+2
y como a # —2, entonces tenemos que
a — T a8
a—+2

lo que muestra que cada elemento a € S tiene un inverso.
De lo anterior se concluye que (S, *) es un grupo Abeliano.



(¢) En primer lugar veamos que H es un subgrupo de G. Sea n € Z, entonces
—2(2"-2)—-3 —2nl4y4-3 ol
(2 —2)4+2 2n N 2n
luego para cada n € Z tenemos que
(2" -2y t=2""_2¢cH.
Asi que nos resta probar que para cada a,b € H se tiene que a *b~! € H. En efecto, sean
(2™ —2),(2™ — 2) € H, entonces
(2" —2)x(2m—2)71 =(2" —2)x (27 —2)
=2(2"-2)4+2(27m-2)+ (2" —-2)(27™ —-2)+ 2
:2n+1_4+21—m_4+2n—m_2n+1_21—m_|_4+2
=2""" _2 € H,
lo que prueba que H es un subgrupo de G.

(2" —2)7t = = 242" =2""_2

Nos resta ver que existe a € H tal que

H:{a(") : meZ}.
Buscaremos a € H tal que

o™ =9"_92 vneZ
Como

a® =1 y M =a
entonces supondremos que
a=ab =2"—2=0,

Por demostrar que O(n) = 2" — 2 para todo n € Z. Es claro ver que basta probar que la
identidad es verdadera para n > 0, ya que (0(n))~! = 0( — n).

Es claro que la identidad es verdadera para n = 1, aplicaremos entonces induccién
matematica para probar esta identidad.

Hipétesis de Induccién:
Supongamos que

0k) =2k _2 vk <n.
Tesis de Induccién:
Por demostrar que

0t = ontl _ o,

En efecto, notemos que
0t =) 0
=2.0M2.040M™ .04 2
=2-(2"—-2)+2
=2.2"—4+42
=2t — 2,
lo que prueba que para todo n € N se tiene que
0 =om — 2,

ademas como

0™ = (W)=t =2 _ 2,



se prueba que para todo n € Z se tiene que
0™ =2om — 9,

por lo tanto
H={0"™ :nez}
lo que completa la demostracion.



