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Fecha: 8 de agosto del 2002
Tiempo: 3 horas

Pauta Control Recuperativo MA-11A Algebra

(a) Debemos probar que el conjunto {h € H| h > 0} tiene algin elemento.
Sea z € H tal que x # 0 (este = existe pues H # {0}). Siz > 0 se
tiene que z € {h € H| h > 0}. Si z < 0 se tiene que, como H es
grupo, —x € H. Luego (—z) € {h € H| h > 0}.

[0/0.5 ptos]

(b) Sea z € dZ. Es decir, z = dk para algin k € Z. Debemos probar que
x € H.

e Caso 1: k£ =0.
Aqui z = 0y, como (H,+) es subgrupo de (%, +), el neutro 0 € H.
[0/0.5 ptos]

e Caso 2: k> 1.
Aqui z = d+---4+d. Como d € H 'y H es cerrado para la
—_——

k
operaciéon +, se tiene que x € H.

[0/0.5 ptos]

e Caso 3: k < —1.
Aqui z = (=d)+---(—d). Como —d € H (H es grupo) y H es

- 7

Ikl
cerrado para la operacién +, se tiene que z € H.
[0/0.5 ptos]

(c) Seah € H con h > 0y consideremos también el elemento d = min{h €
H| h > 0}. Por el Teorema, existe un unico par ¢, € N tal que
h=qd+7y0<r<d Porlaparte (b) sabemos que ¢d € H, y
luego r = h —qd € H (ya que —qd € H, h € H, y la operaci6n es
cerrada). Sir > 0 habria una contradiccién pues existiria un r € H
tal que 0 < r < d. O sea, r = 0y se concluye que h = gd con ¢ > 0.

[0/2 ptos]

(d) Ya sabemos que dZ C H. Debemos probar que H C dZ. Sea h € H.
Lo que se debe hacer es escribir A de la forma dk con &k € Z.

e Caso 1l: h=0
Obviamente, h = d0.
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e Caso 2: h >0
Aqui se deduce, por (c), que h = dg con g > 0.

e Caso 3: h< 0
Se tiene que —h > 0 y luego, por (c), —h = dg con ¢ > 0. Se
concluye que h = d(—q) con —¢ < 0.

[0/2 ptos]

(a) e Sean =0.32%0+1 4 9042 — 3 1 4 = 7 es divisible por 7.
e Sea n > 0. Asumamos que 3*"*1 4 22 = 7q. Sigue que:

32(71,—1—1)—1—1 + 2(71,—1—1)—1—2 - 9% [3271,—1—1 + 271,—1—2] + 7% 32n+1
= 7X [2a+ 3211
- 78

de donde se deduce el paso inductivo.
[0/3 ptos]

(b) =) Sea cos(#) + isin(f) una raiz compleja de p(z). Como los coefi-
cientes del polinomio son reales también cos(f) — isin(f) es raiz. Es
decir,

p(x) = (z— cos(f) —isin(f))(z — cos(#) + isin())
= 2%+ 2cos(f) + cos®(d) + sin*(0)
= ®4+az+1

Como —1 < cos(#) < 1, se tiene que —2 < o = 2cos(f) < 2.

[0/1.5 ptos]

<) Sabemos que las soluciones de la ecuacién cuadréitica son

—a+iv4d—a? —a — V4 — o?
T = 9 y o2 = 9

Sigue que
o + (4 — a?)

=1
4

[@1]” = |zaf* =

[0/1.5 ptos]

. _ 2
(a) 1 D ey ﬁﬁ(zk —2) =3 ||z:,J|

— 23 k1 |_j:‘| =Dk |2l
[0/1.5 ptos]



i3 e ekl = 2hm é—;(zk—z) < Dkt ||j—:|||zk—z| < Dkt lzm—al.
[0/1.5 ptos]

Zn k qn+1_1 . 1,.2n+2_1 . 7.2n+1_T—1

k=09 = g—1 —  r2-1 - r—r=1

Tn(Tn+1_T—n—1)
r—r—1

[0/1.5 ptos]

ii. Vamos a calcular la parte real de > ;_,((¢")?)* de dos maneras
distintas.

o S o((E0)F = Y€)= Y (cos(2k8) + isin(2K0)).
La parte real resulta ser ) p_, cos(2k6).

n i ei€ n ei€ n+1_ ei€ —n—1
Zk:o((e 0)2)k = ((eie)_ eia(—1) )
einG(ei(n+1)€_ei(—n—1)€)

210 _gi(—0)
(cos(nd)+isin(nd))(2isin((n+1)8))
(2i sin(0))

cos(nb) sin((n+1)8)
sin(8)

La parte real de la expresion es , con lo que se

tiene el resultado.
[0/1.5 ptos]



