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Pregunta 1.

(i) Es claro que * es ley de composicién interna pues si a, ¢ son # 0 entonces a - ¢ # 0
y todos los elementos de (a, b) * (¢, d) son reales.

(i.1) Asoc.

((a; b) * (c, d)) * (e, f) =

—(@ e a-dti)s(ef)=(a-c-ea-c- f 42—

€

(@) () = (0. ) = (@)« ((ee) e - £ +2)

= (a- c-e,a-c-f—l-a-g—l-i):@)

claramente (1) = (2)
(i.2) Neutro: Busco (z,y) € H tal que (a,b) * (z,y) = (z,y) * (a,b) = (a,b) (a, b) *

(w,y) = (a'waa'y—l' %) = (aab)

=a-z=a=z=1 puesa#0

b
a-y—l—;:b:>a-y:0:>y:0

= (z,y) =(1,0) y (a,b) *(1,0) = (a,d).
Al revés: (1,0) * (a,b) = (a,b+ 2) = (a,b)
= e = (1,0) es neutroy estd en H.
(i.3) Inversos: dado (a, b) € H debo encontrar (x, y) € H tal que (a, b) * (x, y) =
(x, ¥) * (a, b) = (1,0):
b
(a,b) * (z,y) = (a -z,ay + —) =(1,0)
T

1



= a- -z =1=x =

Q|

b
a-y+—=0=>ay+ab=0= y = —b
i
e(oy) = (5 n) gl 202 (2 b e H
w7y_a7 ya a7 .

Se tiene que,

1
(a,b)*(—,—b):(l,ﬂ)
a
1 1 —b)
—,—=b by=1(1,—-b+ —=
v Gt = (15 00+ 2)
b b
—(1,-—-)Y=(1
(1,2~ %)= (1,0)
= (aab_l):(%a_b)
Luego (H, *) es grupo.
Veamos si es conmutativo:
b
(aab)*(cad):(a'caa'd—l__)
c

(Cad)*(aab) = (a'cac'b—l' é)

a
Para que sea conmutativo se debe tener,

b d
a.d—|——:b.c_|__
C a

Sitenemosa=1,d=1 b=c=2

b
>a-dt-=1+1=2
C

d
bc+—=44+1=35

a

Luego no es Abeliano



(ii) Probemos la indicacién:

Si f*(g) € G', como f (G') C G' entonces
f (f* (9)) € G', o equivalentemente f**! (g) € G .

Por induccién partiendo de n se tendrd que V. m > n, f™ (g9) € G
Probemos que V es subgrupo:

Sean g, h € V. Luego existen n, m € IN tales que f* (g) € G'y f™ (h) € G .
De la indicacién se tiene que si 72 = maz {n,m} entonces f* (g) € G' y f* (h)
e G
Entonces f™ (g*h™') = f* (g) * f* (h71)
=f*(9) = (f* (R))™
Como f* (g) € G' ,f* (k) € G'y G’ es subgrupo
entonces f” (g) * (f* (h))™! € @' . Concluimos queg * h™! € V.
Esto prueba que V es subgrupo.



Pregunta 2.

(i) Dado g € @ se tiene que Z? = g tiene 2 soluciones.
Luego f'@)= U 7 *({q}) es una reunién numerable (pues @ es numerable) de
7 €Q

conjuntos finitos. Luego es numerable.

(ii) n=0: L_2_9

fo 1 7
) QLSS R W
fn 2+ 517
1
2+ 5(11 - veces)
n—-n-+1:
n 2 n n n
fate  2fni1 t f _9. f
fn—l—l fn—l—l fn—l—l
(55.0)
1
=24 (fn-|—1) ((n+ 1) - veces)
fn
(iii) Se tiene que,
2n
2
. Z ( n) = 2" (B.Newton)
u=o \J

" () 1= -1 =0 (BNewton)

=0 7



Sumando,

% (5) % (5) v

=0

0 si j impar
2 si j par

)2:22n

(2n> _ 92n—1
27



Pregunta 3.

(i) - f es sobreyectiva pues dado(a + b v/5) € K se tiene que f (a — b /5) = a +
b5 y es inyectiva pues si

flar + b \/5) = f (a2 + b2 \/5) entonces

(a1 — az) = (b] — bz)\/g con (a1 — az) € Q y(bl — bz) € Q

Si(by —by) # 0 entonces v/5 estd en® que no puede ser, luego by — by =0 y a3 —
as — 0

Veamos que

flla+bvB)+(@+ bv5)= fa + bv5) + f(a + b5

En efecto, f (@ + bv5) + (@ + bV56)) = f ((a+a) + (b+b) V5)

Veamos la misma propiedad con el producto,

F((a+bV5) - (@+bv5)= f(aa + 5bb + (ab + ab) V5)
(aa + 565) — (Eb—l-aZ)\/g
—aa + 56b —ab\v5 — abs
:(a—b\/g)-(ﬁ—Z\/g)

= f(a +bV5) - f(@+ bv5)



=3 F (@) - (f(=0))
pero a; € @ luego f (a;) = a; = = Z a; - (f(wo))z

(iii) 2o = @ + b+/5 esraiz de p(z) luego,
p (#o) = 0. Usando (ii) tenemos que,

f(p(z0)) = £(0) = 0 = p(f (20))
0 = p(a— bV3)

Luego @ — b+/5es raiz.

p(w)zao—l—alw—l—azwz—I—a;;w3

A - @V - @ VE) (e — e
(descomposicién en €') usamos que (2 + v/5) y (2 — +/5) son raices.

Luego, p (z) = A (2 — 4z — 1) (z — z3)
= )\(wa — (=3 + 4)w2 + z3)

Como ag, a1, az, ag € @) se tiene que A € @

yAez € @ luego z3 € Q.



