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P1.-

(a) Ver que R es relacién de orden:

Refleja:

Se sabe que p A p < p, por lo tanto pRp

Antisimétrica:

Sean p, q tales que (pRq) A (¢Rp), se ha de probar que p < ¢. Veamos que tienen el mismo valor de verdad.
Si p es V, entonces como ¢Rp, se tiene que ¢ A p < p <V, lo que implica que ¢ debe ser verdadera.

Si p es F, entonces como pRyq, se tiene que g Ap < gy como p es F', g Ap < F, luego q debe ser F. Se
concluye que p < ¢, y por definicién p = q.

Transitiva:

Sean p, q,r tales que pRq A ¢Rr, se ha de probar que pRr.

Se tiene que (p A q < q) A (g Ar < r),de manera que se tiene:

pATrSpA(GAT) S (PAQ AT S gATr ST

es decir p A r < r, por lo tanto pRr.

(b) Para ver que es de orden total, tomando p, ¢ proposiciones, basta ver que si ~ (pRq), entonces ¢Rp
(pues cambiando el orden de p y q y con el mismo argumento se ve el otro caso).

Se supone entonces que ~ (pRq), es decir las proposiciones p A ¢ y ¢ no tienen el mismo valor de verdad.
Se tiene que si g es F', entonces p A g también es F', por lo que esto no puede ser. Se tiene entonces que ¢
es V, lo que implica que p es F', y en este caso p A ¢ tiene el mismo valor de verdad que p. Se concluye que
la relacién es de orden total.

P2.-
(a) Se tiene que la relacién es de equivalencia. Para ver que es refleja se observa que para (z,y) € Z X Z

z+y—z—y=2-0

y 0 € Z. Para ver que es simétrica, se toman (a1, a2)R (b1, b2) con ay, az, by, by € ZZ observando que entonces
a1 + ag — by — by = 2k con k € Z, como —k también es un entero, se tiene que by + b — a1 —as = 2(—k) y
asi (bl, bg)R(CLl, CLQ).

Finalemente para ver que es transitiva, se toman (ai,a2)R(b1,b2) (a través de k1 € Z) y (b1, b2)R(c1,c2)
(relacionados por ky € Z). Se tiene entonces que:

al—i-ag—q—cQ:a1+a2—b1—b2+bl+bg—cl—02:2k:1—|—2k2:2(k:1+k:2)



Como k1, ko € Z se tiene que su suma es también entero.

(b) [(0,0)] = {(a1,a2) € Z*|ay + ag = 2k, con k € Z} = {(a1,az) € Z*|a; y as tienen la misma paridad }.
Por otro lado:

[(1,0)] = {(a1,a2) € Z*|ay + a2 =2k + 1, con k € Z} = {(a1,a2) € Z?|a1 y as tienen distinta paridad }
(c) Claramente la unién de ambas clases de equivalencia estd contenida en A = Z2, falta ver la inclusién
en el otro sentido. Tomando (a1, az2) € A, se tiene que como ap, as son enteros, o bien son ambos impares,
ambos pares o son un par y un impar. En los dos primeros casos, se tiene que (aj,as) € [(0,0)], y en el
segundo caso en que son un par o un impar (independiente de cudl de los dos sea par), (a1, a2) € [(1,0)].
(d) Una biyeccién entre las clases de equivalecia es asociar a un elemento (a1, a2) € [(1,0)] el elemento
(a1 — 1,a2) € [(0,0)]. Es decir considerar la funcién f(ai,a2) = (a1 — 1,a2). Hay que verificar que esta
funcién estd bien definida ( es decir, que si (aj,az) estd en el dominio, (a; — 1,a3) estd en el conjunto de
llegada) y que es biyectiva, lo que queda como un ejercicio propuesto (bueno para repasar funciones).

P3.-

Este problema se puede hacer de la manera “habitual” demostrando que se cumplen las propiedades de
acuerdo a la definicién que se da. O bien es posible recordar que la definicién de una relaciéon es como un
subconjunto del producto cartesiano (es decir R C R x R) y que 2Ry es equivalente a decir (z,y) € R.
Observando las relaciones de esta manera, es ficil notar que R1Q2Ry < R1 C Rp, y probar que la inclusion
es relacién de orden queda como un ejercicio. Para ver que es orden parcial, basta ver que dos relaciones
disjuntas (R; N Ry = 0) no estén relacionadas en ninguno de los dos sentidos.

P4.-

(a) Se tiene que es relacién de equivalencia, es refleja porque para z € Q7 z=1= p°. Se tiene que es

simétrica, porque si z,y € QT zQ,y < % = p® con a € Z, se tiene que —a € Z, luego se tiene que % =p ¢

y por lo tanto y€),.

Finalmente la transitividad viene del hecho de que si z,y,z € QT son tales que xQ,y, y,z, entonces se
. . y - . .

tienen i, an € Z tales que % = p* y £ = p®?, por lo tanto multiplicando estas dos igualdades se obtiene
z poé1+a2_

z

(b) Se tiene que [1]q, = {2 : a € Z}

P5.-

(a) Se tiene que R es relacién de equivalencia. En primer lugar es refleja pues, tomando k = n, f (n) (x) =
id(x) = x, por lo que zRx. En segundo lugar tenemos que si Ry, entonces existe k tal que f¥)(z) =y,
de esta igualdad y el hecho de que f) = 4d se tiene que aplicando (%) se obtiene z = f("—*) (y), por
lo que como 1 < n —k < n, yRx. Luego, la relacion R es simétrica. Por iltimo se tiene que la relacién es
transitiva, pues si se toman z,y,z € A de modo que TRy, yRz, se tiene que existen 1 < ky, ko < n, tales
que fE)(z) =y y fk)(y) = 2.

Aqui se tiene que si kq + k2 < n, entonces aplicando f*2) a la primera igualdad se obtiene f(k1+k2)(m) =z,
por lo que zRz.

En caso de que k1 + ko > n, se tiene que como ki,ke < n, k1 + ko < 2n, por lo que observando que
1 < ki +ke—n<ny que componiendo f*2) en la primera igualdad como en la ocasién anterior, se tiene
que z = flth)(g) = f() o flhatho—n)(z) — flkatha=n)(3) v asi se concluye que zRz. La relacién R es
transitiva.

(b)

(b.1) Para ver que f verifica la propiedad enunciada, basta ver que f ®) = id

(b.2) Se tienen las siguientes clases de equivalencia:



P6.-

(a) Para ver que es relacién de equivalencia se ve que es refleja, pues para cualquier X C E, ANX = ANX,
y luego XRX.

Se ve que es simétrica, pues si X, Y C E, se tiene que si XRY, entonces ANX = ANY, pero esto es
equivalente a ANY = AN X, lo que significa que YRX.

Por tdltimo, se ve que es transitiva, pues si se toma X,Y, Z C F, tales que XRY, YRZ, entonces se tiene
que ANX=ANY yque ANY =ANZ,y de ello se tiene que ANX = AN Z, por lo tanto XRZ.

Se concluye que R es relacion de equivalencia.

(b) Se observa que P(E)/R = {[X]|X € P(E)}, dado que A C E, claramente P(A) C P(E) y por lo
tanto I = {[X]|X € P(A)} CP(E)/R.

Para mostrar la otra inclusién. Se considera Z € P(E)/R, es decir Z = [X| para algin X € P(E).

Se tiene que ANX = ANANX, por lo que AN XRX, con lo que se tiene que Z = [X] = [AN X, y como
se sabe que AN X C A, se tiene que Z = [AN X] € I.

(c) Setiene quesi X,Y € P(A), y se tiene X # Y, entonces observando que ANX = X,y que ANY =Y,
como X # Y, se tiene entonces que AN X # ANY, por lo tanto X no estd relacionado con Y, y por lo
tanto sus clases de equivalencia son distintas: [X] # [Y]



