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P1.-
Dado que f~!(z) = "”T_Q, se tiene que f(z) = 3z + 2. En efecto:
-2
(Fof M@ = 375—+2
= x—2+2
= =z
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Y
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= =z
Ahora se observa que:
(@) 3z + 2 3z + 2
(o) €Tr) = —
g 922 + 122 +5  (3z+2)2+1
De lo que se concluye que g = x%ﬂ

P2.-

(a) = Si f es inyectiva se tiene que como g es biyectiva, en particular es inyectiva y la composicién de
funciones inyectivas es, asimismo, inyectiva.
< Si fog es inyectiva. Dados z1,z9 € A tales que f(z1) = f(z2), por ser g biyectiva existen y1,y2
€ Acon 1 = g(y1) y 2 = g(y2). Se tiene entonces que fog(y1) = fog(y2) y como fog es inyectiva,
Y1 = Yy, por ser g una funcién, esto implica que x; = xo.

(b) = Si f es sobreyectiva, como g es biyectiva, en particular es sobreyectiva y la composicién de funciones
sobreyectivas es, asimismo, sobreyectiva.
< Si go f es sobreyectiva, dado que g es biyectiva, existe su inversa ¢! y ésta es biyectiva. Observando
que f = g~ 'o(gof), se concluye que f es sobreyectiva por ser composicién de funciones sobreyectivas.
Nota: Observe que este mismo argumento puede ser utilizado para probar < en la parte (a).



P3.-

(a) Se tiene que claramente la funcion f va de A en R, luego basta probar que se cumple que f(0) +
(1) + f(2) + f(3) = 0, veamos que esto es cierto:

FO+FM)+F2)+FB) = foT(0)—f(0)+ foT1) = f1)+foT(2) = f(2)+ foT(3) - f(3)
F) = F0) +£(2) = f(1) + £(3) = £(2) + £(0) = £(3)
=0

(b) Se tiene que si se prueba que existe A~! la inversa de A, demostrando que efectivamente es la inversa,
se concluye que A es biyectiva (y se tiene su inversa).

Se define la funcién T' : I — D tal que I'(f) satisface que I'(f)(0) = —f(0) — f(1) — f(2) — f(3),
(M) =—=f1) = f2) = FB3), T(/)(2) = =f(2) = f(3), T(f)(3) = —f(3). Es claro que para f € I,

I'(f)(0) =0, luego I'(f) € D. Seveque 'oc A =id = AoTI":
(To A)(f)(0) =T(f)(0) = —f(0) — (1) = f(2) — F(3) = 0= f(0)
(ToA)(NHD) =T(NH(1)=-f(1
(ToA)(f)(2)=T())2)=~-Ff(2) - B3
(ToA)(NB)=T(NHB)=—f(3) =
Con lo que I' 0 A = id. Anédlogamente se prueba que A oI = id

(a) Si h € F, h es biyectiva y como f € F, f también es biyectiva, luego su composicién es biyectiva y
es funciéon de E en E, luego ho f € F.

(b) Considerando g € F, se ve que go f~! pertenece a F, pues g es biyectiva y f~! existe y es biyectiva,
por ser f biyectiva. Dado que ¢¢(g o Y =goftof=g, seconcluye que ©f es sobreyectiva.
Falta probar la inyectividad, para ello se consideran hi, hy € F tales que ¢f(h1) = ¢f(h2), esto es
equivalente a decir que hi o f = ho o f, como f es biyectiva, se puede aplicar of~! a ambos lados de
esta igualdad (pues f~! existe) y se obtiene que hy = hs
Nota: Un camino alternativo para probar la biyectividad de ¢ consiste en demostrar que tiene
inversa. Para ello, en este caso, bastaria probar que ¢-1.

P5.-
Hay que mostrar que la inversa de la funcién f o g es la funcién g=! o f~!. Para esto:

(foglo(gtof)=foidof l=fof!=
(g7 ofo(fog)=g loidog=glog=id
Con lo que se prueba que (fog) ' =g to f!
P6.-
Se tiene que g1 (Z) = {z € Q|% € Z} = {22|z € Z} y que (go f)"1(Z) = {n e N\{0}| & € Z} = 0.
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P7.-

Se ha de ver que esto es cierto primero con la diferencia de conjuntos. Sean A, B C X, seay € f(A)\f(B),
se tiene que entonces existe x € A tal que f(z) =y y ademds (Vz € B)f(z) # y con lo que = ¢ B, es decir
x € A\B, por lo tanto y € f(A\B) con lo que se tiene que f(A)\f(B) C f(A\B).

Para probar la igualdad en el caso f inyectiva, basta probar que se cumple en este caso f(A\B) C
F(A\f(B). Sea y € f(A\B), se tiene entonces que existe z € A\B tal que f(z) = y. Luego se sabe
que z € Ay, por tanto, y € f(A). Se ve que si y € f(B), entonces existiria € B tal que f(Z) = y(= f(z)),
y por ser f inyectiva = x, lo que es una contradiccién, pues se sabe que z ¢ B, luego y ¢ f(B) y se
concluye que y € f(A)\f(B).

Para probar que se cumple para la diferencia simétrica, basta notar que

AAB = (A\B) U (B\A)
y usando que f(X UY) = f(X)U f(Y) y las propiedades previamente probadas para \, se concluye.

PS -

Ff(B)\f(A) = 0, entonces se observa que siempre f(A) C ( )U f(B) = f(AU B), luego basta probar
que f(AUB) C f( ), se tiene que dado = € f(A U B), como f(AU B) = f(A) U f(B), entonces x €
f(A) v a € f(B), como f(B)\f(A) = 0, se tiene que f(B) C f(A), luego se tiene que necesariamente
x € f(A). Se concluye que f(AU B) = f(A).



