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S4-P7. Sea f : X → Y una función. Pruebe que ∀A, B ⊆ X

f(A)4f(B) ⊆ f(A4B)

Muestre además que si f es inyectiva, entonces

f(A)4f(B) = f(A4B)

Sol. Sean A, B ⊆ X. Primero, probemos que

f(A)\f(B) ⊆ f(A\B)

En efecto,

y ∈ f(A)\f(B) ⇔ (y ∈ f(A)) ∧ (y /∈ f(B))
⇔ (∃x ∈ A)(y = f(x)) ∧ (y /∈ f(B))

de lo cual deducimos que x /∈ B, o de lo contrario f(x) = y ∈ f(B). Esto muestra que x ∈ A\B, y
se tiene

y ∈ f(A)\f(B)⇒ y = f(x) ∈ f(A\B)

A continuación, se concluye

f(A)4f(B) = (f(A)\f(B)) ∪ (f(B)\f(A))
⊆ f(A\B) ∪ f(B\A)
= f(A\B ∪B\A)
= f(A4B)
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En el caso de f inyectiva, para mostrar la igualdad basta probar que

f(A)\f(B) = f(A\B)

La inclusión ⊆ fue probada anteriormente. Veamos que f(A)\f(B) ⊇ f(A\B):

y ∈ f(A\B)⇔ (∃x ∈ A\B)(y = f(x))

Es claro que x ∈ A, luego f(x) = y ∈ f(A).
Veamos que y /∈ f(B): si y ∈ f(B), existe z ∈ B tal que f(z) = y. Como f es inyectiva, se tiene

f(x) = y = f(z)⇒ x = z

esto es imposible, pues
x ∈ A\B ∧ z ∈ B

Aśı, obtenemos

y ∈ f(A\B) ⇒ (y ∈ f(A)) ∧ (y /∈ f(B))
⇔ y ∈ f(A) ∩ f c(B)
⇔ y ∈ f(A)\f(B)

y esto termina la demostración.
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