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Problemas Semana 10

Pregunta 1

Sea (G,x) un grupo y f : G — G la funcién definida por f(g) = g~ ! para cada g € G (recordar
que g~ es el inverso de g para la operacién *). Probar que

f es un isomorfismo < G es un grupo Abeliano

Solucion

Para ver la implicancia hacia la derecha, falta la conmutatividad de la operacién * (notemos que
la operacién * es la misma tanto para el dominio como para el recorrido). Sean z,y cualesquiera en
G. Como f es biyectiva, en particular, es sobreyectiva, entonces, existen g, g, que verifican:

flge) =2=97",  flg)=y=g9,"
Asf, tenemos que 2y = g; ' x g, 1 = (g5 * g2) ' = f(gy * ga), Pero ademés, sabemos que f es
morfismo, entonces, podemos continuar la serie de igualdades:
wxy=flgy)* flgz) =g, 95 =yxa

lo que prueba la conmutatividad. Para demostrar el converso, debemos mostrar que f es morfismo

y que es biyectivo. Para lo primero, necesitamos que para todo g1, 92 € G, se verifique que f(g1) *

f(g2) = f(g1 % g2), o equivalentemente, gfl * g;l = (g1 * g2)~!. Pero este tltimo término en una

estructura algebraica cualquiera (cuando los inversos respectivos estan bien definidos, como en el

caso de un grupo) siempre es igual a g, Ly 91 L. es decir, para que f sea morfismo, se requiere que
gt xg =93t vyt

lo que se cumple dado que G es abeliano. La sobreyectividad se tiene debido a que, dado a € G,
siempre existe a~! € G -G es grupo-, que sabemos que cumple f(a~!) = (a~!)~! = a. Por 1ltimo,

para ver la inyectividad, sean y1,y2 € G, que satisfacen que f(y1) = f(y2), o en otras palabras,

y; ' = yy ' Entonces

yit=ut e
iyl =e=yrxyy " / * Y2
exyYs =Y1 %Yy Ky =y ke

Y2 =

lo que concluye la solucion.

Pregunta 2

Sea (G, x) un grupo con neutro e € G'y

A={F:G — G/ F es un isomorfismo de (G, *) en (G, %)}
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(a) Probar que (4, 0) es grupo
(b) Para cada g en G se define la funcién F, : G — G tal que Fy(z) = g*x* g~
Pruebe que:

Len cada z € G.

» Fj; es un homomorfismo de (G, *) en (G, )
» Fy.p = Fyo Fp,para todo g, hen G
s F. =idg (idg es la funcién identidad de G en G)

Concluya que Fy es un isomorfismo y que (Fy)™* = F,-1,Vg € G
(c) Pruebe que B = {F,/g € G} es un subgrupo de (4, o)

Solucion

(a) Sabemos que A # ¢ puesto que idg es un isomorfismo de G en G. Ahora, la composicién
de funciones biyectivas es biyectiva, y también la composicién de morfismos es morfismo (hdganlo
ustedes, estd enunciado en la p. 130), luego la composicién de isomorfismos es isomorfismos, por lo
que (A4, o) es estructura algebraica. La asociatividad se tiene por la asociatividad de la composicién
de 3 funciones. El neutro esté dado por eq = idg; y el inverso, para un isomorfismo F dado, por F~1,
puesto que este tltimo también es isomorfismo. Esta propiedad estd como tarea en la p. 130, veamos
acé brevemente la demostracién: es claro que si F es biyectiva, F~! es biyectiva; veamos que si F
es isomorfismo, entonces F~! es morfismo. Sean x,y en G, por la sobreyectividad, existen v,w € G
verificando que F(w) = z, F(v) = y, y también por la biyectividad, w = F~1(z),v = F~1(y).
Entonces, se cumplird que:

Flzxy)=F Y (F(w)* Flv)) = F Y (Flw*v)) =wxv=F1(z)« F(y)
(b)Veamos que es morfismo: Sean z,y € G

Fy(zxy) =graxyxg™
:g*x*e*y*gfl
=(gxxxg ) (gry*g™h) (asoc)

= Fy(x) * Fy(y)

Veamos la segunda propiedad requerida: sea z en G, entonces

Fyo Fy(x) = Fy(Fy(z)) = Fy(hxaxh™') =g* (hxx*xh ') xg™"
=(gxh)xzx (A" xg™")
= (g*h)*xz*(g*h)"" = Fyupn(x)

Por ultimo, F,.(z) = exxxe ! = (exx)*e = x* e = x = idg(x). Ahora, para probar que F, es
isomorfismo, resta demostrar la biyectividad (una vez hecho esto, de lo probado antes, es directo
que F,-1 = (F,)~'). Para la sobreyectividad, dado y € G, basta tomar z = g~ ' xy*g (que estd en G
por la cerradura), que verificard Fy(z) = y. Para la inyectividad, tomen 2 elementos z1, 22 € G que
satisfagan F,(z1) = Fy(22), o escrito de forma mds explicita, g* 21 * g1 = g * 22 x g~ . Aqui basta
multiplicar por la izquierda por ¢g—', y a la derecha por g, para llegar a que z; = 2.
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(c) Previamente, en (b) ya vimos que las funciones de la forma F, son isomorfismos, luego, B C A
(Ademds, B # ¢ dado que F. € B). Para comprobar que B es subgrupo de A, usaremos la
caracterizacién de la p. 126: Sean F,, Fj, en B. Por (b), (F,)~! = F,-1. Entonces, F, o (F,)™! =
Fyo0F,-1 = F, -1, donde el dltimo término por def. estd en B (la tltima igualdad es por (b)).

Pregunta 4

Sea (G, *) un grupo tal que G' = {e,a,b} con e neutro en G. Pruebe que a=! =b

Solucion

Para probar esto, probaremos antes una caracterizaciéon de grupos finitos que puede serles ttil
en esta y en otras ocasiones:

Para un grupo de orden finito G, cada linea o columna de su tabla de doble entrada (tabla de
Pitdgoras), es una permutacién de los elementos en G (no tienen elementos repetidos)

Por absurdo, supongamos que en alguna fila hay un elemento repetido, ie, existen a, b, ¢ (distintos)
€ G que satisfacen a x b = a * ¢ (si fuese una columna, serfa algo del estilo z xy = z*xy, y
serfa totalmente andlogo). Como en un grupo todo elemento es cancelable, a es cancelable, luego,
(atxa)xb=(a"l*xa)xce exb=cx*c< b= c. Luego, dentro de una misma fila no pueden
haber elementos repetidos.

Ahora, podemos dibujar la tabla de doble entrada de nuestro grupo G:

% elal|b
e elal|b
a al|?|7?
b b ?

Supongamos que a*a = e, como cada fila es una permutacién de los elementos de G, se deduce que
a*b = b, pero esto es un absurdo, puesto que b se repetiria en la tercera columna. Asi, axa = b (a*xa
es distinto de a puesto que en un grupo el inico elemento idempotente es el neutro €), a x b = e,
y en la tltima fila, bxa = e y b* b = a. De lo anterior, a~! = b. De pasada, hemos probado que
todos los grupos de orden 3 son isomorfos y abelianos.

Pregunta*

(a) Dado un grupo (G, *), para g € G se define < g >= {g?/p € Z}, (convencién: g° = e, neutro
en G) (el subgrupo generado por g). Demuestre que dicho conjunto es subgrupo de G.

(b) Sea (G, %) un grupo abeliano y sean H,J 2 subgrupos de G. Se define el conjunto H * J =
{hxj/h € H,j € J}. Pruebe que H * J es subgrupo de G. Adicionalmente, verifique por qué tanto
H como J son subgrupos de H * J

(c) Sea (G, #) un grupo abeliano de cardinalidad 15 (|G| = 15). Se definen los conjuntos
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F={geG/g’=e},
H={geG/g’=¢}

(donde e es el neutro en G). Pruebe lo siguiente:
= (1) F y H son subgrupos de G
= (2) Pruebe que si F, H no son los subgrupos triviales (F, H # {e},G), entonces |F| =5y
|H| =3

= (3) Pruebe que, con la misma hipétesis anterior para F y H) F« H = G

Solucion
(a) Sean a, ben < g > Im,n € Z tq a = g™, b = g". Entonces

axbt=g"x(g") =g x(grgx-xg) =g (g e xgTh)

dondem —n€Z (g™ = (g !)" gracias a la convencién ¢g° = e).
(b) Sean g1 = hy * j1, g2 = hs * jo € H * J. Entonces:

g1% gy " = (hy % j1) % (hy % j2) ™"
= (huxj1)* (g #hy ')
= (h1*j1) % (hy' %43 ")  (conmut.)
=hy*(hy' % j1) %45 ' (asociat,conmut.)

= (hy * hgl) * (71 *j;l) (asociat.)

Notemos que el término del primer paréntesis esta en H puesto que H es subgrupo, y el del segundo
estd en J dado que J es subgrupo. Asi, g; * 92_1 € H x J. Lo anterior, prueba que H *J es subgrupo
de G. Para ver que H es subgrupo de H * J, notemos que para todo elemento h de H, h = h x ¢,
donde e € J, ie, H C H %« J. Como H ya es grupo, al igual que H x J, H es subgrupo de H * J.
Anélogamente, J es subgrupo de H * J.

(¢) (1) Probemos que * es l.c.i. para F y H, (Hagamos la demostracién para n natural). Sean
fi,fa € F e, (f1)" =e,(f2)"™ = e, entonces se tiene que (usando que G es abeliano):

(fixfo)"=fxfl=exe=c¢

Asi, si reemplazamos n = 3 y n = 5, se tiene que F y H son cerrados para *. La asociatividad se
hereda de G, y el neutro e claramente estd en F y en H. Para ver que todo elemento en F (o en H),
posee inverso en F (o en H), sea f que satisface f™ = e. Entonces, el inverso de f, estd dado por
f~t = f71 y este elemento verifica que

(fn—l)n — (fn)n—l —er 1l —¢
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Entonces, haciendo n = 3 y n = 5, se tiene que todo elemento en F -o H-, tiene su inverso en F -o
H-, y de esta forma, tanto F como H son grupos (o subgrupos de G).

(2) Por Lagrange (y la parte (1)), las cardinalidades de F y H dividen a |G| = 15. Como estos
subgrupos no son los triviales, |F| y |H| pueden valer 3 6 5. Tomemos f € F, sabemos por (a) que
< f > es un subgrupo de F. Como f" = e, se cumple que

<f>={e f.f% 7. 1}

Luego, | < f > | = 5, y nuevamente por Lagrange, 5 debe dividir a |F|, que puede valer 3 6 5.
Necesariamente, |F'| = 5. Andlogamente, si tomamos h € H, por (a), | < h > | debe dividir a |H],
pero

<h>={e,h,h*}=|<h>|=3

y esto implica que |H| = 3.

(3) Por (b), aplicando Lagrange, |F'x H| divide a |G| = 15. Por la hipétesis y la parte (2), |F| =5
y |H| = 3, y nuevamente por (b), ambos deben dividir a |F'« H|. Todo esto hace que |F' « H| = 15,
y como F'x H es subgrupo de G, necesariamente F' x H = G.



