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P1.-
Sean i, k,n € N tales que 0 < k < i < n. Pruebe que:
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y utilicelo para calcular:
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Con esto se tiene que

P2.-
Sean A, B, C conjuntos infinitos tales que:

AnNB=0, AnC=0,y|B|=|C]

Demuestre que |[AU B| = |[AUC|



Se tiene que como |B| = |C| existe una funcién @ : B — C biyectiva. Usando esto, se define f: AUB — AUC de
modo tal que:
x xz€A

f(””):{ Y(z) z€B

Como AN B = (), esta funcién est4 bien definida y es biyectiva, pues la identidad de A en A lo es y 1 lo es, ademés
de que ANC =0.

P3.-
Sea A un conjunto tal que |A| > 2. Sea F(A) = {f: A — A|f es funcién }, muestre que |A| < |F(4)|

Claramente se tiene que |A| < F(A), pues se considera la funcién ¢ : A — F(A), que a cada a en A le asocia la
funcién (a) como la funcién constante igual a a.
Es claro que la funcién ¢ es inyectiva.
Por otro lado, se tiene que dada i una funcién inyectiva cualquiera de A en F(A), esta funcién no puede ser
sobreyectiva, pues como |A| tiene més de dos elementos, se puede definir la funcién v : A — A, tal que a cada a en
A le asocia b tal que b # ¥(a)(a) (Observar que 9 (a), es una funcién de A en A, por lo que se puede evaluar en a,
un elemento de A y se obtiene otro elemento de A).
Se ve que no existe a, en A tal que ¥(ay) = g, pues si existiera un elemento como el descrito, se tendria que por la
definiciéon de g

gla) = b # B(a)(a) = g(a)
lo que es una contradiccién. Asi, cualquier funcién inyectiva de A en F(A) no puede ser sobreyectiva, es decir
Al < |F(A)].

P4.-

Sea C' el conjunto de todas las circunferencias en el plano cartesiano cuyos centros tienen coordenadas racionales y
su radio es racional. Pruebe que el conjunto de todos los pares de puntos (P, Q), donde P y @ son los extremos de
los didmetros horizontales de las circunferencias en C' es infinito numerable.

Se tiene que el conjunto de los puntos (P, Q) es infinito, pues contiene a todos los pares de puntos que son extremos
de los didmetros horizontales de las circunferencias en C' con centro entero y radio 1, que es un conjunto infinito.
Ademsds, se tiene que la circunferencia de centro (a,b) con radio r con a, b, r racionales. Tiene como extremos de
su didmetro horizontal (a + r,b) y (a — r,b), que son claramente tres nimeros racionales. Por lo que trivialmente se
inyectan los pares de puntos (P, Q descritos antes en Q3, que es numerable.

De esta forma, se tiene que el conjunto descrito es infinito numerable.

P5.-
Sea (.9, *) una estructura algebraica con neutro e y * una operacién asociativa. Para a € S fijo, invertible para * y
con inverso a~! € S se define la operacién A en S por:

Ve,y €S xAy=x*xaxy

(i) Demuestre que A es l.c.i asociativa.
(ii) Determine si A tiene neutro y, en caso que lo tenga, calcilelo.
(iii) Caracterice los elementos invertibles para A y calcule el inverso de a con respecto a A

Se tiene que A es asociativa, pues para x,y,z € S:
(zAy)Az = (zxaxy)Az
= (zxaxy)*a*z

= xxax(y*xax*z)
= zA(yAz)



por la asociatividad de .
Ademads, se tiene que A tiene neutro y éste es a~ !, pues dado z € S:

zAa ' =zxaxat=2z A a'Azr=alxaxz=2z

Finalmente, para x tenga inverso para A, se tiene que x debe de tener inverso para *, y viceversa. Esto caracteriza
los elementos invertibles de x. En efecto:

Si 2 es invertible para *, se denota su inverso como 1. Se tiene que a ! x 2" xa~! es el inverso de x para A, como
se ve segun:

-1 1 -1 -1 -1

zAla vzt xa =z xaxa txzT xa =0
y segun:

—1 -1

(atsrxtxa Az =a vt xa b raxe =at

Por otro lado, si = es invertible para A, se denota su inverso como z’. Se tiene que a * x’ * a es el inverso de x para
*. En efecto:

rxaxr’ xa=(zAx)xa=a'xa=c¢
y ademas

axx' xa*xr=ax('Ar)=axa " =e



