P1

a)Completar(suponiendo que “:®:-®)es anillo
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Completamos primero la tabla para la suma, notando que es un grupo abeliano
y también notando que no pueden repetirse elementos ni en filas ni en
columnas, ya que en tal caso existirian 2 inversos para un mismo namero
(imposible dada la asociatividad del grupo)
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Resulta ser la Unica completacion posible dadas estas

restricciones. Aca vemos que el neutro aditivo es +. Este a resulta ser el
elemento absorbente para la multiplicacion ya que

b@0=0@(0+0)=0@0+b®0=5®0=0 b <4 (Se hizouso de la

distributividad del producto y de la cancelabilidad de los elementos con
respecto a la operacion suma).

Calculemos 2 8c=(c+d)@c=c@c+d@c=c+c=a

b@b=>0@B(c+d)=b@c+b@®d=a+a=a

c@b=(b+d)@b=b@b+d@b=a+b=2>

dBd=(b+c)Bb+c)=0Bb+c@b+bBc+cBc=a+bt+a+c=4d

c@Bd=c®(c+b)=c@®c+c@Bb=c+b=4d

La estrategia era expresar las operaciones desconocidas en términos de
conocidas. Tenemos entonces.
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De aca se desprende que b,c,d son todos divisores del 0.No es conmutatvo

No tiene unidad porgue para que hubiera se tendrian que tener una fila i-ésima
(a,b,c,d) y una columna i-ésima (a,b,c,d) acé sol encontramos una fila (la
tercera)

b)SI (4-+.*)es un anillo tal que * ** =X * 7x € 4 demuestre que
b1)* = —xWx e A
Solx=x+x=(—x)(—x)=(x)((—x) - (x)) =—(x)-(x-x)=-—x+x=—x

b2) (4.+.) es anillo conmutativo

Sol:
(a+b)-(a+d)=a-a+ab+bra+b-b=a+ab+b-a+b=(a+b)+(a-b+b-a)

Pero (@+8)« (a+b) = (a+ b)

Luego (a+d)=(a+b)+(ab+ba)=2ab+bhb-a=0=2aga-b=-bra=b-a
esto ultimo por la propiedad antes demostrada

P2Considere en B la operaciones (a.5) @ (c.d) = (a+c.b+d)y
(a.0) @ (c.d)=(a-cb-d)

a)Demuestre que (B*.®.@)es anillo conmutativo con unidad

Demostremos primero que(R2= ) es grupo abeliano



i)
(a.b)E((c.d) & (ef)) =(ab)E(cred+fl=(a+t(c+eldb+{d+f)) =(la+c)+e(b+d)+[f) =
Luego es asociativa

Es facil ver que el neutro es mﬁ)y el inverso de(4-2) gs (-a.—b)

Ademas (@.2) & (c.d) = (a+c.b+d) = (c+tad+b) = (c.d) &(ab) que

muestra la conmutatividad(aca se usé el hecho de que (B-*)es grupo abeliano

Ahora falta ver que(R ") es una estructura algebraica conmutativa dotada de
neutro

En efecto (@.5) @ (c.d) = (a-c.b+d) = (c-a.d* b) = (c.d) © (a.B) Ademas es

obvio que (1.1 es el neutro multiplicativo.
Por ultimo veamos la distributividad.
(a.b) 2 ((e.d) B (af)) =(a,d)@lc+ed+f)=(a~(c+elb-(d+f)) =(a~c+a-~ab-d+b-f)=

La otra distributividad se prueba de manera analoga (en todas las
demostraciones se usaron propiedades de que Ees cuerpo

b)Demuestre que (R2.8.0) posee divisores del cero. Basta considerar
(1.0) ©(0.1) = (0.0) sjendo ambos no nulos.

c)Demuestre que (B*.€.@)no es isomorfo a (T.+.%)

Supongamos existiera tal isomorfismo.Como las 2 estructuras son anillos, el
isomorfismo al que se refieren debe ser de anillos, ie una funcion biyectiva

fR? = Coon las siguientes propiedades
i) & ¥) = fx) + )
iiy flx @ y) = Ax) - f)

Sean * = (1.0)¥ = (0.1) g5 decir, los divisores del cero encontrados. Como f es

un morfismo de grupos sobreyectivo se tiene que ROp2) = 0c



En efecto, Como f es sobreyectiva para cualquier * < Cse tiene * =/ para

algin ¥ = R
En particular f0") = 0¢ para cierto y.

Tenemos M0z2) + 3 = A0g2) + f¥) = A0gz 1) = A1) = Xprocediendo

analogamente para el otro lado, se concluye que ROg2) = Oc

Entonces usando *:}recién definidos tenemos
flx @) = flx) - fy) = A0p2) = O¢

Pero 1x).f0) = 0c ya que si alguno de ellos lo fuera, la funcién no seria
inyectiva. Tenemos entonces que - son divisores del 0 en(C-+-*) |o cual

es ridiculo porque un cuerpo no tiene divisores del 0 (y(“:=+=') es cuerpo). Se
concluye gue no existe tal isomorfismo, por lo tanto las 2 estructuras no son
isomorfas.

P3) Sea Z € Ltal que = 2+ 1= 1 pemuestre que Zes una raiz cubica de la
unidad

Solucién "trabajosa” Sea Z = @+ &i

Por los datos del problema

lzZ2=1<<(a+bia+bil=1< (a+bia—bi)=1<(a?+b¥) =1

z+ 12 =(a+1+bila+1+bi)=(a+1+bia+1-bi)=(a+1)2+bI=1
Esto implica que

(@+b})=(a+1)}+b? @ 2a+1=0eag=22

¥

(@+b2)=1=b= =2

Como

Luego

23 = (a+ bi)? = (@ + 2abi— b)) a+ bi) = a® + 2a*bi — ab? + a*bi— 2ab? — bPi = a® + 3a?bi— 3ab?

(Si tomamos la raiz negativa da lo mismo, comprobarlo)



b)Sean “1-“2en Cpemostrar que

11— z377] = |21 — z2]* = (1 = |z12)(1 — |z2)?
Solucion

|2

1 —z37712 — |21 —22° = (1 —z227) 1 — 2271 — (21 —z3)27 =22 = (1 — 2277 )(1 — 7321) — (21 — z2)(771 — 23

= l+z5mz — 215 — 2272 = (1 =21 77)(1 = 273) = (1 = |z1#)(1 = |z3?)
Nota: se usoé el hecho de que Z=z

c)Deduzca usando lo anterior que si z1l< Llzal< 1ge tiene

2
F1 — Z2
-zt

11— zp77)?

Notemos que si se cumple la hipotesis
(1-lz* =0

(1=l =0

Lo que implica

1 —zy77]2 — |z — 23/ 2 0

Pero |1 —2271= 0 = 2271 = 1 = |z3flz21/= 1pgra que esto ocurra necesariamente
alguno de los dos numeros complejos debe tener norma mayor o igual a 1, lo

que contradice la hipoétesis.(Nota: 2= |2|) Por lo tanto |1 = 2271[> Oas;i que no
hay problemas para dividir en la inecuacién.Dividiendo por |1 —Z271ltenemos

-+ | Y

11 = zy77)7 Esto implica.

2
F1 — Z2
-zt

11— zy73)?



P4 Sea Z = Ctal que = ly considere * = 1 Probar que

Demostracion

Es claro que si un numero es igual a su conjugado, entonces el numero es
real(ya que esto sucede sélo si la parte imaginaria es 0). Entonces

1 .1
demostraremos que el conjugado de 1+z" 1+2" es él mismo

Para eso hay que saber algunas propiedades de la conjugacion
W = FW
De aca se deduce por induccién que

M=z

Ademas se tiene ZTW =2+W

Entonces:

Como vimos el conjugado es el mismo numero, por lo tanto es un nimero real.



