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P1.- Sea µn = 1
2 (1 + (−1)n). Calcular ĺım µ1+µ2+...µn

n

Solucion:

Debemos notar que si n es par un = 1 y que si n es impar un = 0. Veamos lo siguiente:

µ1 = 0, µ1 + µ2 = 1, µ1 + µ2 + µ3 = 1, µ1 + µ2 + µ3 + µ4 = 2, en general, si n es par:

n∑
i=1

µi =
n

2

Por otra parte si n es impar:
n∑
i=1

µi =
n− 1

2

Así:
n− 1

2
≤

n∑
i=1

µi ≤
n

2

Dividiendo por n:
n− 1

2n
≤

∑n
i=1 µi
n

≤ 1

2

Aplicando límite a la desigualdad y sandwich, tenemos �nalmente:

ĺım
µ1 + µ2 + . . . µn

n
=

1

2

P2.- Dado k ∈ N, estudie la convergencia de la sucesión nkqnn donde (qn)→ q con |q| < 1.

Solucion:

Vemos que existe un n ∈ N tal que qn ∈ (−1, 1), luego por álgebra de límites tenemos que:

nk|q|n = (n|q|
n
k )k, si hacemos que h = 1

|q| − 1 y usando Bernoulli:

1

(1 + h)n
≤ 1

1 + a1h+ a2h2 + . . . anhn

Multiplicando por nk:

nk

(1 + h)n
≤ nk

1 + a1h+ a2h2 + . . . anhn

1



Además nk|q|n ≥ 0 y como k es �jo:

0 ≤ nk

(1 + h)n
≤ nk

1 + a1h+ a2h2 + . . . anhn

n→∞︷︸︸︷→ 0

ya que an es un polinomio de grado n y por sandwich se concluye.

P3.- Sea (hn) con hn > 0 y ( 1
nhn

)→ 0. Demuestre que ĺım 1
(1+hn)n

→ 0.

Solucion:

Aplicando la desigualdad de Bernoulli 1 + nhn ≤ (1 + hn)n, ya que hn > −1:

0 ≤ 1

(1 + hn)n
≤ 1

1 + nhn
≤ 1

nhn

Por hipótesis la última sucesión converge a 0, por sandwich ĺım 1
(1+hn)n

→ 0.

P6.- Para 0 ≤ a ≤ b. Sea x1 = a, xn+1 =
√
xnyn e y1 = b, yn+1 = xn+yn

2 . Demostrar

que ambas sucesiones poseen límite, que ĺımxn = ĺım yn y que si llamamos l a éste último

límite, se cumple que
√
ab ≤ l ≤ a+b

2 .

Solucion:

Para ver que las sucesiones poseen límite, debemos probar que son monótonas y acotadas.

Consideremos la relación:

yn+1 − xn+1 =
xn + yn

2
−√xnyn =

xn + yn − 2
√
xnyn

2
=

(
√
yn −

√
xn)2

2
≥ 0

Luego:

yn+1 ≥ xn+1 ∀n ∈ N (1)

Usando (1) para la de�nición de yn:

yn+1 =
xn + yn

2
≤ yn + yn

2
= yn

Luego yn es decreciente, así yn ≤ y1 = b (2).

De la de�nición de xn y usando (1):

xn+1 =
√
xnyn ≥

√
xnxn = xn

Luego xn es creciente, así xn ≥ x1 = a (3). Juntando (2) y (3):

a ≤ xn ≤ yn ≤ b

De lo que se deduce que xn e yn son monótonas y acotadas, luego por el teorema de las

sucesiones monótonas estas sucesiones poseen límite.

Veamos que los límites de ambas sucesiones son iguales, es decir ĺımxn = ĺım yn, sea
ĺımxn = lx y ĺım yn = ly, además toda subsucesión debe poseer el mismo límite. Así:

ĺımxn = ĺımxn+1 = lx y ĺım yn = ĺım yn+1 = ly, consideremos la de�nición de yn+1:
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yn+1 = xn+yn
2 aplicando límite a ambos lados se tiene:

2ly = lx + ly ⇔ lx = ly

Llamando lx = ly = l y:
Como

xn ≥ x2 ∀n ≥ 2 yn ≤ y2 ∀n ≥ 2

Y usando la de�nición de xn e yn, se tiene que:

√
ab = x2 ≤ xn ≤ yn ≤ y2 =

a+ b

2

y aplicando límite:

√
ab ≤ l ≤ a+ b

2
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