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P1.- Demuestre que las rectas y = +—x son las asintotas oblicuas de las hipérbolas
a
2 2
T
T 41
a b
Solucién:
2 2
Vamos a mostrar que y = —x es asintota de — — i 1, ya que es equivalente mostrar que
a

b b
m=—yn=0, con f(ac):a\/a2+x2
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Luego los otros casos son anélogos, considerando x — —oo0.

P2.-Si f: A CR — R es una funcién, demuestre que el dominio A de f permite es-
tudiar el limite de f cuando x — a:g ssi existe al menos una sucesion (s,) en A que cumple
Sp — TQ Y Sp > Tg, VN.

Use este resultado para estudiar si en los siguientes casos, los dominios de las funciones
permiten o no estudiar el limite cuando = — :z:ar.
a) A= (xo,z0+ 1)

b) A= (zo,z0+ 2);n €N

= (20,20 + 747);n €N

d) A= (zo,z0+22);mneN
€)
f)A=Q

A
A
A= (zg,z0+1)NQ
A
A

Solucién:
(=) Si el dominio A permite estudiar el limite de f cuando z — x('f luego:

Vo > 0,3x € AN (zg,zo + 9)



1
Si consideramos 0 = —, luego:
n

1
Yn > 0,3z € AN (xg, 20+ —)
n

Equivalentemente:

1
Vn > 0,3z, € A,z0 < zp, <20+ —
n

Si tomamos z, = $s,, se tiene que s, > o y que s, — o (por sandwich), asi la sucesion
cumple con lo pedido.
(<) Como hipétesis tenemos una sucesion s, > g tal que s, — g, luego:

Ve>0 dngeN Vn>mng s, — a0 <e€

Luego, se tiene que: s, < xg + € y como s, > xg:

To < Sp < To + €

por lo tanto:
Ve >0 3Fx=s,€ AN (xg, 20+ €)

lo que es equivalente a que el conjunto A nos permite analizar el limite cuando z — xar de f.

Ya demostrado lo anterior procedemos a ver los casos particulares, estos deben cumplir
Sp €A, sy > X0y Sp — To:

a) Si tomamos s, = xg + n%_l,
b) Si tomamos s, = xo + %, luego A permite analizar el limite.

¢) A no permite pues xg + 747 Do converge a .

luego A permite analizar el limite.

d) Esto es equivalente a A = (x9, o + % + %;m,n € N, y si tomamos s, = xg + % + % e
imponiendo por ejemplo m = n 6 m = 2n implica que en A si se puede analizar el limite.
e) Dado que el Q es denso en R uno siempre puede encontrar un racional entre dos reales.
Luego A permite analizar el limite.

f) Como A = (zg,z0 + 1) C Q, se puede construir una sucesion por ejemplo la utilizada en
a).

g) Si usamos s, = sen (%) y como 0 < sen (%) < % por sandwich se tiene que cumple las
condiciones. Luego A permite analizar el limite.

P3.- Sean f,g: R — R dos funciones tal que lim,_,~ f(z) = lim;_o g(z) =1
Usando la definicién de limite cuando z — oo

a) limy oo maz{f(x),g(z)} =
b) limg_yoo maz{f(x),l} =1
¢) im0 maz{f(z),l+ 1} =1

Solucién:
a) Vamos a usar que
b -b
maz{a,b} = ‘H'";M
Por definicion:
lim, o0 f(z) =1 es equivalente a VerImy(ef), Vo € [my, 00), |f(x) — I| < €7, analogamente:



lim, 00 g(2) = [ es equivalente a Ve Img(ey), Vo € [mg, 00), |g(x) — 1] < €4.
limy 0o maz{ f(z),g(x)} = es equivalente a:

lim, o LA+ ) g(x)

| Dado en € se toma m = max{mg,my} entonces:

f(@) +g9(@) + /() — g(x)]
2

foltg-l+|f+gl _leteftete
2 - 2

= 2¢

Luego:

limg_yoo maz{f(z),g(z)} =1
b) y ¢) Se desarrolla de manera analoga.

—1| =

P4.- Demuestre que si una funcion f : R — R satisface la propiedad:

L > O,Vl‘l,ftz S R, \f(xl) — f($2)| < L‘.’El — $2’

entonces, para todo g € R se cumple que

lim_f(z) = lm_f(z) = f(x0)

.Z’—>£IZO .',C—>LL’O

Verifique que las funciones f(x) = z y f(x) = sen(z) satisfacen la propiedad, pero la funcién

f(x) = 22 no.

Solucion:
Si elegimos o = xg y ©1 = 2o + %, reemplazando en la propiedad:

1

u

~L|i| < St D)= e < 2

Haciendo un poco de algebra:

f(xo)Jr—L’i‘Sf(ﬂfoJri)Sf(ﬂCo)JrL‘i‘

y aplicando sandwich (cuando u — 00):
lim f(0+ ) = (o) & lim_f(z) = f(zo)
m f(xo+ =) = f(x m f(z) = f(x
U—00 0 U 0 z—ad 0
Para el caso f(z) = x:
Debemos encontrar un L > 0, tal que:
|I‘1 — CL‘2| S L|.’E1 — T2

tomando L = 1 se tiene la solucién.
Para el caso f(z) = sen(z):
Usamos la desigualdad: |sen(z)| < = Va € R, luego:

—x1 <sen(x1) <x1 w9 <sen(—x2) < —x9

sumando ambas desigualdades:

|sen(z1) — sen(x2)| < |x1 — @9



al igual que el caso anterior, tomando L = 1 se tiene la solucidn.

Para el caso f(z) = 2%

Debemos encontrar un L > 0, tal que:

|5L'% - 5U%| < Llzy — 22

pero |23 — 23| = |21 + xa||z1 — 72, ast:

|z1 + x2||z1 — 22| < L|xy — 29|

Obviamente si suponemos x1 = x3 la desigualdad es trivial, suponemos entonces que x1 # xa:

|z + 20| < L

2

Lo que es una contradiccién, pues x° no es acotada superiormente.

P5.- Considere la funcién f: R — R que satisface las siguientes propiedades:

Vi, x0 € R, f(x1 4+ 22) = f(21) + f(22) zli%l+ f(z) = f(0)

Pruebe que:

a) Vzo € R se cumple me—mj f(z) = f(=zo).

b) Vzp € R si (g,) es una sucesion que converge a zo tal que Yn € N ¢, > x( entonces
lim, . f(an) = f(x0).

¢) Vg € Q se cumple f(q) = qf(1). Indicacion: pruebe por induccion la formula para g € N,
y luego extiéndalaa g€ Z y q = % con n € N.

d) Vzo € R se cumple f(zo) = xof(z0). Indicacion: use la densidad de los racionales en R.

Solucién:

a) Si tomamos 1 = x9 = 0, nos queda f(0) = f(0) + f(0) lo que implica f(0) = 0, ademés:
0= f(0) = fla+ (—2)) = £(x) + f(~2) & f(z) + f(~2) = 0 & —f(2) = f(~a) (] es
impar).

En general f(x1 — z2) = f(x1 + (—22)) = f(x1) + f(—22) = f(x1) — f(x2) Para demostrar
lo pedido, basta demostrar que:

lim,_,o+ f(x) — f(0) = 0, tomando lo primero y usando la propiedad 2:

lim, o+ f(z) — f(0) = 1lim, o+ f(z — 0) = lim, o+ f(z) = f(0).
b) De la parte anterior, calculamos:

ltm, . fan) — f(x0)

h’mz%g f(gn — o) y como g, > xg (el limite corresponde por la derecha), asi:
h’mzﬁmg flgn —x0) = f(0) =0« meexg flan) = f(z0).

c) Utilizamos induccion, caso base, p.d.q £f(2)=2f(1); de la definicién de la funcion:

f2)=f0+1)=f1)+f(1)=2f(1)

Hipotesis de induccion: f(n)=nf(1).
Tésis de induccion: f(n+1)=(n+1)f(1).
Por definicién, y usando la hipétesis se tiene:

fln+1) =fln)+ f(1) =nf(1)+ f(1) = (n+1)f(1) VneN



Si x € Z debemos mostrar que si n € N entonces f(—n) = —nf(1), de la parte a) y b):
f(=n) = —=f(n) = —nf(1)
Para el caso de los racionales sea ¢ = p/r con p,r € Z tal que r # 0.

)= f6r ) =rf(C) & 1) = 1 1)

Para el caso de ¢ = p/r:

f@) = 1o ) =pi() = L11) = ar(1)

d) Como f es continua (por lo probado en a)), y dada la densidad de los racionales, sea r
irracional, por densidad se tiene que z,, € Q tal que lim z,, = xg.

flxo) = f(limx,) = lim f(x,) = limz, f(1) = f(1) limz, = 2o f(1)
P6.- Sean f,g: R — R dos funciones que satisfacen la relacion:
Vi, zp € R fz2) = fa1) + g(21) (21 — 22)
a) Muestre que
Vo, €R - g(we)(@1 — x2) > f(@2) — fa1) = g(@1)(x1 — 2)

b) Probar que si g es una funcion acotada, entonces Vzy € R se cumple:

lm f(x) = lim_f(x) = f(x0)

2?4)330 27*)330

c¢) Probar que si:

lim g(z) = lim g(z) = g(a)

z—at T—a~
entonces:
o T@ @) T )
rz—at Tr—a T—a~ Tr—a
Solucién:

a) De la relacion dada:

fz2) > f(x1) + g(x1)(21 — 22) & f(22) — f(21) 2> 9(71) (21 — 22)

La otra desigualdad, se obtiene intercambiando x1 por xs:

f(x1) > f(z2) + g(22) (72 — 71) & g(22) (21 — 22) > f(22) — f(21)
Asi:
Vry,m2 € R g(@2) (21 — 22) > f(22) — f(21) 2> g(21) (71 — 72)

b) Como g es una funcion acotada, existen m, M tal que (z > zo):

m<g(z) <M S m(x—x9) < g(z)(x—z0) < Mz — x0)



Y usando la parte a) con 1 = xg y x2 = x:

m(x — xo) < f(x) — f(wo) < M(x — 20)
m(z — xo) + f(x0) < f(x) < M(x —z0) + f(20)

Ahora, si x — xg y por sandwich se tiene:

lm f(z) = f(zo)

T—rT0

c¢) De lo probado en la parte a), con x; = x y 29 = a sin pérdida de generalidad z¢ > a:

g(a)(z —a) = f(a) = f(z) = g(z)(x — a)
Dividiendo por —(z — a):

—gla) > T2 5
Si x — a y aplicando sandwich:
tim T = 0



