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P1.- Calcule
1< 1
lim — In{1+4 -
i 3o (14 )

Solucién:
Al manipular algebraicamente la expresion que va dentro de la sumatoria, se tiene que:

In <1 + i) =In(k + 1) — In(k)

Luego:

L1 . In(n+1)
Jig, 7 2 Tk o+ 1) —Ink) = Ji =2
lim In(¥/n+1)

n—0o0

Pero usando que si a,, converge a a luego In(a,) converge a In(a), vemos que:

Iim vVn+1=1

n—o0

Asi:
lim In(Vn+1) =1In(1) =0

n—o0

n
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P2.- Demuestre que z,, = Z z —In(n) e y, = x, —— son convergentes y poseen igual limite.
n
k=1
Solucion:
Es importante tener claro las desigualdades del logaritmo:

1
l-—<ln(z)<z—-1 V>0
x

Debemos ver la monotonia de x, e y,, 0jo que usamos la desigualdad del logaritmo:

n+1 1 n 1
Tptl — Ty = P In(n+1) — ( - — ln(n)>
k=1 k=1

Lo )<L <
x — X, = n —1= T T
el " n+1 n+1) n+1 n+1 nl =



Luego x,, es decreciente. Con esto se deduce que x; >z, (1).

n+1

1 1 | 1
il — n:E ~ -1 1) — —— - -
Ynt+1 — Y 2 n(n+1) ”+1<k1k n(n) n)

1 n 1 n—+1
yn+1_yn:+1n(>2+1_ =0= Yn+1 = Yn
n n—+1 n n

Luego y,, es creciente. Con esto se deduce que y; <y, (2).
De la definicién de x, e y, se ve que:

S

Juntando (1), (2) y (3):

Y1 S Yn <1y <11

Con esto tenemos que las sucesiones son mondtonas y acotadas, luego por el teorema de las
sucesiones monoétonas se tiene que ambas son convergentes, y que:

1
limy,, = lim (xn — ) =limz,
n

Como dato el numero a cual convergen estas sucesiones se conoce como la constante de Euler-
Mascheroni (que es irracional) denominada 7, y su valor aproximado es v ~ 0, 577215664 . . .

P3.- Para x > 0 calcule limn({/z — 1).

Solucién:
Realizando un cambio de variables x = e¥ ya que x > 0. Luego el limite queda

y
en — 1
1

n

Debemos recordar que si a,, — 0 entonces:

In(1+ ay) et —

lim —1 lim —1
an an
En particular a,, = £, luego:
Y Y
en — 1 B en —1
lim —— =limy- —— =y 1=y =In(z)
n n
1
P4.- Calcule lim(1 + ay,) c=ran) -1,
Aplicando logaritmo natural y usando los limites anteriores:
. In(1+ay) 1., In(l+ay) 2ay, 1
lim ———— = =~ lim . = Z
exp(2a,) —1 2 an erp(2a,) —1 2



Asi, aplicando la funcién exponencial:

1 1
lim(1 + a,,) eerCan)=T = exp (2>

P5.- Las tasas de interés en tres instituciones son 6 % anual, 0,5 % mensual y 100(e%3*—1) %.
Ordene las instituciones de acuerdo a la rentabilidad obtenida en un depésito a cinco anos,
para los siguientes valores de « : 0,1,1n(3). Recuerde que si en un periodo de tiempo la tasa
de interés es t % entonces, el capital aumenta en ese periodo en un factor (1 + ¢/100).

Solucion:

Para mayor facilidad llevaremos los capitales a 5 anos:

Institucién A (6 % anual): el factor es: (1 +6/100)° = 1, 3382.
Institucion B (0,5 % mensual): el factor es: (14 0,5/100)°0 = 1, 3489.
Institucion O (o = 0): el factor es: (1 + (e? — 1)) = 1.

Institucion Oy (o = 1): el factor es: (1 + (e?3 — 1)) = 1,3499.
Institucion C3 (a = In(3)): el factor es: (14 (e%31G) — 1)) = 1,3904.

Asi el orden de rentabilidad es: C1 < A < B < Cy < (5.

P6.- Para la funcion f(z) = In(1 + e*), determine dominio, ceros, crecimiento y signos.
Ademas, determine para que valores de y la ecuacion f(x) = y tiene solucion. Use esta infor-

1(egc—e_”"’).

macioén para definir la funcion inversa. Repita el problema para la funcién f(z) = 5

Solucién:

Dom f=Ryaquel+e®*>0VreR.

La funcién no posee ceros ya que debiese cumplir que 1 4+ e = 1 < e¥ = 0 cosa que no
puede ser.

Como In y 1+ €” son estrictamente crecientes por algebra de funciones, f es estrictamente
creciente.

Como 14+e*>1= f>0Vzx R, luego f es positiva.

De la definicién de f se tiene:

y=In(l+e")ee!=e"+1<a2=In(e —1)

Luego para que la ecuacién tenga solucion se debe cumplir que:
e/—1>0<y>0

Asf el recorrido de f es Rec f = R*\{0}. Dado lo anterior la funcién inversa es:

fHz) =In(e® — 1)

Para la otra funcién se tiene que:

Dom f =R

Para encontrar el cero debemos tener que e* = e™* = & = 0, luego x = 0 es el tinico cero.
La funcién es estrictamente creciente ya que ¥ y —e™" son estrictamente crecientes.

Para ver el signo debemos resolver f(x) > 0 < €% > e % & €2 > 1, lo que implica que



x > 0, luego f es positivasi x > 0y f es negativa si < 0.

Ahora queda resolver y = 5(696 —e ")

Qy=e® —e % e =2 — 1

Luego tenemos una ecuaciéon cuadratica para e”.

(e®)? —2ye” —1=0

o 2y £+ \/4y? + 4
2
Como e® > 0 se descarta la soluciéon es negativa, asi:

Ef=y+vVy*+lerz=hly+Vy>+1)

y como y + /92 + 1 > 0 para todo v, luego el recorrido es Rec f = R, y su funcién inversa
es:
fHz) =In(z + Va2 +1)

Esta funcién también es conocida por arcoseno hiperbolico.



