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P1.- Probar que inf{51 : n € N} = 0.

Solucién:
Sin =1 tenemos que % € {QHIJrl :n € N}, luego el conjunto es distinto de vacio, por
otra parte el conjunto es acotado por 0 ya que por axiomas de los reales ﬁ >0

Vn € N, luego por el axioma del supremo el conjunto posee infimo. Asumamos por
contradiccion que existe un a > 0 tal que a es cota inferior del conjunto. Luego ten-
emos que Vn € N a < 2n1+1 = (2n 4 1)a < 1. Por la propiedad arquimidiana existe
un k € N tal que ka > 1,si llamamos k = 2n+1 (ya que si n € N implica que k € N),
tenemos (2n + 1)a > 1. Lo que contradice que a sea cota inferior. Luego el infimo del

conjunto es el 0.

P3.- Dados a y b reales, demuestre que si para cualquier € > 0 se cumple que a < b+¢
entonces a < b. Para argumentar, estudie el conjunto {e > 0: ¢ > a — b}.

Solucién:
Supongamos que a > b, luego tomamos € = “T_b > (. Luego por hipotesis:

—b
a§b+6:a§b+aT:>a§b

Contradiccion, al suponer que a > b, luego a < b. Otra forma de argumentar es que
el conjunto dado vemos que el infimo del conjunto es 0 y a — b es cota inferior. Luego
por definicion de infimo 0 > a — b = a < b. Ya que el infimo es la mayor de las cotas
inferiores.

P4.- Sean S y T subconjuntos no vacios de R tales que para todo x € S y para
todo y € T = < y. Probar que S tiene supremo, y que T tiene infimo y que

sup(S) < inf(T).

Solucién:

Consideremos y € T, asi Vx € S x < y luego y es cota superior de S con lo cual S es
acotado superiormente y como S es no vacio, entonces por el axioma del supremo S
posee supremo. Consideremos ahora x € S, asi Vo € S x < vy, luego x es cota inferior
de T con lo cual T es acotado inferiormente y como T es no vacio, posee infimo.



Probemos ahora que sup(S) < inf(T)

Sabemos que Vx € SVy € T x < y fijemos y, como =z < y se tiene que y es co-
ta superior de S; pero como el supremo es la menor de todas las cotas superiores)

sup(S) <y

y a partir de esto se puede ver que sup(S) es cota inferior de T, pero como el infimo
es la mayor de todas las cotas superiores si sup(S) es cota entonces

sup(S) < inf(T)

P5.- Sean A y B subconjuntos no vacios de R, los cuales verifican las siguientes
propiedades:

(a) AUB =R.

(b) Todo elemento de A es menor que todo elemento de B.

Demuestre que existe un real o que es simultaneamente cota superior de A y cota
inferior de B. Pruebe, ademéas que dicho ntimero real es tnico.

Solucién:

Como A es no vacio y acotado superiormente (por algin elemento de B), y ademas
como B es no vacio y acotado inferiormente (por algun elemento de A). A posee
supremo y B posee infimo. Sea a=sup(A). Vamos a probar que « es el infimo de B.
Hay dos opciones o« € A 6 a € B.

Si a € A, entonces a=méx (A). Veamos « es el infimo de B. Supongamos que
36 > « tal que 3 es cota inferior de B. Como a=max (A), entonces € B, pues [
es mayor que «. Luego S=min (B); por ser cota inferior del conjunto y pertenecer a
él, pero qué sucede con D‘TJ“B?. No puede estar en A por ser mayor que el maximo, ni
en B por ser menor que el minimo. Esto es una contradicciéon pues se debe verificar
(a). Luego « es el infimo de B.

Si a € B, veamos que « es el minimo de B (en este caso, esto es igual a probar
que « es el infimo, pues asumimos que o € B. Si a no es minimo, entonces 35 < a.
Como todo elemento de A es menor que todo elemento de B, entonces 3 es cota supe-
rior de A y como el supremo es la menor de las cotas superiores a < 3. Contradiccion.
Por lo tanto « es el minimo de B.



