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Problema 1

1. Para calcular este valor esperado debemos calcular las probabilidades de obtener premios con una apuesta
comun.
La probabilidad de obtener un primer premio es igual a ﬁ
K

Mientras que la probabilidad de obtener un segundo premio es %

K

pues es el resultado de que de los

K numeros escogidos en el cartén, salgan K — 1 de éstos ganadores, lo que es igual a K, (o bien ( Kli 1)),
y debe ser multiplicado esto por los casos del nimero sobrante sorteado que no acerté en el cartén, que
tiene N-K posibilidades (o bien (N;K)L (OJO, este ultimo numero sorteado se refiere al nimero de la
tombola (NO del cartén), el cual no tiene més remedio que ser alguno de los N — K que no se escogieron
en al cartén).

Ademas, si se obtiene un premio se obtiene solo uno. Por lo tanto, el valor esperado de la apuesta simple
es igual a P+K(N—K)-S

(x)

2. En este caso, la probabilidad de obtener un primer premio es igual a va de los K + 1 nimeros

K+l
NY »
%)

escogidos en el cartén, sirven los casos en donde los K nuimeros sorteados estan en los K + 1 ntmeros

escogidos (lo que es equivalente a: (K; 1))

(k2) W—K-1) _ (K+1)-K-(N—K—1)

(x) B 2(x)
numeros escogidos en el cartén, deben salir K — 1 como ganadores (lo cual es (Ifgﬂ)), y ademas se debe
multiplicar por las posibilidades que tiene el nimero restante (digamos el k-ésimo ntmero sorteado) del
sorteo que no acerté en mi carton, el cual puede haber caido en cualquiera de los N — K — 1 niimeros que
no se jugaron en el carton.

Nuevamente, si se obtiene un premio se obtiene solo uno. Por lo tanto, el valor esperado de la apuesta
especial es igual a

La probabilidad de obtener el segundo premio es , va que de los K + 1

2K+1)-P+(K+1)- K- (N-K—-1)-m-5 _
2- (x)

3. a) De acuerdo a lo calculado en los puntos anteriores, m deberia satisfacer:

2PH+EK-(N-K-1)-m-S
2+ (%)

(K+1)

P+K-(N-K)-S 2P+ K- (N-K-1)-m-S
(%) 2 (x)

,esdecir,P+K-(N—K)-S:P—I—K~(N—K—1)-mT'S,yporlotanto,m:%.

(K+1)

=(K+1)

b) Deberia preferir jugar las K + 1 apuestas “disjuntas” porque tienen menor variabilidad. Para verificar
esto comparamos las varianzas. Sea X el premio a recibir si se realizan K + 1 apuestas simples sin
repetir nimeros e Y , el premio a recibir por una apuesta especial. Entonces:



Var(Y) = Var(X) = (B[Y?]—(E[Y])*) - (B[X?] - (E[X])*)

= EB[Y? - B[X?]
- kil <P2+K~(N—K—1) m2'52—(P2+K.(N—K).S2)>
(x)
(K+1)-K-S2 m?
_ (%)-<(N—K—l)-4—(N—K)>
_ EHD-K-8 (o ey _WVZK?
_ 0 ((N K-y~ W K)>
_ (N—K)-(K+1)~K-S2_< (N -K) _1>
) (N—K—1)

> 0.

Problema 2

a) Primero calcularemos la probabilidad de que el primer sonido que escuche la ancianita proveniente de los

animales sea un silbido dado que hay k canarios (y obviamente N — k gatos). Llamando a la probabilidad
anterior py se tiene:

pr = IP(Escuche primero silbido | Hay k canarios)
o0
= Z IP(El primer sonido que escuche sea el i — esimo A el i — esimo sonido sea un silbido| Hay k canarios)
=0

Como la ancianita escucha con probabilidad ¢ y no escucha con probabilidad 1 — ¢, podemos decir que
el nimero del primer sonido que escuche se comporta como una geométrica. Luego:

IP(El primer sonido que escuche sea el i — esimo) = q(1 — q)* !

Ademiés apelando a la propiedad de pérdida de memoria de la exponencial y la probabilidad de que
se escuche un silbido antes que un maullido es una carrera de exponenciales entre el minimo de los
tiempos de los canarios (que distribuye exp(kA.)) y el minimo de los tiempos de los gatos (que distribuye
exp((N —k)Ay)) se tiene:

ke
IP(Eli — esimo sonido sea un silbido| Hay k canarios) = et (V=
c o 9

Por lo tanto:

> 5 .
Pe = ‘ g(1—¢)""
; khe + (N — k)X
kA > ,
— < 1 _ 1—1
KA. + (N — k)qu;( %)
_ kA q
T EAet (N—k)Ag g
k.

kXe + (N — k)X,

Sélo nos falta condicionar por el nimero de canarios (claramente corresponde a una binomial).



IP(Escuche primero un silbido) = IP(Escuche primero un silbido | hay k canarios)IP(hay k canarios)

prlP(hay k canarios)

kA N
c 1— k, N—k
k;>\c+(N—k))\g(k>( p)p
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b)

IP(Pedro gane a Juan | Pedro gana alos otros 10) = 1 — IP(Juan gane a Pedro| Pedro gana a los otros 10)
1 — IP(Juan gane)
1

= 1- =
12

11
12

Lo anterior se tiene pues cada alumno puede obtener cada uno de los nimeros de la témbola equiprob-
ablemente. Luego la probabilidad que Juanito tenga el mayor es 1/12.

¢) Solo para explicar de manera mds simple la solucién consideraremos que los turistas suizos son un poco
més alemanes para sus cosas y cuando ven al chileno ocupando su asiento lo enfrentan, haciendo que se
cambie de lugar (a otro asiento que nuevamente el chileno elige al azar entre los disponibles). Esta manera
de mirar el problema es equivalente a la descrita en el enunciado.

Es facil notar que si en vez de un bus de 40 personas fuera un bus de 2 (1 turista y 1 chileno) o de 3 (2
turistas y 1 chileno) la probabilidad pedida seria 1/2. Demostraremos por induccién que para un bus de N
asientos la probabilidad de que el dltimo en subirse encuentre su asiento desocupado es 1/2. Asumiremos
que lo anterior se cumple para 1,..., N — 1 y lo demostraremos para N.

Sin pérdida de generalidad enumeraremos los asientos de 1 a IV, siendo el asiento ¢ el del pasajero que
se sube en i — esimo lugar al bus (por ejemplo el pasajero que se sube tercero al bus tiene en su ticket
marcado el asiento nimero 3). Condicionaremos segin el asiento que elige el chileno (el primero en subir),
recordando que IP(Chileno ocupa el asientoi) = 1/N

N
IP(Pasaj N encuentre asiento desocup) = Z IP(Pasaj N encuentre asiento desocup | Chileno ocupa el asiento i) /N
=1

Notar que cuando cuando el chileno se sienta en su asiento (el primero) la probabilidad que el tiltimo
pasajero encuentre su asiento desocupado es 1. Cuando el chileno se sienta en el asiento N la probabilidad
mencionada serd nula. En el caso en que el chileno se siente en el asiento 7, lo que sucedera es que el turista
i lo sacara del asiento y el chileno debera sentarse al azar entre N — i asientos disponibles, siendo, por
hipétesis de induccién, la probabilidad de que el iltimo turista encuentre su asiento desocupado igual a
1/2. Luego:

N-1
1 1
IP(Pasaj N encuentre asiento desocup) = (1+ 3 + O)N
=2
1 1
= (14+=(N-2)—=
(145N —2)



Problema 3

i) = Etapas: Losdiast=1,...,T.

= Variables de estado: Numero de acciones al inicio del dia ¢ (I;) y precio de la accién en el dia ¢

(t)-
= Variable de decisién: z; € S; con Sy = {-1,0,1}si[; >10S; ={0,1}si I; =0

» Recurrencia de estados:
Liyn =1 + x4

= Variable aletoria: Precio en el dia ¢ (y;)

» Condiciones de borde:
fl*“(yT7 IT) =0
Ip =N

» Funcién de Beneficios:
fi(we, I, ye) = 2Ge(ye) — Clag| + IE [ft*ﬂ(—rt + x4, Y1) | yt]

Con
i) = ;ngg fe(@e, Ie, ye)

ii) Para ver cuando conviene comprar calcularemos la siguiente diferencia:

St Iye) = £1(0, 1, ye) = Ge(ye) — C+ B [ff (Te + Loyesa) | ye]) — B [fi (I, yesr) | e

Notar que los valores esperados en la ecuacion debieran ser iguales excepto en el caso de inventario
restrictivo (cuando I; = 0), pero ese caso no puede ocurrir cuando consideramos N > T. Por lo tanto
convendra comprar cuando:

Giy) —C =20 = Gi(y)=2C

En el caso de que queramos saber si conviene vender debemos calcular la siguiente diferencia:

oL 1, ye) — fo(0, Ly y) = —Ge(ye) — C+ B [ff (I — Liyega) L ye) — I [fio (T yesr) | e

Por razones similares el caso anterior, conviene vender cuando:

Gy -C20 =  Gily)<—C

iii) Cuando N < T podriamos llegar al caso en que I; sea nulo (se nos acabe el inventario). Luego en el caso
de la compra el valor IF [f;‘+1(It + 1Ly41) | yt] - F [ft*+1(It,yt+1) | yt] seria mayor o igual a 0 porque
el primer término se maximizaria en S; = {—1,0,1} y el segundo en S; = {0,1}, siendo el dltimo mds
restrictivo. La condicién para que convenga comprar serfa que Gi(y;) — C > IE [ff (I, yi41) | ve] —
E [ffo (I + 1ye) v

Cuando queramos decidir si vender o no la diferencia IE [ f7 1 (I, — 1,yi41) | ye] — I [f711 Ly yes1) | v
serd negativa y necesitaremos que —Gy(y;) — C > IE [ft*+1(It,yt+1) | yt] - FE [ft*+1(ft — 1, y141) | yt} para
que convenga vender.



Problema 4

Un modelo para determinar la distribuciéon de vehiculos podria ser el siguiente.

= Etapas
Cada uno de lodias: t =1,...,T

= Variables de Estado

Debemos saber cudntos vehiculos hay en cada local. Para esto bastan con saber cuantos hay en el
local 1, pues el resto estard en el local 2.

Siendo asi definimo s; como el ntimero de vehiculos en el local 1 el dia ¢ — 1. s1 serd el nimero de
vehiculos en el local 1 al inicio del analisis.
» Variables de Decisién

Las decisiones a tomar corresponden a cudntos vehiculos tener disponibles en cada local para cada
dia. De esta manera definimos x; como el niimero de vehiculos a tener disponibles en el local 1 el dia t.

Observacién: También se puede realizar un modelo cuyas variables de decisién sean cudntos vehiculos
mover de un local para el otro en cada dia.
= Variables Aleatorias

Las demandas que se observan son aleatorias. Hay una demanda para cada local para cada dia.
Entonces definimos las variables d; como la demanda para el local ¢ en el dia ¢.

La distribucién de d} estd dada por P(d} = k) = py(k), mientras que la distribucién de d? estd dada
por P(d? =1) = ().
» Recurrencias

Las variables de estado se actualizan de acuerdo a las siguiente recurrencia:

St+1 = Tt
s Funcién de Beneficio Acumulado
Vi(se, o) = Edtl’df [I (ml’n {xt, d%} + min {N — X, df}) — Coy méx {z: — $¢,0} — Craméx {st — x+,0} + Vtil(xt)}
Tt oo N—x4 oo
=1 (Z kpe(k)+ Y wpe(R) + D lae()+ Y (N—wt)th)) — Ca1 méx {z; — 5,0}
k=0 k=x¢ =0 I=N—x¢+1

—Craméx {s; — x¢,0} + V51 (1)
donde

Vi (s¢) = max {Vi(sg, o) : 0 <uxy < N,entero}

= Condicion de Borde

El estado inicial es s; = N y no hay valor residual para la configuracién final: V() =0



