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Problema 1

Los resultados de una empresa financiera dependen fuertemente del estado de la economia global, el que puede
ser BUENO, REGULAR o MALO. En un afio bueno la empresa obtiene ganancias de 10 millones de délares,
en uno regular de 3 millones de délares y en uno malo tiene perdidas de 3 millones de délares.

Se ha observado que el estado de la economia global se comporta como una cadena de markov con matriz de
transicion dada por:
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a) (2 puntos) Calcule las probabilidades estacionarias para el estado de la economia global y determine las
ganacias promedio de largo plazo de la empresa.

Se tiene el vector de beneficios:

Para obtener las probabilidades estacionaras 7 = (75, 7r, Tar), se resuelve el sistema:

l = #'p
mg+rr+7mTm = 1
—0,8mp +0,25mg +0mpy = 0
04rp — 0,bmrg +0,bmyr = 0
047 +0,25mgr — 0,5y = O

g +mr+mpm =1

Se obtiene: 77 = (7g, 7R, mar) = (0.15,0.48,0.36).
Luego calculamos el beneficio por ano en el largo plazo:

g=7"7=0T15-10+0.48-3+0.36- —3 = 1.87

b) (4 puntos) Si estamos en un afio malo, ;Cudl es la ganacia esperada de la empresa para los préximos 5
afios? (Puede considerar que n=5 es suficientemente grande, es decir P° ~ P>).

Dado que la cadena es homogenea, finita y ergédica, entonces se tiene que:
V(n) = nge +w + P"(V(0) — w)
Determinamos el vector de beneficios reltivos w, tomando wp; = 0:

w+ge =7+ Pw



(P—-TDw=ge—7

-0,8 04 0,4 wp —8.12
0,25 —-0,5 0,25 WR = —-1.12
0 05 —-0,5 0 4.87
—0,8wg +0,4wgp = -8.12
0,25wp + —0,5wr = —1.12

wp 15@
w=| wrp | = 9.75
wnr O

Ve (5)
V(5 = Vr(5)
Vi (5)
= 5ge+w+ P*(V(0) — w)
9.39 15.03 015 0.48 0.36 0 15.03
= | 939 |+| 97 |+ 0I5 048 036 0 ]—-| 97
9.39 0 015 0.48 0.36 0 0
9.39 15.03 015 0.48 0.36 —15.03
= 939 |+ | 97 |+ | 0I5 048 0.36 —-9.75
9.39 0 015 0.48 0.36 0
—5.03
Vu() = 939+0+( 015 048 036 )| —6.75
0
= 239

Problema 2

Una microempresa que produce ldpices consta con dos mdquinas (nuevas) donde cada una funciona sin ave-
riarse un tiempo exponencial de media 1/A (horas). Sin embargo la microempresa tiene en sus activos una
vieja maquina de reemplazo que sélo opera cuando falla al menos una de las dos méaquinas principales. Esta
maquina de reemplazo puede funcionar sin averiarse un tiempo exponencial de media 1/8 (horas). Cada vez
que una maquina falla, estas son enviadas a un taller de reparacién que repara maquinas nuevas en un tiempo
exponencial de media 1/ (horas); y las méquinas viejas 1/ (horas).

La tasa de produccién de una méquina nueva y vieja es de a 'y b (lapices / hora) respectivamente. Responda:

a) Modele el problema como una cadena de markov en tiempo continuo.

Los estados de la cadena son los siguientes:

2,1: Las dos méquinas nuevas estdn funcionando y la mdquina vieja esta buena (pero no funcionando).
2,0: Las dos maquinas nuevas estan funcionando y la maquina vieja esta en reparacién.

1,1: Sélo una méquina nueva estd funcionando y la mdqiuina vieja estd buena (y funcionando).

1,0: Sélo una maquina nueva esta funcionando, la otra maquina nueva y la vieja estd en reparacién.
0,1: Las don méqiuinas nuevas estdn en reparacion, y la maquina vieja estd funcionando.



0,0: Todas las maquinas estan en reparacién.

La cadena de markov que representa la situaciéon descrita es:
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b) Justifique la existencia de probabilidades estacionarias, y plantee el sistema para obtenerlas.

N

Hay probabilidades estacionrias por se una cadena finita y de una séla clase.

El sistema a resolver es:

2Mma1 = pmir +ymao
A+ )T = pmio
A+ p+B)m1 = 2w + 2umoer + 710
2u+B)mor = Ami + Ym0
A+p+v)mo = 2Am + Br1 + 2umoo
(2u+7y)m0 = Bmor + Ao
Zm =1
i€E

Suponga conocidas las probabilidades estacionarias de aqui en adelante.

¢) Determine la fraccién del tiempo que la microempresa esta produciendo.

frac = ma1 + oo + 11 + M0 + To1

d) Determine la tasa de produccién promedio de la empresa en largo plazo.

tasa = A = 2a[ma; + ma0] + (a + b)m11 + amip + bmos

e) Si el costo de reparacién por maquina es de $C' y el precio de cada ldpiz es $P, cdlcule las ttilidades por
hora promedio.

Definimos:

A : tasa de produccién de ldpices por hora (calculado en la parte anterior).
T : tasa de maquinas que se hechan a perder.

= 2A[ma1 + ma0] + A[m11 + m10] + Bron



Luego las utilidades por hora:

Utilidades = Ingresos — Costos
A-$P—7-$C

Problema 3

Un banco recibe clientes segtin un proceso de Poisson de tasa A (clientes/minuto). El banco dispone de un cajero
que atiende también segin un proceso de Poisson de tasa p (clientes/minuto). El banco tiene la politica que
cuando hay mas de N clientes, comienza a operar un segundo cajero que atiende segin los mismos pardmetros
del otro cajero. Este segundo cajero, mientras atiende, significa un costo para el banco igual a b ($/minuto).
Apenas hay N, o menos clientes en el banco, este segundo cajero deja de atender y se deja de incurrir en el costo
adicional. El banco considera que el tiempo de los clientes también es valioso, y lo calcula igual a ¢ ($/minuto)
de cada cliente que permanece en el banco.

a) (1 punto) Modele la atencién del banco como un sistema de cola.
La cola del sistema se representa a continuacion:

h h b A . b A h

M M H M M 2 2u
Es decir, es una M/M/1 cuando el nimero de clientes es menor o igual a N, y bien cuando el nimero de
clientes en el banco es superior a N, el sistema es una M/M/2.

b) (1 punto) Indique bajo que condiciones el sistema tiene probabilidades estacionarias. Calcule las proba-
bilidades estacionarias, en funcién de los datos del problema.
La condicién necesaria para tener probabilidades estacionarias es que A < 2u.
Para el cédlculo de probabilidades estacionarias, se aplica la férmula de proceso de nacimiento y muerte:

-1
AOAL - A Ao
m:um o = 1+Z 021"
a2 - g is1 MMz

Luego, las probabilidades estacionarias para este problema vienen dadas por:

A i . N i 00 @
= (IL) o ; Z'SN donde 1y = <1+Z<:) + Z 21'}1\1 (A)>

iy (%) T >N i=1 i=N+1 H

c¢) (1 punto) Calcule el valor de L en funcién de los datos del problema y de 7. Indique el valor de W en
funcion de L y de los datos del problema.

N A i o) A i
= 2 () e 2w (5)

=1 i=N-+1
N+1 N+2 N N+1
A (g) (N+1)+ (ﬁ) N (N+1) (QA) —&-N(ﬁ) N
Ry TEesE



d)

e)

Por la formula de Little, tenemos:

L
V=3

(1 punto) Indique, en funcién de las probabilidades estacionarias, la fraccién del tiempo que trabaja el
segundo cajero en el estado estacionario.

La fraccién del tiempo que trabaja el segundo cajero es:

frac = i e
i=N+1
- 5

i=N+1

(1 punto) Exprese la funcién de costo total en el estado estacionario (el costo del cajero adicional y de los
clientes del banco) en funcién de L, de las probabilidades estacionarias y de los datos del problema.
El costo por cada minuto en el largo plazo sera:

costo = b-frac+c-L

b.ﬂo(;)z\wl

2 1-%
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(1 punto) Indique cémo podria determinar el valor de N que minimiza la funcién de costo total que ha
establecido en el punto anterior.

Minimizando el costo por minuto en el largo plazo. Expresando este costo (ya calculado en la parte
anterior):

L\
N (7)
costo =" - moN) W) s— +c- L(N)
2 _ A
2p
Notar que g—f] >0,y que % < 0. Luego hay una solucién para el problema no trivial (N =16 N — oo

equivalente a usar siempre un sélo cajero). El problema a resolver es:
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