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Problema 1

Sea el problema:
min f(x)
sa.g(x)<0
¢Que hipdtesis se deben pedir para que el cumplimiento de las condiciones de KKT
para un punto x garantice que dicho punto es minimo global del problema?

- x*™ minimo local tal que se cumple la condicidon de regularidad en x*. Para funciones
diferenciables se tiene gue x* es regular si las restricciones de (P) si los vectores
gradientes de las restricciones activas en x* son |, i.

- fy gi son de clase C1

- f convexa y regidn factible convexa.

Problema 2

A partir de las condiciones de KKT verifique que un punto interior no puede ser
optimo en un problema de programacién lineal con funcién objetivo no nula. éUn
punto interior puede ser éptimo en un problema de programacion no lineal?

Verifiquemos que un punto interior no puede ser éptimo de un problema lineal:
Sea un PL donde se quiere optimizar f(x) = ¢‘x lineal en la regidn factible S convexa. Sea
x* un punto del interior de S candidato a ser éptimo global de PL. Las condiciones
necesarias de XKT aplicadas a x* son:
S = 0, Vit.g.:
m
V)t ) mVeE) =0 ()
wgixe)=0,vi=1,.,m (HC)

Para x* todas las restricciones son NO activas, puesto gue es un punto interior, luego por
las condiciones de Holgura Complementaria, se tiene que w; = 0 Vi.

Luego la ecuacién (*) también debe cumplirse para gue x* sea el 6ptimo, entonces:



m

Vflx )+ M Vgilxs) = Vf(x+)=0

Por otro lado se tiene que:

Con lo que se concluye que:
Vfxe)=C=0=>f(x)= 0

Lo que es una contradiccion, pues supusimos que f es no nula Por lo tanto un punto
interior no puede ser un punto dptimo de un preblema de optimizacion lineal con funcién
objetivo NC nula.

Ahora analizamos el caso de un problema no lineal:

Notar que la condicion de que w; = 0 Vi, no cambia y por ende Vf(x +) = 0, ahora con f
no lineal tampoce cambia. Lo anterior se tiene si y solo si x™ es un punto estacionario de f,
por lo tanto un punto interior si puede ser dptimo de un problema de Optimizacion No
Lineal.

Problema 3

Se tiene el siguiente problema (P)
Min F(x,,x2)= 2x, — X,

gl(xl’xz):xi 2 x;

gz(x],xz):x.f +()c2 -1 21

g;(xl’xz):xz 20
1. Muestre las graficamente las restricciones, el conjunto de soluciones factibles y
la funcién objetivo.
2. Escriba el problema (P) en su forma estandar.
3. Revise el cumplimiento de las condiciones de KKT para los siguientes puntos:
(1,1} (0,0). éQué se puede decir de cada uno?

4. Entregue la solucion oOptima y el valor de la funcién objetivo asociado.
¢Podemos asegurar que es un minimo global?, justifique su respuesta.

1)




Forma Estandar:
Min F(x ,x,)=2x —x,

g)(xlaxz):_xl +x2: SO
g:(xl’x:):_xll "(XI "'1)2 +1<0
g](xl,xz):_xz SO

Condiciones de KKT

2 e P

lul(—xl +-"::)=0
-2 = (e -1 ~1)=0
#:(-x,)=0
3)
Punto (L1)
ool )
1,(0)=0 = W, libre
M, (0)=0 = M, libre

ﬂl(_l)=0 = u, =0
Ahora determinamos los (¢, :

=1+24,=0=> u =—20

B |

20

o w

2-py =24, =0 = U, =

Luego (l,l) cumple las condiciones de KKT y, por lo tanto, es candidato a ser minimo

I::?\Ito (0,0)
il Tl o)
1 0)=0 = pu libre
14,(0)=0 = U, libre
1.(0)=0 = i, libre

Ahora determinamos los 4, :
2=, =0=>u =220
=1+2u, —pu, =0
Basta escoger i, =1, 4, =120 para que el sistema tenga solucién



Luego (0,0) cumple las condiciones de KKT, y es también un candidato a ser dptimo.

Ambos puntos cumplen la condicién de regularidad, ya que los gradientes de sus
restricciones activas son l.i., y ambos cumplen la condicién necesaria de KKT, luego
son minimos locales. Sin embargo, la regién factible no es convexa, en particular la
restriccién 2 no lo es:

Vig,(x,x,) B PY
x L x, )=
S U
Luego, no se satisface la condicidn suficiente para asegurar optimalidad global de
ninguno de los dos puntos.

4)

Graficamente se encuentra que el éptimo es el punto (0,0), y el valor de la funcién
objetivo es F(0,0):O. No se puede asegurar optimalidad, a pesar de que el otro
candidato tiene un valor de F(l,l):l, ya que eventualmente podrian existir otros
candidatos con mejor resultado, que no han sido revisados.

Moraleja: Hay puntos que cumplen KKT que no son minimos. KKT es suficiente
cuando las restricciones y la funcidon objetivo son de clase C1, y la f y la regién
generada por las restricciones son convexas.

Problema 4

METODO DEL GRADIENTE
a) Sea f:R*—>R, tal que f(x,x,)=x]+x]. Muestre que el método del

Gradiente 0 Maximo Descenso (steepest descent method) encuentra el 6ptimo
en una sola iteracion, independiente del punto de partida.

b) Sea g:R2 — R, tal que g(x,.x,) =x,: +3x§. Explique por qué en este caso no
se puede asegurar una rapida convergencia. Encuentre un punto de partida
apropiado, para el cual este método encuentra el dptimo en una sola iteracion.

Parte a)
Primero tenemos que Vf((x,,x,)" )= (2x,.2x,)"

Comencemos desde el punto x” =(a,b)" € R" cualquiera.

Calculamos el gradiente de f en ese punto: Vf((a,b)r)= (2a,2b)"

Luego el punto x' viene dado por x' =x"-aVf(x"), donde @ viene del problema
unidimensional z\;!)xun f(xl), es decir:

S CAR L 'Y= (a-2aa)’ +(b-2b@)’
x=| 2b,conf(x)—(a aa)” +( )

df (x')
y £~ =-4ala~2aa)-4b(b~2ba) =0 - a=}é

e (2} 4(2)-(0)



Parte b)

En este caso se tienen curvas de nivel elipticas, por lo que, salvo en algunos puntos, el
gradiente de la funcidn objetivo no apunta hacia el 6ptimo global, y se tienen
gradientes mas bien ortogonales en iteraciones sucesivas, por lo que se converge
lentamente a medida que nos acercamos al éptimo.

Para llegar en una sola iteracién basta encontrar un punto en el cual -Vf apunte

hacia el origen, por ejemplo: (1,0)" 6 (0,1)" .

Problema 5

METODO DE NEWTON
Sea f:R* >R talque feC*’
a) Muestre que d =-{V*f(x)]"-Vf(x) es una direccién de descenso para f en

x si V7 f(x) es definido positivo.
b) Realice una iteracién del Método de Newton para la funcién g del problema
anterior comenzando desde el punto (1,1).

Parte a)
Sea V* f(x) definida positivay sea d =—[V*f(x)]" - Vf(x).

Se tiene que y” -V f(x)-y>0 ¥ye R"/{0}
Y ademas y" [V f(x)]"'-y>0 ¥ye R"/{0}

Luego V/(x)" -[V2f(x)]" - Vf(x)>0
~Vf() IV S)] -V (x) <0
Vi) IV @1 V()< 0
Vi(x) -d <0

Y d es una direccion de descenso.

Parte b)

: T T 2 T 20
Primero tenemos que Vf{(x,,x,)" )= (2x,,6x,)" ¥ V2 f((x,.,x:)" )= -

Comenzamos desde el punto x° =(1,1)"
Calculamos el gradiente de f en ese punto: Vf((l,l)")= (2,6)"
Luego el punto x' viene dado por x' =x" ~[V*f(x")]"'Vf(x")

=(HG G

=)o y)le) o

Verificamos si es dptimo:

v )= vrl00) )= (0.0)

Vif(x')= Vlf((0,0)r)= (f) gj que es definida positiva.



