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Problema 1 (Analisis de Sensibilidad)

Considere el problema (P):
maxcyx; + X,
X1 + Xy < 5
3x1 — X < bz
X1,X3 =0

Encuentre los rangos en que pueden variar ¢; y b, para que el 6ptimo se encuentre en
la interseccion de ambas restricciones.

Problema 2 (Analisis de Sensibilidad)

Considere el clasico problema de combinacién de productos sujeto a restricciones de
disponibilidad de recursos:

max x; + 3x,
xq +4x, <100
X1+ 2x, < 60
X1 + X < 50
X1,%X3 =0

1. Realice un analisis de sensibilidad para el vector del lado derecho de las restricciones.
2. Realice un andlisis de sensibilidad para el vector de coeficientes de la funcién objetivo.
3. Suponga que se evalua la posibilidad de fabricar un nuevo producto X,,..c de modo que el
problema queda descrito como:
max xq + 3X3 + Xpyevo
X1 + 4x5 + 5Xpyevo < 100
X1 + 2x9 + 3Xpyevo < 60
X1 + X9 + 2Xppe0 < 50
X1, X2, Xnuevo = 0

¢éSigue siendo éptima la solucién del problema?

Hint: En el 6ptimo, la base esta formada por las variables x1, x2 y x5, en donde se han asignado
las variables x3, x4 y x5 como holgura de las restricciones segun el orden enunciado.



Problema 3 (Branch & Bound)

El auxiliar del curso de optimizacion de una prestigiosa universidad ha sido invitado a
un asado de fin de afo, para celebrar el fin de las clases, junto al cuerpo docente y los
alumnos del curso. Este personaje cuenta con un automovil, un notebook, 6 parlantes y 3
cuchillos que podria llevar al evento, cada uno de los cuales le entrega cierta utilidad si los
lleva. Sin embargo, este personaje es famoso por cuidar demasiado sus pertenencias y
considera arriesgado llevarlas al asado. Por esta razon, ha asignado un valor al riesgo
unitario en que incurre llevando cada objeto, el cual se muestra en la siguiente tabla, junto
con la utilidad unitaria que recibe si lo lleva y el maximo riesgo total que esta dispuesto a
correr:

indice| Objeto Tiene Utilidad Riesgo
1 |Auto 1 40 90
2 |Parlantes 6 5 20
3 |Cuchillos 3 15 10
4 |Notebook 1 25 40

Maximo Riesgo Admisible: 150

Dado su amplio conocimiento en el campo de la optimizacion, se ha dado cuenta de
que puede modelar esta situacién como una pequeia adaptacion del famoso Problema de la
Mochila y asi poder decidir qué objetos y cuantos de ellos llevar al asado de manera de
obtener la maxima utilidad posible:

a) Escriba la relajacion lineal del problema (P)

b) ¢Existe alguna forma simple de obtener la solucidon 6ptima del problema relajado, sin
realizar ningun algoritmo?, écomo es? Resuelva mediante este método el problema (P).

c) Resuelva el problema utilizando el algoritmo Branch & Bounds, resolviendo cada nodo
mediante el método desarrollado en b).
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Problema 1

Escribiendo (P) en forma estandar:
Min —c;x; — x5
X +x +x3=5
3x; —x;+x,=Dby
X1, X3,X3,%4 =0

Si el optimo se encuentra en la interseccion de las restricciones, entonces las variables
de holgura son nulas, y por lo tanto, no estdn en la base, luego: x5 = {x, %} Y xz =
{x3,24}-

Entonces: B = (; 71), B~ = f(; ,11)

- 1/ 14/(5 1/5+h,
=RB-lp =2 = —
b=5"b= (3 —1) (bz) 4(15—172)20

Luego: b, < 15y b, = =5 para mantener la factibilidad.

_ 1 1
R:B_IR:Z@ j1)(é [1))21(; 711)

Calculando los costos reducidos:

Luego: ¢; = -3y c; = 1 para mantener la optimalidad.
Por lo tanto, b,e[—5,15] y c,€[1,%) para que la base siga siendo 6ptima.

Problema 2

Primero, pasamos el problema a su forma estandar:

minz = —x; + —3x,

s.t. x; +4x, + x3 =100
x1+2x2+x4=60
x; + %3 + +x5 =50
X1,X2,X3,X4,X5 =0

Ademas nos dicen que la solucion dptima, esta conformada por la base de x1, x2 y x5, luego:



=

.
b3
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o

1 4 0 . -1 2 0
Ag=|1 2 0 |=Ag =| 1/2 -1/2 0
111 1/2 -3/2 1

1. Ante variaciones del vector b, solo necesitamos analizar factibilidad, es decir, B~1b = 0.

i -1 2 0 by
Ag b= 1/2 -1/2 0 by | >0
12 -3/2 1 b

Se podria hacer un analisis general que conlleva a generar espacios de soluciones, pero en vez
de eso haremos un analisis ceteris paribus (dejando todos los pardmetros constantes menos
una).

Para b;:

—1 2 0 by —hy 4+ 120 ~
1/2 —1/2 60 | = ’;-ZL —30 | =0
1/2 -3/2 1 50 Bo—40

Entonces tenemos que:

—b;+120 20 => b, < 120

23020 => b = 60

“_4020 => b = 80

Entonces intersectando las soluciones de esas tres ecuaciones se concluye que ante
variaciones de by, se mantiene la factibilidad de la solucidn si:

80 < b, <120

Para b,

El procedimiento es el mismo:

-1 2 0 100 —100 + 2y
1/2 —1/2 0 by | = ROk >0
1/2 —3/2 1 500 50 — 3+ 500

y se obtiene que:



Para bs

-1 2 0 100 —100 + 120
/2 —1/2 0 60 | = 50 — 30 =0
/2 —3/2 1 by 50 — 90 4 b

Y se tiene que:

b; <40m

2. Para variaciones en el vector de costo solo se debe ver que ante variaciones de este, se
mantenga la condicidon de optimalidad, es decir que los costos reducidos sean mayores gue
cero.

Para cy:

Como x1 es basica, entonces tenemos que considerar todos los costos reducidos

- -1
(03,04) — (CS'C4)_(C'1‘02‘05)AB AN
-1 2 0 10

= (0,0) = (—c1,-3,0) | 1/2 =1/2 0 01
1/2 —-3/2 1 00
~1 2

= (0,0) = (—c1,-3,0) | 1/2 —1/2
/2 —3/2

= —(ci— 3/2,—2c; + 3/2) > (0,0)

Entonces para mantener optimalidad se tiene que (ceteris paribus):

<=6 <

oW
W

Para c2:

Nuevamente x2 es basica, entonces tenemos que considerar todos los costos reducidos:

(C3, C4) = (63304)—@1:02:65)}\311&]\;
-1 2 0 1 0
= (0,0)—(=1,—c2,0) | 1/2 —1/2 0 01
1/2 —3/2 1 00
-1 2
— (0,0) = (=1,—c2.0) | 1/2 —1/2
1/2 —-3/2
Ca Ca. .
= —(1—5-—2+§)2(U:0)



Entonces:
2<c, £ 4

Obs: Analisis para c3, c4 y ¢5 no tienen sentido para este problema pues las variables asociadas
son las de holgura. De todas formas, el procedimiento es andlogo (con la diferencia que
cuando es variable no basica podrian hacerse menos calculos).

3. Adelantando un poco, este problema cabe dentro de andlisis post-optimal pues
veremos cual es nuevo dptimo para una variacion dada del los parametros del
problema. Claramente la incorporacién de este nuevo producto, como no se esta
produciendo (Xnuevo = 0), No viola la factibilidad del problema. Luego, sdlo tenemos
que verificar la optimalidad:

-1 2 0 5310
(Goueno: E3:51) = (—1.0,0)(-1,-3.0) | 1/2 —1/2 © 30 1
/2 —3/2 1 2 00

= —(3,1/2.1/2) = (0,0)
Por lo tanto, labase sigue siendo optima.

Problema 3

a) Relajacion Lineal:
(PO) Max z =40x, +5x, +15x, +25x,

s.a. 90x, +20x, +10x; +40x, <150
X, <6, x, €3
X,,X, € [0,1] X, X, € Ry

b) La forma mas sencilla de resolver el problema de la mochila relajado es rankear
los objetos segun la razén Beneficio-Capacidad, que en este caso es la razén
Utilidad-Riesgo.

indice| Objeto | Tieme  Utilidad Riesgo Ramn_unhdad
/ Riesgo
1 |Auto 1 40 90 0,44
2 |Parlantes 6 5 20 0,25
3 |Cuchillos 3 15 10 15
4 |Notebook 1 25 40 0,63
Maximo Riesgo Admisible: 150

Luego, se llevan, en primer lugar, todos los cuchillos que se pueda, es decir 3,
utilizando 30 unidades de riesgo. En segundo lugar se agrega el notebook, con
lo que sélo restan 80 unidades de riesgo. Luego se agrega el auto, pero como
“no cabe” entero, se agregan sélo 8/9 del auto, para satisfacer la restricciéon de
riesgo. Con esto queda la siguiente solucién:

x1=%_. X, =3
=0, x, =

=1

X3 5 g



c) Inicializacién: Se inicializa el incumbente (mejor solucién entera encontrada
hasta ahora) en z =—oo.

PO: Se utiliza el problema relajado (P0O) y se resuelve con el método
desarrollado en b) llegando a una solucién no entera en x,. Luego se ramifica

en x, =0 y x, =1, ya que son sus Unicas opciones.

P1: Se resuelve, del mismo modo P1, que es igual a PO, pero con la restriccion
x, =0, obteniéndose una soluciéon entera. Luego, actualizamos el incumbente

z=90. Este nodo no se sigue ramificando, ya que, al agregar més
restricciones siempre se llega a soluciones peores o iguales a la anterior.

P2: Ahora se resuelve P2, que es igual a PO, pero con la restriccién x, =1,
obteniéndose una solucién no entera en x,. Luego, ramificamos en x, =0 y
x, =1, ya que son sus unicas opciones.

P3: Ahora se resuelve P3, que es igual a P2, pero con la restricciéon x, =0,
obteniéndose una solucién no entera en x,, (x, =1,5). Luego, ramificamos en

x, <l y x, 22, ya que necesitamos dejar fuera la solucion decimal que nos
daba.

P4: Ahora se resuelve P4, que es igual a P3, pero con la restriccién x, <1,
obteniéndose una solucion entera, con valor 90. Luego, se deja de ramificar.

P5: Ahora se resuelve P5, que es igual a P3, pero con la restriccionx, =2,

obteniéndose una soluciéon entera, con valor 80. Luego, se deja de ramificar
por 2 razones: primero, porque ya es una solucién entera y, segundo, porque el
valor que se obtiene en este nodo es 80, que es peor que el incumbente, luego,
no se obtendra nada mejor de esta rama.

P6: Ahora se resuelve P6, que es igual a P2, pero con la restricciénx, =1,

obteniéndose una solucion entera, con valor 95. Luego, actualiza el incumbente
z =95 vy se deja de ramificar, ya que se tiene una solucién entera.

Llegamos a una situacién en la que no se puede seguir ramificando, luego, la
soluciéon optima es la que genera el incumbente z=95 (podria ser mas de
una). El arbol asociado a este problema es el siguiente:

PO | z-1055
x1=8/9 n3=3
x2=0 x4=1
x1=0 x1=1
PL | =% P2 | z-1038
x1=0 x3=3 x1=1 x3=3
x2=4 xd=1 x2=0 xd =3/4
Sol. Entera x4=0 xd=1
P3| 2-925 P6 | z-95
x1=1 x3=3 x1=1 x3=2
x2=3/2 x4=0 x2=0 xd=1
x2<=1 x2>=2 Sol. Entera
pa 2=90 s | z2-80
x1=1 x3=3 x1=1 x3=2
x2=1 x4=0 x2=2 x4=0
Sol. Entera Sol. Entera

Peor que el incumbente



Observaciones:

Las variables x,,x, son binarias, por lo que al ramificar en ellas solo hay

2 opciones: (=0 y =1). En general, para variables enteras se ramifica
utilizando las desigualdades "menor o igual a la parte entera” y "mayor o
igual a la parte entera més uno”, por ejemplo, si el problema entrega la
variable x = 3,8, se debe ramificaren x<3 y x=4.

Llamamos solucion entera a la que tiene todas las variables enteras,
independiente de si el valor de z es entero o no. Si todos los
coeficientes de la funcién objetivo son enteros, una solucion entera
entregara un valor de z entero.

Los 3 criterios para dejar de ramificar son: Solucién entera, Soluciéon
peor gue el incumbente y Solucién infactible.

En este caso, de haber resuelto P6 antes que P3, no habria sido
necesario resolver P4 ni P5, ya que P3 hubiese caido en el criterio
“Solucién peor que el incumbente”



