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r f‘ﬂ Prugramaciﬂn Lineal Entera

Es una técnica que permite modelar y resolver problemas cuya caracteristica principal
es que el conjunto de soluciones factibles es discreto.

Modelo Lineal (que vimos en P.L.) agregando que las variables de decisién deben ser
enteras.

A veces, algunas variables pueden ser enteras y otras continuas, en este caso hablamos
de programacion lineal entera mixta.

Ejemplos de estos modelos: localizacion de plantas.

Caso Particular: modelos lineales binarios donde las variables representan decisiones
del tipo st 0 no (1 o 0).



El Problema

(PEymin z=clx
s.aa. Axr<b
v, €INg 1=1,....n
Con I Ny los naturales union el cero.
Es claro que si el conjunto {x/Ax < b} es acotado, el niimero de soluciones factible
es finito.

Eso implica que el problema es facil?

No, necesariamente, porque el numero de soluciones puede ser exponencial en el
tamaiio del problema (nimero de variables).

Por ejemplo, el conjunto definido por

O<wx;, <1 i=1,....n
x; € I Np = 1,....'”.

Es el conjunto de vértices del n-cubo que tiene 2™ vértices.

Se puede mostrar que los problemas del tipo (PE) son NP-completos, lo que significa
que son dificiles de resolver.



El Problema

Problema Mixto:

(PM)min 2 =clz
sa Axr<bh
r; €INg iel C{l,...,n}
v; >0 jel¢

(PM) es tan complicado como (PE).

Ejemplo de (PE):
maxz = 2x14+ a9
s.a. xy+ae <3
51+ 2w0 < 10
ri1.x9 = 0, enteros
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El Problema

Dejamos los métodos de soluciones para mas adelante. Veremos algunos modelos de
programacion lineal entera.



Problema de la Mochila

Se tienen n tipos diferentes de objetos, cada uno de ellos tiene un peso w; y un valor

Uy

Se dispone de una mochila donde se colocaran los objetos, que soporta un peso maximo
de W, de manera de maximizar el valor total del contenido de la mochila.

Los objetos son indivisibles, o sea sodlo se puede colocar un numero entero de cada
objeto.

Modelo: (Problema de la Mochila (knapsack) Entero)
x; — unidades del objeto j que se colocaran en la mochila.
maxz = ) vz,

B n — T
s.a. D wixg < W
x; =0, enteros j=1....n



Problema de la Mochila

Si solo existe un objeto de cada tipo entonces x; = 0 6 1 — knapsack binario 6 0-1,
1 corresponde a poner el objeto en la mochila y 0 a no ponerlo.

Otra aplicacion de este problema se utiliza cuando existen mercaderias que deben
ser almacenadas o transportadas considerando una disponibilidad de espacio o peso
limitado, con cada mercaderia con un cierto valor.

Esta probado que se puede resolver (usando programacién dinamica) en tiempo
O(nW). Pero si W no esta acotado por un polinomio en n esto no es un buen
resultado.

Otros Problemas:
Asignacion

El Vendedor Viajero
Localizacion de Instalaciones



Ramificacion y Acotamiento (Branch & Bound)

(PE)min z=c'x
s.a. Ax<b
v, € INg 1i=1,....n

Definicion:
El problema lineal continuo que se obtiene del problema (PE) al omitir las restricciones
de integralidad de las variables se denomina relajacién lineal de (PE).

Observacidn: Si la solucion éptima de la relajacion lineal de (PE) es entera, entonces
esta solucion es éptima para (PE).

La estrategia de enumerar todas las soluciones factibles de un problema entero (y
elegir la mejor) se denomina enumeracion explicita. En muchas ocasiones esto es
impracticable.

La idea es enumerar de forma “inteligente”de modo que no sea necesario pasar por
aquellas que sabemos que no son optimas.



Ramificaciéon y Acotamiento

B&:B tiene ese objetivo: intentar una enumeracion parcial que asegure pasar por una
solucion optima. Se denomina enumeracién implicita.

La idea de este algoritmo consiste en particionar el conjunto factible de la relajacién
del problema en cuestion y resolver los subproblemas resultantes de esta particion
(ramificacion).

A partir del analisis de las soluciones obtenidas para los subproblemas y de sus
respectivos valores éptimos (o de cotas para los valores 6ptimos) se puede establecer
si es posible obtener mejores soluciones dividiendo nuevamente algin subproblema
(proceso de acotamiento).

Si se concluye que determinado subproblema no puede mejorar la solucion actual, no
se le ramifica. En caso contrario, serd uno de los candidatos a ser ramificado.



Ramificacion y Acotamiento

Veamos entonces el criterio mas formalmente:
Tenemos el problema

min T
s.a.  Axr <bh
v eINg jel C{l, ....n}

Y asumimos que el conjunto factible es acotado.

Sea Ry = {x/Ax < b.x; > 0V} y sea la relajacion lineal de (PE)

(Py) zp=minclz
S.4. x € Ro
0 P .0 T.0 _
Sea 2" una solucion optima de Py, es decir " € Rgy ¢ a° = zp.

Si ;xrj‘:-’ e INy ¥jel= 2"essolucién éptima también del (PE), problema resuelto.

Si no, existe un indice k € I tal que 2% no pertenece a TNj.



Ramificacion y Acotamiento

Usando este valor podemos ramificar (Py) en dos:

RE = Rgr{;tr_;’;'z.rk > L."i..'gJ + 1}

— 0
Ry = Ro| {o/xp < |2y}
Sean entonces los siguientes problemas

(PF) zf =minc'z

S.4. T e Rar
P7) 7 =minclx
(Pg 0

S.4. xr € Ry

Obviamente: za“ > z0Y 2y 2 Zo0.

Ademas, si z* es solucion optima del (PE), =* debe estar en RE{ oen Ry, pues x}
debe ser entera.



Ramificaciéon y Acotamiento

Ahora se puede tomar (Pa’) y analizar su éptimo. Sea x! su solucién éptima. Si

.-'r.r} € INp W¥j eI es una solucién entera factible. Es éptima para (PE)?
No necesariamente; en [y podria haber una solucién entera mejor.
Lo que si es seguro es que es una cota superior del éptimo.

Si ! no es factible para (PE) se puede repetir la ramificacién.

De este modo se construye un arbol donde de cada nodo se derivan dos ramas.
Eventualmente, en las ramas finales estarian todas las soluciones factibles de (PE).
Sin embargo, un nodo del arbol puede no requerir mas ramificaciones en cuyo caso se
dice que se poda esa rama.

Las razones para no ramificar son:

1. El problema en el nodo resulta infactible. Obviamente, cualquier ramificacion
serd infactible.



Ramificacion y Acotamiento

2. La solucion en el nodo es factible para (PE). Por lo tanto cualquier ramificacién no
podria tener mejor solucién entera. El valor entero obtenido debe ser guardado (si
no es mejor que alguno que ya se tenga no hace falta). El valor de la mejor solucién
entera obtenida hasta el momento se denomina incumbente.

3. Si en un nodo del arbol el valor éptimo es = y el valor incumbente es Z con z = Z,
es claro que ramificar en ese nodo sélo daria soluciones enteras peores (o iguales) a
la mejor obtenida hasta el momento.

En su forma estandar, el algoritmo maneja una lista L de problemas candidatos, que
deben ser examinados para eventual ramificacion.

Sea T la mejor solucion entera disponible y = el valor de la funcién objetivo en T (o
sea el valor del incumbente)



0.

Algoritmo “Branch & Bound”

L: Lista de problemas candidatos a ser ramificados.

L ={(Pg)}; 7= +ox.

1. Escoger un problema (nodo) de la lista L.
Sea (P) el problema seleccionado.
Si L. = ¢, TERMINAR con las siguientes conclusiones:

m SiZ = 400, (PE) es infactible.
= En caso contrario, la solucion éptima de (PE) es (7.%Z).

2. Resolver el problema (P).
Si (P) es infactible, eliminarlo de L (podar la rama que nace de (P)). Ir a (1).

3. Si (P) es factible, sea =’ el valor éptimo y 2’ una solucién éptima.
Si z' > Z eliminar (P) de L e ir a (1).

4. Si z' < Zy a2’ cumple la condicién de integralidad, entonces actualizar los valores
Z+— 'y T «— 2/, eliminar (P) de L eir a (1).



Algoritmo “Branch & Bound”

5. En caso contrario, sea k € I tal que x; no pertenece a I N,. Ramificar el problema
(P) creando dos nuevos problemas: (PT)y (P™).
(P~) se construye agregando la restriccién xy < [ |.
(PT) se construye agregando la restriccion xy, > |z} | +1
Por dltimo se actualiza L «—— L|J{P~, Pt} y se va al paso (1).

(PE)min =z = —5x; — 82
s.a. x1+ a9 <6
Sar1 + 9rg < 45
r1. o = 0, enteros
Hacemos = = 4nc.
(Pg): Relajacién lineal
minz = —bwry — 8xa
s.a. 1]+ 19 <6
ha1 4+ 9a0 < 45
r1. 19 = 0



Resolvemos usando SIMPLEX:

Algoritmo “Branch & Bound”

Inp = —41.25 T = 2.25 dFo = 3.75

Vemos que x1 Y ro SoOn no enteros.

Elegimos x5 para ramificar, creando (Py) y (P3).

(P1)min z =
s.a.

(P3) min z =
s.4.

—bBay — 8o

14+ 19 <6

Harq + 9o < 45
ro = 4
r1.,x0 = 0

—bBay — 8o
T+ re <6
Har1 4+ 9xo < 45
ro < 3

xq.09 = 0



Algunas Observaciones sobre el Algoritmo

1. Cual variable elegir para la ramificacion?

Existen algunas técnicas que permiten estimar el grado de mejora de la funcion
objetivo que se obtendra al ramificar en cada una de las variables.

Otra alternativa (heuristica) es darle prioridad a aquella variable con menor c;
(mayor contribucién para la mejora de la funcién objetivo).

. Qué nodo elegir para ramificar?

Podemos ramificar a lo ancho o en profundidad. En principio, esta ultima estrategia
garantiza mejorar mas rapido la cota para la funcién objetivo.

lgualmente, no hay forma de garantizar que la rama examinada incluya a la solucion
del problema.

. Uso de una buena cota superior

El incumbente inicia el algoritmo con un valor de 4+~ y va mejorando cuando se
encuentran soluciones enteras factibles mejores.



¢

HH*

i ) Wi o » T -

& = FACULTAD DE CIENCIAS

,!53[6 FISICAS Y MATEMATICAS
1l UNIVERSIDAD DE CHILE

Algunas Observaciones sobre el Algoritmo

Suele ser util aplicar una heuristica al problema, generalmente que devuelva una
“buena”solucién entera factible (y empezar con = en este valor).

Como Aplicaria B&B para un Problema de Optimizacion
con variables binarias?
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Les deseamos Mucho Exito en sus estudios!!

Rodrigo Wolf y Fernanda Bravo



