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Problema 1

Responder las siguientes preguntas:
a) ¢Coémo determina el algoritmo Simplex si el vértice actual es una solucidn
optima del problema? éPor qué?

b) Si el vértice actual es éptimo, éCdmo se puede determinar a través del
algoritmo si hay mas de un 6ptimo?

c) ¢Como determina el algoritmo Simplex si el problema es no acotado?

d) Explique como el algoritmo Simplex asegura no salirse del espacio de
soluciones factibles al efectuar una iteracion.

e) Senale si el algoritmo Simplex asegura en cada iteracién la maxima
variacion posible de la funcion objetivo. éPor qué? Si no lo asegura, explique
como se podria lograr la maxima variacion.

f) ¢Cuando una solucion es degenerada?

g) ¢Puede suceder que en un PL de minimizacidn exista algun costo
reducido negativo, pero que en esa iteracién del Simplex la funcién objetivo
no pueda ser mejorada?

Problema 2

Considere el problema de minimizacion ct x en el poliedro P, pruebe lo
siguiente:

a) Una solucion factible x es 6ptima ssi ct d = 0, para toda direccion factible
d en x.

b) Una solucién factible x es la Unica solucién 6ptima ssi ct d > 0 para toda
direccién factible d # 0 en x.

Problema 3

Sea x una solucién basica factible asociada con alguna matriz B, pruebe

que:

a) Si el costo reducido de todas las variables no basicas es positivo,

entonces x es la Unica solucién éptima.

b) Si x es la Unica soluciéon y es no degenerada, entonces el costo reducido
de todas las variables no basicas es positivo.



Problema 1:
Selucidn:
Tenemos el problema:

(P) minctx
Ax = b
x>0
Si dividimos la matriz A en dos matrices, para construir nuestras scluciones basicas:
A= (B|R)
Donde B es una matriz cuadrada de dimensién m, y R es una matriz de m x (n-m}.
Entonces podemos transformar nuestro problema a:

) minc'(i':)
(BlR)C:) =b

x>0

Que es equivalente a:
min cjxy + cfx,
Bxy, +Rx, = b
Xy, X 20
Como B tiene columnas L.i., es invertible, entonces:
X, + B 'Rx, = B7'b
Xy = B b ~ B—.IRI,-
Y |2 funcién cbjetive se puede escribir como:
minz = ¢y (B 'h ~ B 'Rx,) + clx;
minz = c;B~'b + (cf = c;B~'R)x,
Si se fijan una vez elegida una base, la f. 0. queda sclo en funcidén de lo variables no basicas.
Ademads, en los costos reducidos aparece |z solucién del problema duzal de la base asociada.
Entonces el problema asociado ala base B de columnas de A queda dade por:
minz = ¢{B7'b + (cf ~ ciB 'R)x,
Xy = B 'b- B Rx,

Xy, X, =0

Luego, la solucién basica asociada a esta base estd dada por x = B b yx, =0
Ahora estamos en condiciones de resolver las preguntas:



a) éCémo determina el algoritmo Simplex si el vértice actual es una solucidn éptima del
problema? ¢Por qué?

Si definimos cf — cfB~'R = &,, como los costos reducidos asociados a la base, el vértice
representado por esta base serd dptimo si todos los costos reducidos son mayores o iguales
cero.

Esto se debe a que si los costos reducidos scn mencres que cero la funcién objetive puede
disminuir su valor si x,. crece, y por lec mismo, si sus costes reducidos son mayores que cero, Si X,
deja de valer 0, entonces |a funcién cbjetivo aumenta su valor. Luege el vértice es éptimo si los
costos de las variables reducidas son mayores que cero.

b) Si el vértice actuzl es dptimo, ¢Como se puede determinar a través del algoritmo si hay més
de un éptimo?

Si en el éptimo existe al menos una variable no bédsica con costo reducido igual a cero y tiene

rango factible para crecer, entonces el problema admite éptimos alternativos.
Esta varizble puede crecer hasta que una variable bdsica se haga cero. Este s2 da porque:
xy, = B 'b+ B 'Rx,
Sib =B 'byR = B 'R entonces:
xp = b~ ¥x,
Xp = b= Fomp1Xme1 = woo=TaXn

Supongamos que x.es la variable gque tiene costo reducido igual a cero, si ella aumenta o
disminuya su valor, |a funcién objetivo no cambia. Como en el éptimo todas las demas variables no
basicas valen 0, entonces:

Xp = b - Tx,
Estz igualdad de vectores se puede separar coordenada 2 coordenada,

X; = by = T Xy i=1..m x; variable bdsica

Entonces si x, puede crecer de tal forma que x; > 0, entonces el maximo valor que puede tomar
X, e85!

. b,
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c) ¢éCdmo determina el algoritmo Simplex si el problema es no acotado?
Si la variable que entra a |a base es x, (pues tiene un coste reducido menor que cero)
X, = by~ T X i=1,..,m x, variable bdsica

Vemos que si 7 = 0 para todo i= 1,.., m entonces x, puede crecer indefinidamente antes que
se anule alguna varizble bésica. Luego el problema tiene dptimo z = —ee



d) Explique cémo el algoritmo Simplex asegura no salirse del espacio de soluciones factibles al
efectuar una iteracion.

El algeritmo SIMPLEX se asegura de no salir del poliedro factible al efectuar de manera correctz el
criterio de salida de |a base. -
I: - bl o F‘l_;x‘

Si para algén i = 1, ..., m, T, >0, entonces cuando x, crece, x; decrece. Notar que el valor
minimo que puede tener x; es cero, para que el problema siga siende factible. Entonces el valor
maxime que puede tomar x.es hasta que |a primera variable basica de la base antigua se haga
cero, que es precisamente |a que szale de |a base.

e) Sefiale si el algoritmo Simplex asegura en cada iteracidén la maxima variacién posible de la
funcién objetivo. ¢Por qué? Si no lo asegura, explique cémo se podria lograr la mdxima
variacion.

El criteric de entrada a la base indica que |a variable nc bdsica que entra es aquella que tiene el
menor ¢osto reducido, dentre de aquellos que son «< 0. Se ha adoptado esta convencién porgque
trae el mayor mejoramiento loczal. Sin embargo, al escoger esta variable de entrada se esta
automaticamente determinando cual serd la variable basica que saldria de |3 base, y puede darse
el caso que esta variable aportaba a la minimizacién de la funcién objetivo. Entonces para lograr la
maxima variacion habria que escoger como variable de entrada aquella que en conjunto con la
variable que saldria impliquen la mayor variacion en la funcién objetive. Para esto es necesario
probar todeos los casos.

f) é¢Cudndo una solucién se dice degenerada?

Cuando existe a lo menos una variable bésica igual a cero.

g) éPuede suceder que en un PL de minimizacidn exista algun costo reducido negativo, pero que
en esa iteracion del Simplex la funcién objetive no pueda ser mejorada?

Si, s1 estamos por primera vez en una solucién basica factible degenerada no éptima algln
coste reducide sera menor que cero, sin embarge, al aplicar los criterios de entrada/salida
a |la base serd posible obtener otra base representativa del mismo vértice (porgque es
degenerado), y en ese caso el valor de la funcién objetivo no cambiara (ya que se evalla
en el mismo punto).

Problema 2

a)
= Condicién suficiente (por contradiccién)

Sea x solucién dptima (c'x < c'y VyeP)
Supongamos que 3 dtalque c’d <0
Seay=x+0d, 0>0
Como x es 6ptimo:  ¢'x < ¢ty
c'x < cf(x + 0d)
0<6ctd
0 £c'd =+



& Condiddn necesaria
Supongamos que ¢'d = 0 V d direccién factible
Seaytalqued =y —x

¢'d=0

c'ly—=x)=0

c'y = c'x

Luego x es éptimo

b)

¢ Condidén necesaria

Sea y otra solucidén dptima, con xzy

Come yeP,3un d tal que:y =x+ ad, ya que P es convexo

Tenemos gue c'd > 0 ¥ d factible, en particular para d

c'd>0

Si multiplicamos la ecuacién anterior por @ y le sumamos ¢'x
c'(x+0d) > c'x
'y > c'x

Luego x es el dnico éptimo.

= Condicidn suficiente (por contradiccién)
Sea x el dnico éptimo  c¢'x < ¢’y Vy€P/{x]
Ademds, todo y € P/[x} se puede escribir como:y = x + 6d con @ > 0, yague P es
convexc
Supongamos que 3 d factible tal que ¢'d <0
Al multiplicar por @ y sumar ¢*x en ambos lados, obtenemos:
c'(x+0d) < c'x

cly<cx e



Problema 3

Seax = x

Como x no es el optimo, alguna variable no basica en la base optima tendra valor positivoen x, es
decir:

I keN talquex, > 0, N':conjunto de variables no basicas en |2 base dptima
Sabemos que en el éptimo: cX =cyb
Enx: cx = cpb + &2y

=cyb+ Y6, x;  (donde x; = Oparai # k)

= CbB + Cp Xy
o
>0
>c,b=ck

Luego X es el dnico optimo.

Como % es no degenerada 3 4 > 0 tal que ¥ + Av™ € P con v* direccién bésica en %

vk bl (vbivr) - (—Zk 'ek)

c(x+ 20") = cx + Acv®
=ck + Aer — cpR)vY
=ci + Ac v
Por otre lade, como X es el dnico éptimo:
ex < c(x + %)
< oKX+ AGu
0< AL, vF

Sabemos que v =1y por lo tanto & > 0
Finalmente, como usamos un k genérico esto se cumple Yk e N°



