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CAPITULO SIETE
Muestras aleatorias
y distribuciones de muestreo

7.1 Introduccion

En el capitulo uno se menciond que para comprender la esencia de Ia inferencia esta-
distica es necesario comprender la naturaleza de una poblacion y de una muestra.
Una poblacion representa el ‘‘estado de la naturaleza’’ o la forma de las cosas con
respecto a un fendmeno aleatorio en particular, mismo que puede identificarse a tra-
vés de/una caracteristica medible X. La manera en que ocurren las cosas en relacion
con X puede definirse por un modelo de probabilidad que recibe el nombre de distri-
bucion de probabilidad de la poblacion. Por otro lado, una muestra es una coleccion
de datos que se obtienen al llevar a cabo repetidos ensayos de un experimento para
lograr una evidencia representativa acerca de la poblacion en relacion con la caracte-
ristica X. Si la manera de obtener la muestra es imparcial y técnicamente buena, en-
tonces la muestra puede contener informacion util con respecto al estado de la natu-
raleza y a partir de ello se podran formular inferencias. Ahora bien, estas ultimas
son inductivas y, por lo tanto, estan sujetas a riesgo, dado que representan un razo-
namiento que va de lo particular a lo general.

En los capitulos cuatro, cinco y seis se examinaron con detalle algunas distribu-
ciones de probabilidad que pueden servir como modelo para la distribucion de una
poblacion de interés. En los capitulos restantes el principal objetivo es examinar dis-
tintas técnicas por medio de las cuales puede aplicarse el proceso inductivo de la in-
ferencia estadistica para proporcionar resultados ttiles y confiables. La inferencia
estadistica se define como la coleccion de técnicas que permiten formular inferencias
inductivas y que proporcionan una medida del riesgo de éstas. En este capitulo se es-
tableceran algunos conceptos tedricos basicos con respecto al muestreo y a la infe-
rencia estadistica. La aplicacion de estos conceptos se dara con gran detalle en
capitulos posteriores.

7.2 Muestras aleatorias

Como la inferencia estadistica se formula con base en una muestra de objetos de la
poblacidn de interés, el proceso por medio del cual se obtiene sera aquél que asegure
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la seleccion de una buena muestra. En el capitulo uno se expuso que una manera de
obtener una buena muestra resulta cuando el proceso de muestreo proporciona, a cada
objeto en la poblacién, una oportunidad igual e independiente de ser incluido en la
muestra. Si la poblacién consiste de N objetos y de éstos se selecciona una muestra de
tamaiio n, el proceso de muestreo debe asegurar que cada muestra de tamafio z:tenga
la misma probabilidad de ser seleccionada. Este procedimiento conduce a lo que co-
munmente se conoce como una muestra aleatorig simple. En este contexto, la pa-
labra “‘aleatorio’’ sugiere una total imparcialidad en la seleccion de la muestra. ..

La naturaleza de la inferencia inductiva demanda una muestra aleatoria porque
la seleccion de ésta se lleva a cabo con el fin de proporcionar los medios adecuados
para que pueda formularse una inferencia con respecto a alguna caracteristica de la
poblacién de interés. Por ejemplo, pueden formularse inferencias de ciertas condi-
ciones que se suponen validas para la poblacidén si la muestra que se observd se
encuentra o no dentro de la variacibn muestral, misma que prevalecera si las condi-
ciones son verdaderas. De esta forma la calidad de la aleatoriedad en una muestra
asegura la aplicacion correcta de la probabilidad para evaluar el riesgo inherente en
un proceso inductivo.

' . En este momento es importante estructurar el concepto de una muestra aleato-
ria simple empleando para ello los conceptos de probabilidad que se presentaron en
los capitulos dos al seis. Para llevar a cabo lo anterior, primero se examinaran si-
tuaciones que se presentan, de manera frecuente, en los muestreos. La primera de és-
tas surge en muchos experimentos que involucran fenémenos aleatorios en la inge-
nieria y las ciencias fisicas. En estos casos la poblacion de interés no consiste en obje-
tos tangibles a partir de los cuales se selecciona un cierto nimero para formar la
muestra. Mas bien, la poblacién se considera constituida por un namero infinito de
posibles resultados para alguna caracteristica medible de interés. Esta caracteristica
generalmente es una medicion fisica como el nivel de concentracion de un contami-
nante, la demanda de un producto o el tiempo de espera en un servicio. Sea X una
caracteristica medible y f(x; 8) la funcion de densidad de probabilidad de la distri-
bucién de la poblacién. El siguiente procedimiento es una forma de muestreo para
este tipo de poblacion:

1. Se disefia un experimento y se lleva a cabo para proporcionar la observacion X,
de la caracteristica medible X. El experimento se repite bajo las mismas condi-
ciones proporcionando el valor X,. El proceso se continiia hasta tener n observacio-
nes X, X, ..., X, de la caracteristica X.

En este procedimiento de muestreo, las observaciones muestrales se colectan a
través de ensayos independientes que ocurren cada vez que el experimento se repite
bajo condiciones idénticas para todos los factores que son controlables. En este con-
texto, cada observacion del i-ésimo experimento se considera como una seleccion de
la misma fuente que proporciona la observacion de cualquier otro ensayo para X.
En esencia, las observaciones bajo las mismas condiciones como resultado de repeti-
dos ensayos independientes de un experimento, constituye lo que se denomina un
muestreo aleatorio con reemplazo. De acuerdo con lo anterior, cada una de las ob-
servaciones X, X-. ..., X, esuna variable aleatoria cuya distribucion de probabi-
lidad es idéntica a la de la poblacion.
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Una situacion diferente se presenta cuando se lleva a cabo una seleccion de ob-
jetos tangibles de una poblacién que consiste en un nimero finito de objetos (seres
humanos, animales, componentes mecanicos o eléctricos, etc.). La caracteristica me-
dible de interés puede ser un atributo, como el estado de un componente (defectuoso
o no defectuoso), la opiniébn de una persona con respecto a cierto tema (a favor o en
contra) o una medicion cuantitativa como el CI de una persona o el tiempo de dura-
cion de un componente. Existen dos formas para obtener muestras aleatorias de este
tipo de poblacion: : :

2. Después de llevar a cabo una mezcla adecuada de los objetos de la poblacién, se
extracuno y se observa la caracteristica medible. Esta observacion sera X,. El ob-
jeto se regresa a la poblacion y ésta vuelve a mezclarse; después se extrae el segun-
do objeto. X, se constituye por la segunda observacion. El proceso se contintia de
esta forma hasta que se han extraido n objetos para tener una muestra de obser-
vaciones X,, X, ..., X, de la caracteristica X.

3. Después de una mezcla adecuada de los objetos que constituyen la poblacion, n
de éstos se seleccronan uno después de otro sin reemplazo. Este proceso propor-
ciona una muestra de observaciones X,, X,, ..., X, de la caracteristica X.

Noétese que la técnica 2 constituye un miuestreo con reemplazo y la técnica 3 es
un muestreo sin reemplazo. En el contexto general de una muestra aleatoria simple,
la técnica recibe el nombre de aleatoria. Cuando los objetos se extraen después de
una seleccion equitativa. Por consiguiente, la técnica de muestreo dos recibe el .
nombre de muestreo aleatorio con reemplazo, y la técnica tres el de muestreo aleato-
rio sin reemplazo. En la técnica dos, cada una de las observaciones X;, X,, ..., X,
es una variable aleatoria cuya distribucion de probabilidad es identica a la de la po-
blacién, puesto que en cada extraccion ésta tiene su forma original. En la técnica de
muestreo tres, las observaciones X|, X, ..., X también son variables aleatorias
cuyas distribuciones marginales son iguales a las de la poblacion. Es decir, puede
demostrarse que aun a pesar de que los objetos que se extraen de la poblacion no
sean reemplazados, la distribucién no condicional de X es idéntica a la de la pobla-
cion, paratodai =1, 2, ..., n.

La diferencia basica entre las dos técnicas es la nocion de independencia. Enla
técnica dos, las observaciones X, X,, ..., X, constituyen un conjunto de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (IID) dado que, por el proce-
so de reemplazo, ninguna observacion se ve afectada por otra. En la técnica tres, a
pesar de que las observaciones X, X, ..., X, poseen la misma distribucion, no son
independientes.

Recuérdese que, para la técnica uno, el muestreo se lleva a cabo con reemplazo a
pesar de que la poblacién no se encuentre constituida por objetos tangibles. De
hecho, la técnica de muestreo dos es un caso especial de la primera, dado que la po-
blacion no se afecta después de cada extraccion. Sin embargo, es interesante notar
que puede preferirse el muestreo aleatorio sin reemplazo si el tamafio de la poblacién
es relativamente pequefio*. En estos casos, si el muestreo se lleva a cabo con re-

* El lector recordara que esto es precisamente lo que constituye una distribucion hipergeométrica tal como
se discutio en la seccion 4.4,
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emplazo ¢s muy probable que el mismo objeto sea seleccionado mas de una vez. Es
por esta razon que en las encuestas de preferencia el muestreo se hace sin reemplazo;
Por otro lado, si el nimero de objetos en la poblacién es muy grande, es irrelevante
si el muestreo se lleva a cabo con reemplazo o sin éste. Conforme crece el tamafio de
la poblaci6n, el muestreo aleatorio sin reemplazo es, en todos los intentos y para
cualquier proposito, igual al muestreo aleatorio con reemplazo.

- Al hablar de la inferencia estadistica se supondra la existencia de una muestra
aleatoria, como la descrita por la técnica de muestreo 1, y que se define de manera
formal de la siguiente manera:

Definicion 7.1 Si las variables aleatorias X, X,, ..., X, tienen la misma funci6n
(densidad) de probabilidad que la de la dlstrlbucmn de la poblacién y su funcion
(distribucion) conjunta de probabilidad es igual al producto de las marginales, en-
tonces X, X,, ..., X, forman un conjunto de n variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas (IID) que constituyen una muestra aleatoria de la po-
blacion.

Cuando el objetivo es formular una inferencia estadistica, debe hacerse un in-
tento honesto para obtener una muestra aleatoria que porporcione la base te6rica
necesaria para la inferencia. Desde un punto de vista practico, lo anterior no siempre
es facil. Por ejemplo, en muchas ocasiones es dificil decidir cuando se estan mante-
niendo condiciones idénticas durante el proceso de reunir datos en experimentos
cientificos. Esto es especialmente cierto si los factores ambientales crean condicio-
nes heterogéneas. Sin embargo, es responsabilidad del experimentador decidir cuan-
do una muestra observada de datos es, en gran medida, aleatoria.

Para ilustrar el proceso de muestreo en un experimento cientifico, supéngase
que se tiene interés en la concentracion de cierto contaminante en un deposito de
agua. Se coloca una boya que contiene un instrumento para medir el nivel de con-
centracion en el sitio de interés. El instrumento registra el nivel de concentracion
cada n intervalos. De esta forma, las observaciones X, X,, ..., X, constituyen una
muestra del nivel de concentracion en el sitio de interés. Antes de que el instrumento
registre el nivel de concentracion para el i-ésimo periodo, la observacién X, es una
variable aleatoria para i = 1, 2, ..., n. El valor registrado x, (el valor numérico
correspondiente a la observacion X)) es una realizacién de la variable aleatoria. Al
final de los n intervalos las mediciones x,, x,, ..., x, que registra el instrumento
son las realizaciones, o datos muestrales, de las correspondientes variables aleatorias
X,. X,, .... X,. Sin embargo, es valido preguntarse si la anterior es veraderamente
una muestra aleatoria. Nadie puede proporcionar una respuesta legitima sin tener
informacion adicional. Por ejemplo, ;esta el investigador consciente de todos los su-
cesos que durante el periodo de muestreo podria causar un cambio significativo en
el nivel de concentracion del contaminante? ;Considero el lapso de muestreo ade-
cuado o existen algunas fluctuaciones temporales que deben ser consideradas? (Es
probable que el error en el instrumento sea mayor conforme transcurre el tiempo?
Preguntas como las anteriores deben contestarse antes de dar un juicio defmmvo
sobre la aleatoriedad de la muestra.
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En el contexto de la definicion 7.1, 1a funcién (densidad) conjunta de probabili-

dad de X,, X,, ..., X, es la funcion de verosimilitud de la muestra dada por
Lix; 0) = [1fxis0), (.1
i=|
endonde x = {x,, x5, ..., x,} denota los datos muestreados. Cuando las realizacio-

nes x se conocen, L(x; 0) es una funcién del parametro desconocido §. La utilidad
de la funcién de verosimilitud para estimar parametros se examinara en el capitulo
ocho.

Ejemplo 7.1 Se ilustrara el concepto de muestra aleatoria dado en la definicion 7.1
mediante lo siguiente: sea X, X,, ..., X, una muestra aleatoria de n variables alea-
torias IID de una poblacion cuya distribucién de probabilidad es exponencial con
densidad

1
fix; 0) = exp(—x/6),  0<x<w.
Cuando se observa X, y se registra su realizacion x,,

fx;0) = éeXp(—n/O), 0<x <.

Ahora se observa X, y se registra su realizacion x,. Dado que X y X, son estadistica-
mente independientes y tienen las mismas densidades marginales,

flalx) = flx; 0) = (—;exp(—xz/()), 0<x, <,
La funci6én de densidad conjunta de X, y X, es
ey, x2; 0) = flxy; 0) flxz; ) = Elgexp[—(x. +x)/0), 0<x<w,i=1hL2
Por lo tanto, se desprende que para una muestra aleatoria de tamafio n

1
L(xl’-x.?v cees Xps 0) = b;exp[_(xl + X2 + o xn)/O]s
0<x,»<3°.f= 1,2.....”.

7.3 Distribuciones de muestreo de estadisticas

En los comentarios introductorios del capitulo uno se mencioné de manera breve que
las caracteristicas muestrales denominadas “‘estadisticas’’ se emplean para hacer infe-
rencias con respecto a las caracteristicas de la poblacion, las que reciben el nombre
de ‘‘parametros’’. El objetivo de esta seccion sera el de examinar con detalle el papel
que desempeifian las estadisticas en relacion con la inferencia. En particular, se desa-
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rrollara la noci6én-de una distribucion de muestreo de una estadistica, que es uno de
los conceptos mas importantes en inferencia estadistica.

Para colocar a las estadisticas en una mejor perspectiva se debe defimr y anah
zar, de manera formal, un parametro de poblacion.

: N
Definicion 7.2 Un pardmetro es una caracterizacién numérica de la distribucion de la
poblacion de manera que describe, parcial o completamente, la funcion de densidad
de probabilidad de la caracteristica de interés. Por ejemplo, cuando se especifica el
valor del parametro de escala exponencial 8, se describe de manera completa la
funcién de densidad de probabilidad

~ f(x;0) = % exp(—x/0).

La oracion ‘‘describe de manera completa” sugiere que una vez que se conoce el
valor de 6 entonces puede formularse cualquier proposicion probabilistica de inte-
res. A manera de ilustracion, si ¢ = 2, entonces:

PX>4) = %J; exp(—x/2)dx = 0.1353,

Por otra parte, si se especifica un valor del parametro de forma a,de la distribucién
gama, la funcion de densidad de probabilidad

x*'exp(—x/0)

T T(a)8”

no se encuentra especificada de manera completa, ya que no se ha hecho ninguna
mencion con respecto al valor del parametro de escala 6.

La esencia de todo lo anterior es que, dado que los parametros son practicamen-
te inherentes a todos los modelos de probabilidad, es imposible calcular las proba-
bilidades deseadas sin un conocimiento del valor de éstos. Es por esta razon que la
nocién de una estadistica y su distribucion de muestreo es muy importante en inferen-
cia estadistica. Esto es, los parAmetros o sus funciones se estiman con base en esta-
disticas que, a su vez, se obtienen a partir de la informaciéon contenida en una
muestra aleatoria.

Antes de dar la definicion de una estadistica, debe notarse que desde un punto de
vista clasico (no bayesiano), un parametro se considera como una constante fija
cuyo valor se desconoce. Desde una perspectiva bayesiana un parametro siempre €s
una variable aleatoria con algin tipo de distribucion de probabilidad. Se considerara
a los parametros, principalmente desde el punto de vista clasico, aunque también se
dara el punto de vista bayesiano, a fin de dar una perspectiva apropiada.

Definicion 7.3 Una estadistica es cualquier funcion de las variables aleatorias que
se observaron en la muestra de manera que esta funcion no contiene cantidades des-
conocidas.
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Considérese la muestra X = {X,, X,, ..., X,,} que consiste de n variables alea-
torias IID con una funcién de densidad de probabilidad f(x; 6) que depende de un
parametro desconocido 8. Supbdngase que se definen funciones como

T,(X) = (X, + X, + - + X,)/n.
TX) = (X3 + X3 + = + X2)/n,
TX) = X, + X,,

y asi sucesivamente. Todas ellas son estadisticas porque se determinan de manera
completa por las variables aleatorias que contiene la muestra. De manera general,
denotese una estadistica por T = u(X). Dado que T es una funcion de variables alea-
torias, es en si misma una variable aleatoria, y su valor especificot = u(x) puede
determinarse cuando se conozcan las realizaciones x de X. Si se emplea una estadis-
tica T para estimar un parametro desconocido 6, entonces T recibe el nombre de
estimador de 8, y el valor especifico de t como un resultado de los datos muestrales
recibe el nombre estimacién de 0. Esto es, un estimador es una estadistica que identi-
fica al mecanismo funcional por medio del cual, una vez que las observaciones en la
muestra se realizan, se obtiene una estimacion.

Una estadistica es, sustancialmente, diferente de un parametro. Un parametro es
una constante pero una estadistica es una variable aleatoria. Ademas, un valor del
parametro descrito describe de manera completa un modelo de probabilidad (supo-
niendo una distribucion uniparamétrica); ningiin valor de la estadistica puede de-
sempefiar tal papel si cada uno de éstos depende del valor de las observaciones de las
muestras. Y dado que las muestras se toman en forma aleatoria, ninguna muestra es
mas valida que cualquier otra que se haya tomado con el mismo fin.

Para ilustrar el concepto de una estadistica se dara solucion al siguiente proble-
ma: supongase que se tiene interés en la duracién promedio de cierta clase de bateria
miniatura. Se asegura que el proceso de manufactura de ésta es el mismo y que se
emplean materiales idénticos. Se decide seleccionar aleatoriamente cinco pilas diarias
durante 20 dias. Para cada muestra diaria, las cinco baterias se someten a una
prueba de duracidn que consiste en registrar el tiempo de operacion. La prueba ter-
mina cuando todas dejan de funcionar. Como se supone que el proceso de fabrica-
cion es el mismo durante el periodo de muestreo, este esquema proporciona 20 muestras
aleatorias distintas, donde cada una contiene cinco variables aleatorias independientes y
distribuidas de manera idéntica. Sea = {X,;, X3;, ..., X5;} el conjunto de varia-
bles aleatorias de la jésima muestra paraj = 1, 2, ..., 20, y x; = {x,;, 23;, ... x5;}
los correspondientes tiempos de duracion observados. Considérese la estadistica.

T = (X, + Xy + - + X))/

como un estimador del tiempo de duracion promedio de las baterias. Si se supone
que los tiempos observados son los que aparecen en la tabla 7.1, entonces para la j-
éS.ima muestra existe una realizacion ¢, para la estadistica 7;. Es decir, cada muestra
diaria proporciona una estimacion de la duracion promedio de las baterias.
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'Notese que las estimaciones que aparecen en la tabla para la duracion promedio
tienen una variacion que se encuentra entre 140.8 y 157.2 horas. De esta forma, exis-
te una variabilidad inherente entre estas estimaciones. Ademas, para cualquier esta-
distica se espera una variabilidad de muestra a muestra, dado que una estadistica es
una variable aleatoria. De hecho, para cada estadistica existe lo que se conoce
como su distribucién de muestreo, la cual toma en cuenta la variabilidad inherente y
proporciona los medios necesarios por medio de los cuales puede evaluarse la
estadistica. Se definira la distribucion de muestreo de una estadistica con base en
muestras aleatorias, de acuerdo con la definicion 7.1.

Definicion 7.4 La distribucion de muestreo de una estadistica T es la distribucién
de probabilidad de T que puede obtenerse como resultado de un nimero infinito de
muestras aleatorias independientes, cada una de tamafio n, provenientes de la pobla-
ciéon de interes. .

Dado que se supone que las muestras son aleatorias, la distribucién de una esta-
distica es un tipo de modelo de probabilidad conjunta para variables aleatorias inde-
pendientes, en donde cada variable posee una funcién de densidad de probabilidad
igual a la de las demas. De manera general, la distribucion de muestreo de una esta-
distica no tiene la misma forma que la funcion de densidad de probabilidad en la dis-
tribucion de la poblacion.

Para ilustrar lo anterior, considérese la distribucién de muestreo de una estadisti-
ca para los 20 promedios muestrales dados en la tabla 7.1. Mediante el empleo de los
métodos del capitulo uno, se agrupan las 20 realizaciones en cinco clases y se ob-
tienen las frecuencias relativas que aparecen en la tabla 7.2.

TABLA 7.1 Tiempos de duracion (en horas) observados para una muestra aleatoria de bate-
rias

Numero de muestra | 2 3 4 5 6 7 8 9 10

163 159 150 136 136 138 155 158 135 166
132 144 125 157 146 145 145 150 144 142
154 139 139 168 158 150 151 153 148 156
152 146 134 158 154 138 154 151 150 154
148 144 156 167 156 158 141 138 148 160

Promedio

de la muestra 149.8 146.4 140.8 157.2 150.0 145.8 149.2 150.0 145.0 155.6

Numero de muestra 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
150 154 148 149 150 147 158 164 153 135
152 150 166 158 138 151 147 136 160 150

163 141 148 139 153 161 141 143 156 164
161 159 149 146 15) 142 130 137 142 152
139 153 154 136 16l 149 147 152 156 144

Promedio ;
de la muestra 153.0 151.4 153.0 145.6 150.6 150.0 144.6 146.4 153.4 149.0
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TABLA 7.2 Grupos y frecuencias relativas para las 20 medias muestrales ... ., -~ <

N S o -~ Frecuenci@ :-'.. ... . ..  '~,_-—.;;.» e g
Limites de clase o delaciase . ... Frecuencm relatzva
140.6-144.0 ! | 005
144.1-147.5 ! 6 ~.0.30 £
147.6-151.0 7 ©0.35 E
151.1-154.5 4 - 0.20 5
154.6-158.0 2 . 0.10 :

Total 20 . 1.00

A partir de estas frecuencias relativas es evidente que la mas alta concentracién
de tiempos de duracion promedio se encuentra entre 147.6 y 151 horz., e.: donde los
tiempos de duracidén promedio por debajo de 144 horas o por encima de 154.6 tienen
una probabilidad muy pequeiia. La distribucién de muestreo de una estadistica hace
posible este tipo de analisis de probablhdad esencial para valorar el riesgo inherente
cuando se formulan inferencias.





