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CAPITULO 1

Analisis vectorial

En el estudio de la electricidad y del magnetismo se puede evitar de una manera eficaz
la complejidad de la notacién utilizando la notacién del andlisis vectorial. Al propor-
cionar esta valiosa taquigrafia, el andlisis vectorial también lleva a un primer plano los
conceptos fisicos contenidos en las ecuaciones. El propdsito de este capitulo es dar
una exposicidn breve pero autosuficiente del andlisis vectorial bdsico y proporcionar
un conocimiento més bien utilitario de este campo, necesario para el tratamiento de la
electricidad y el magnetismo. Los lectores que ya estdn familiarizados con el anélisis
vectorial encontrardn este capitulo como un repaso Util y una introduccién a la nota-
cién del texto.

DEFINICIONES

En el estudio de la fisica elemental se han encontrado varias clases de cantidades; en
particular, distinguimos entre vectores y escalares. Para nuestros propésitos serd sufi-
ciente definir un escalar de la siguiente forma:

Un escalar es una cantidad que estd completamente caracterizada por
su magnitud.

Los ejemplos de escalares son numerosos: masa, tiempo, volumen, etc. Una amplia-
cién sencilla de la idea de un escalar es un campo escalar, es decir, una funcién de
posicién que estd completamente determinada por su magnitud en todos los puntos
del espacio.

Un vector puede definirse en la forma que sigue:
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1.2

Un vector es una cantidad que estd caracterizada completamente por su mag-
nitud y direccion.

Como ejemplos de vectores citemos la posicidn a partir de un origen fijo, la velocidad,
la aceleracién, la fuerza, etc. La generalizacin a un campo vectorial da una funcién
de posicién que estd determinada completamente por su magnitud y direccién en to-
dos los puntos del espacio.

Estas definiciones pueden refinarse y ampliarse; de hecho, en el Apéndice II se
reemplazan por definiciones mds refinadas en términos de propiedades de transfor-
maci6n. Ademds, pueden definirse clases mas complicadas de cantidades, tales como
tensores. Sin embargo, los escalares y los vectores serdn suficientes para nuestros
propdsitos hasta el capitulo 22.

ALGEBRA VECTORIAL

Como el dlgebra de los escalares es familiar al lector, ésta se utilizard para desarrollar
el dlgebra vectorial. Con el fin de continuar con este desarrollo es conveniente tener
una representacion de los vectores, para lo cual introducimos un sistema coordenado
cartesiano tridimensional. Este sistema tridimensional se denotard con las tres varia-
bles X, ), z, 0, cuando sea mds conveniente, Xy Xgs Xy Un vector se especifica por sus
componentes X, ¥, Y z con respecto a este sistema coordenado Por tanto, un vector"
V se especifica por sus componentes V,, V.,V donde V= [Vicos &, V.= IVlcos a,,

=IVlcos o, y donde las ason los dn gulos entre Vy los gjes Coordenaclos correspon-
dlentes El cscalar IVl= ,}VZ +VI+V2 es la}hlggmtud o longitud del vector V. En el
caso de campos vectoriales, c: caﬁ’a una de las ‘componentes debe considerarse como
una funcién de x, y, z. En este punto debe hacerse énfasis en que introducimos
una representacién de los vectores con respecto a un sistema de coordenadas
cartesianas s6lo por sencillez y facilidad de comprensién; todas las definiciones
y operaciones son, de hecho, independientes de cualquier eleccién especial de
coordenadas,

La suma de dos vectores se define como el vector cuyas componentes son la
suma de las componentes correspondientes de los vectores originales. Asi pues, siCes

la suma de A y B, escribimos

C=A+B -1)

C.=A,+B, C,=A,+B, C,=A,+B, (1-2)

Esta definicién de suma vectorial es completamente equivalente a la conocida regla
del paralelogramo para la suma de vectores.

* Las cantidades vectoriales se denotaran con simbolos en letra negrita.
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Laresta de vectores se define en términos del negativo de un vector, el cual es el
vector cuyas componentes son los negativos de las componentes correspondientes
al vector original. De esta forma, si A es un vector, —A se define como

{_A)x = _A,;, (_A)}" = _A}'J (_A)Z b "Az (1'3)
La operacidn de resta se define entonces como la suma del negativo y se escribe
A-B=A+(-B) (1-4)

Puesto que la suma de nimeros reales es asociativa y conmutativa, se sigue que
la suma de vectores (y la resta) también es asociativa y conmutativa. En la notacién
vectorial esto se ve como

A+B+CO)=(A+B)+C
=(A+C)+B=A+B+C (1-5)

En otras palabras, los paréntesis no son necesarios, como se indica en la dltima expresién.

Pasando ahora al proceso de multiplicacién, observaremos que el producto mas
sencillo es el de un escalar por un vector. Esta operacidn da como resultado un vector,
cada una de cuyas componentes es el escalar por la componente correspondiente del
vector original. Si ¢ es un escalar y A un vector, el producto cA es un vector, B = cA,
definido por

B

X

—cA,, B,=cA, B,=cA, (1-6)

Estd claro que si A es un campo vectorial y ¢ un campo escalar, entonces B
es un nuevo campo vectorial que no es necesariamente un miltiplo del ca_mp_o_'
original. i

~ Sidos vectores se multiplican entre sf, existen dos posibilidades conocidas como
producto vectorial y producto escalar. Considerando primeramente el producto esca-
lar, notemos que el nombre proviene de la naturaleza escalar del producto, aunque a
veces se le llama en forma alternativa producto interno o producto punto. La defini-
cién de producto escalar, que se expresa como A - B, es

A-B=A,B, + A,B, + A,B, (1-7

& Esta definicidn es equivalente a otra, tal vez mds familiar, que es el producto de las
magnitudes de los vectores originales por el coseno del dngulo que forman. Si Ay B
son perpendiculares entre si,

A-B=0 = |aiIr] cofao

El producto escalar es conmutativo. La longitud de A es

Al = VA-A

El producto vectorial de dos vectores, como su nombre indica, es un vector. Tam-

bién se le llama ;_Ji'oductg  externo y producto cruz. El producto vectorial se expresa por
A x B. 8i C es el producto vectorial de A v B, entonces
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-

C=AXB,or
C.=AB,—A.B, Coi=A b —AB,

X

C.=A,B, — A,B,

z

(1-8)

se intercambia éste se introduce un signo menos:

BxA=-AXB

Consecuentemen te,

AXA=0=m1e1
Esta definicién equivale a la siguiente: el producto vectorial es el producto de las
magnitudes por el seno del dngulo que forman los vectores originales, con la direccién
dada por la regla del tornillo de la mano derecha.® -
~ El producto vectorial puede recordarse fécilmente en términos de un determinan-
te. Si i, j y k son vectores unitarios, es decir, vectores que tienen como magnitud la
unidad, en las direcciones x, y y z, respectivamente, entonces

k
A
B

i
AxXxB=[A, A
B, B

¥

e (1-9)
x ¥ z
Si este determinante se evalda con las reglas usuales, el resultado es precisamente
nuestra definicién de producto cruz.

Las operaciones algebraicas anteriores pueden combinarse de muchas formas. La
mayorfa de los resultados asi obtenidos son obvios; sin embargo, hay dos productos triples
lo suficientemente importantes como para mencionarlos explicitamente. El triple pro-

ducto escalar D = A- B x C se encuentra ficilmente mediante el determinante

A; Ay Ay
D=ABxC=|B, B, B.|=-B-AxC (1-10)
€, €, &

Este producto no varfa al intercambiar el punto y la cruz o por una permutacion ciclica

.de los tres vectores, Observe que los paréntesis no son necesarios, puesto que el pro-

ducto cruz de un escalar y un vector no estd definido.
El otro producto de interés es el triple producto cruz D= A x (B x C). La aplica-
cidn repetida de la definicién de producto cruz (Ec.1-8) da por resultado

D=AXx(BXC)=B(A-C)— CA-B) (1-11)

* Supongamos que A gira hacia B en el menor dngulo posible. Un tomillo de mano derecha girado en
esta forma avanzard en una direccion perpendicular tanto a A como a B; esta direccidn es la direccidn
de A% B.
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que se denomina frecuentemente regla del fuctor medio (back-cab). Debe observar-
se que en el producto cruz los paréntesis son vitales; sin ellos, el producto no estd bien
definido.

En este punto podriamos preguntarnos sobre la posibilidad de la divisién vectorial.
La divisién de un vector por un escalar puede definirse, por supuesto, como la multi-
plicacidn por el reciproco del escalar. Sin embargo, la divisién de un vector entre otro
vector sélo es posible si los dos vectores son paralelos. Por otra parte, es posible expre-
sar soluciones generales de ecuaciones vectoriales y lograr en esta forma algo pareci-
do a la divisién. Consideremos la ecuacidn

c=A'X (1-12)

donde ¢ es un escalar conocido, A un vector conocido y X un vector desconocido. Una
solucion general de esta ecuacidn es

= + B (1-13)

donde B es un vector de magnitud arbitraria y perpendicular a A, estoes,A+B=0.Lo
que hemos hecho es muy semejante a dividir c entre A; en forma mds correcta, hemos
hallado la forma general del vector X que satisface la ecuacién (1-12). No hay solu-
¢i6n tnica, y este hecho explica la introduccién del vector B. Del mismo modo pode-
mos considerar la ecuacion vectorial

C=AxX (1-14)

donde A y C son vectores conocidos y X es un vector desconocido. La solucién gene-
ral de esta ecuacion es

CxA
X = + kA 1-15
oy (1-15)

donde k es un escalar arbitrario. Por tanto, X definido por la ecuacién (1-15) es muy
cercano al cociente de C entre A; el escalar & tiene en cuenta la no unicidad del proce-
so. Si se pide que X satisfaga tanto (1-12) como (1-14), entonces el
resultado es tnico (sies que existe) y estd dado por

_CXxA A

X +
A-A A-A

(1-16)

GRADIENTE

Se considerardn ahora las ampliaciones de las ideas introducidas en las secciones ante-
riores para incluir la diferenciacion e integracidn, es decir, el cdlculo vectorial. La mé4s
sencilla de éstas es la relacién de un campo vectorial particular con las derivadas de un
campo escalar. Es conveniente introducir primero la idea de derivada direccional
de una funcién de varias variables, que es justamente la razén de cambio de la_
funcién en una direccién determinada. La derivada direccional de una funcién
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FIGURA 1.1

Funcién @(x, y) = x2 + y?
representada graficamente
en funcién de xe y en el
espacio tridimensional,

G

Yo

i o
|
=T dzly
e,
* dy| ¥
daly 1_[}

escalar @ es representada generalmente por d¢/ds; debe entenderse que ds repre-
senta un desplazamiento infinitesimal en la direccién que estamos considerando,
¥ que ds es la magnitud escalar de ds. Si ds tiene como componentes dx, dy, dz,
entonces

dp _ . @x +Ax,y+ Ay, z + Az) — @, y, 2)
— = lim
ds As—0 AS

_dedr  dpdy  dpds

T oxds dyds dzds

Para aclarar la idea de una derivada direccional, considere una funcién escalar
de dos variables. De esta forma, ¢@(x, y) representa un campo escalar bidimensional.
Podemos hacer la grifica de @en funcién de x e y como se ve en la figura 1.1 para la
funcién @(x, y) = x? + y2. La derivada direccional en el punto x,, y, depende de la

_direccidn. Si escogemos la direccion correspondiente a dy/dx = —x, /y,, entonces en-

contramos que

de dpdx  dpdy [ xo] dx

e = aL . T zx - 2 T, — 0 _

ds |, Oxds dyds o~ Yoy lds (1-17a)
Alternativamente, si escogemos dy/dx =yU/x0 SaRbTibaae

L ) Y e R AV i

ds Xg. Yo G Xo x% + y% 9. 2l
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puesto que ds =1’(dx)2 + (a,y)Z . Como tercera posibilidad escojamos dy/dx = a; entonces

d

T = (2xy + 2ay,)(1 + o&*)~1? (1-17¢)

Xow Yo

Si este resultado se deriva con respecto o y la derivada se iguala a cero, entonces se
encuentra el valor de o en el que la derivada es un mdximo o un minimo. Cuando
realizamos estas operaciones, obtenemos o = y/x,, lo que significa simplemente que
la direccién de la razén maxima de cambio de la funcién ¢ =22 + y? es la direccidn
radial. Sila direccién es radial hacia afuera, entonces el maximo es la razén mixima
de incremento; si es radial hacia dentro, es la razén mdxima de decremento o la ra-
z6n minima de incremento. En la direccién especificada por dy/dx = —xolyo, la razén de
cambio de x2 + )2 es cero. Esta direccidn es tangente al circulo x2 + 2 = x2 + y2.
Evidentemente, sobre esta curva, ¢ = x2 + )2 no cambia. La direccidn en la que d@/ds
se anula proporciona la direccién de la curva ¢ = constante en el punto considerado.
Estas lineas, que son circunferencias para la funcién x2 + )2, son completamente
andlogas a las conocidas curvas de nivel o lineas de altitud constante que aparecen en
los mapas topograficos. La figura 1.2 muestra la funcién ¢ = x2 + y? representada
ahora como un diagrama de curvas de nivel.

La idea de curvas de nivel puede generalizarse a una funcién de tres variables,
en cuyo caso las superficies, ¢(x, y, z) = constante, se denominan superficies de nivel o
superficies equipotenciales. El andlogo tridimensional de la figura 1.2 es la tinica forma
prictica de representar gréficamente un campo escalar para un espacio tridimensional.
El gradiente de una funcién escalar puede definirse ahora en la siguiente forma:

El gradiente de una funcién escalar @ es un vector cuya magnitud es la
mdxima derivada direccional en el punto considerado y cuya direccién es
la direccion de la méxima derivada direccional en ese punto.

FIGURA 1.2

Funcién ¢(x, y) de la
figura 1.1 representada
como diagrama de curvas
de nivel en dos
dimensiones.
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FIGURA 1.3

Partes de dos superficies de
nivel de la funcién

o(x, y, z). lgrad ¢l en

P es igual al limite de
A@/PQ cuando PQ -0y
dgl/ds es el limite
correspondiente de A /PS.

S :AS

0=, P=@,+ Ap

Es obvio que el gradiente tiene direccion normal a la superficie de nivel de ¢ en el
punto considerado. Los simbolos mds comunes para el gradiente son V y grad.* En
términos del gradiente, la derivada direccional estd dada por

dp
Zs |
donde @ es el dngulo entre la direccién de ds y la direccién del gradiente. Este
resultado es evidente de forma inmediata a partir de la geometria de la figura 1.3. Si
representamos con ds el desplazamiento vectorial de magnitud ds, entonces (1-18)
puede escribirse como

grad @| cos 6 (1-18)

ds

dp ds
P grad @ I (1-19)

Esta ecuacién nos permite hallar la forma explicita del gradiente en cualquier siste-
ma de coordenadas en el que conozcamos la forma ds. En coordenadas rectangulares
sabemos que ds =i dx + j dy + k dz. Sabemos tambi€n que

op

3 9
=——dx+—dy +—d
dp ox Jy Y T

A partir de esto y de la ecuacién (1-19) se sigue que

99 d¢ 99
“Ldx + —dy + —dz = (grad @), dx + (grad @), dy
A e (grad @) (grad @),
+ (grad @), dz
Al igualar los coeficientes de los diferenciales de las variables independientes en
ambos miembros de la ecuacion, se tiene

* Utilizaremos esta dltima notacién principalmente.
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FIGURA 1.4

Definicion de las
coordenadas polares
noy¢

Y

1.4

%9 .99
radg =i— +j + k——— v
grad @ ax 8y 3z (1-20)
en coordenadas rectangulares. En un caso mas complicado, el procedimiento es el
mismo. En coordenadas polares esféricas, con r, 8, ¢ definidos como en la figura

1.4, tenemos

S 2l
+ =248+ E
dp = 3r dr agdﬂ ¢d¢ (1-21)
Yy
ds = a,dr + 8grd6@ + a,rsenfd¢ (1-22)

donde a, a,y a, son vectores unitarios en las direcciones de r, 8y ¢, respecti-
vamente. Aplicando (1-19) e igualando los coeficientes de las variables indepen-
dientes obtenemos

op 13¢ 1 Jg

dop =a,— + - —L
R ar e rae % ®rsenf d¢

en coordenadas esféricas.

(1-23)

INTEGRACION VECTORIAL

Aungque existen otros aspectos de la diferenciacién en los que intervienen vectores, es
conveniente analizar primero la integracién vectorial. Para nuestros propdsitos, pode-
mos considerar tres clases de integrales: de linea, de superficie y de volumen, segiin la
naturaleza del diferencial que aparezca en la integral. El integrando puede ser un
vector o un escalar; no obstante, ciertas combinaciones de integrandos y diferenciales
dan origen a integrales que no son de interés. Las de mayor interés aqui son la integral
de linea escalar de un vector, la integral de superficie escalar de un vector y las integra-
les de volumen tanto de vectores como de escalares.
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SiF es un campo vectorial, la integral de linea de F se escribe como

b
j F(r) - dl (1-24)
2 (C)

donde C es la curva sobre la cual se efectia la integracién, @ y b los puntos inicial y
final de esta curva y dl un desplazamiento vectorial infinitesimal a lo largo de la curva
C. Puesto que F - dl es un escalar, estd claro que la integral de linea es un escalar. La
definicién de la integral de linea es muy semejante a la definicién de Riemann de la
integral definida. El segmento de C entre a y b se divide en un gran nimero de peque-
fios incrementos Al ; para cada incremento se escoge un punto interior y se halla el
valor de F en ese punto. Se encuentra el producto escalar de cada incremento por su
correspondiente valor de F y se calcula 1a suma de todos ellos. La integral de linea se
define entonces como el limite de esta suma a medida que el nimero de incrementos
llega a ser infinito, de tal manera que cada incremento tienda a cero. Esta definicién
puede expresarse de forma compacta como

b N
f F-dl = lim O, F; - AL

a(C) N— j=1
Es importante observar que la integral de linea depende generalmente no sélo de los
extremos a y b, sino también de la curva C sobre la que se efectida la integracion, ya
que la magnitud y direccién de F(r) y la direccién de dl dependen de C y de su tangen-
te, respectivamente. La integral de linea alrededor de una curva cerrada tiene tanta
importancia que se ha empleado una notacion especial para ella; ésta es

3E F-dl (1-25)
i

La integral alrededor de una curva cerrada generalmente es distinta de cero; el tipo de
vectores para los que la integral de Iinea alrededor de cualquier curva cerrada es cero,
es de importancia considerable. Por esta razén a menudo se encuentran integrales de
linea alrededor de trayectorias cerradas no especificadas. Por ejemplo,

5EF-d| (1-26)

Esta notacién es (til sélo en aquellos casos donde la integral es independiente del
contorno C dentro de limites bastantes amplios. Si hay posibilidad de ambigiiedad,
conviene especificar el contorno. El enfoque bdsico para la evaluacién de integrales
de linea es obtener un pardmetro de descripcién de la curva y entonces usar esta
descripcién para expresar la integral de linea como la suma de tres integrales
unidimensionales ordinarias. En todos los casos, salvo los més sencillos, éste es un
procedimiento largo y tedioso. Afortunadamente, muy pocas veces es necesario eva-
luar las integrales de esta forma, Como veremos posteriormente, a menudo es posible
demostrar que la integral de linea no depende de la trayectoria entre los extremos. En este
dltimo caso, se escoge una trayectoria sencilla para simplificar la integraci6n.

Si F es de nuevo un vector, una integral de superficie F se escribe como

fF-nda (1-27)
S
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FIGURA 1.5

Relacidn de la normal n
con una superficie y el
sentido de recorrido en la
frontera.

Frontera

1.5

donde .S es la superficie sobre la cual se realiza la integracion, da es un drea infinitesimal
enS y nesun vector unitario normal a da. Existe una doble ambigiiedad al escoger n,
que se elimina al considerar que n es la normal dibujada hacia afuera si § es una
superficie cerrada, Si § no es cerrada y es finita, entonces tiene una frontera y el senti-
do de la normal es importante s6lo con respecto al sentido arbitrario positivo al atrave-
sar la frontera. El sentido positivo de la normal es la direccidn hacia la cual avanzaria
un tornillo de mano derecha si se girara en la direccion del sentido positivo sobre la
curva limitadora, como se ilustra en la figura 1.5. La integral de superficie de F sobre
una superficie cerrada S se denota a veces con

fﬁF-nda
5

Comentarios completamente paralelos a los que se hicieron para la integral de linea
pueden hacerse para la integral de superficie. La integral de superficie es claramente
un escalar; por lo general depende de la superficie S y los casos en que no depende de
ella tienen particular importancia. La definicién de la integral de superficie se hace de
un modo exactamente comparable a la de la integral de linea. La formulacion detalla-
da se deja para la seccion de problemas.

Si F es un vector y @ un escalar, entonces las dos integrales de volumen que nos
interesan son

J = j @ dv K= j F dv (1-28)
v Vv

Evidentemente, J es un escalar y K es un vector. Las definiciones de estas integrales
se reducen rdpidamente a la integral de Riemann en tres dimensiones, excepto que
en K se debe observar que hay una integral para cada componente de F. Estas inte-
grales son suficientemente conocidas, de modo que no se necesita hacer ningiin
otro comentario.

DIVERGENCIA

Otro operador importante, que esencialmente es una derivada, es el operador diver-
gencia. La divergencia del vector F, expresada como div F, se define como sigue:
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La divergencia de un vector es el limite de su integral de superficie por
unidad de volumen a medida que el volumen encerrado por la superficie
tiende a cero. Esto es
. 1
divF =lim -9 F-nda

V=0 5

La divergencia es evidentemente una funcion escalar puntual (campo escalar), y se
define en el punto limite de la superficie de integracion, Esta definicién anterior tiene
varias propiedades: es independiente de cualquier eleccién especial del sistema de
coordenadas y puede utilizarse para encontrar la forma explicita del operador diver-
gencia en cualquier sistema particular de coordenadas.

En coordenadas rectangulares, el elemento de volumen Ax Ay Az proporciona
una base conveniente para encontrar la forma explicita de la divergencia. Si un vértice
del paralelepipedo rectangular estd en el punto x;, y,, Z,, entonces

oF,
P:t(xl) + Ax! }’, Z) = ﬁ(.k'g, yl Z) * AI
ax L v s
3F,
E(x,yo + Ay, z) = E(x, yo, 2) + Ay —= (1-29)
ay x,y'u,z
E(x,y, 20 + Az) = F(x, y, 20) + Az :
Bz sy 25

donde los términos de orden mayor en Ax, Ay y Az se han omitido. Puesto que el
elemento de drea Ay Az es perpendicular al eje x, Az Ax es perpendicular al eje y y
Ax Ay es perpendicular al eje z, la definicién de la divergencia resulta ser

1

1 = lim ——— F;x,,zddz
divF iL‘féAxayAzU (x0, ¥, 2) dy

oF,

+ Ax Ay Az = + jﬁ(x,yo, z)dx dz
X
3F,

+ Ax Ay AZE; + | E(x,y, zo) dx dy

oF,
+ Ax Ay AZE; = fﬂ(xo, y, 2)dydz

- J-F,(x, Yo, z) dxdz — sz(x, ¥, Zo) dxdy} (1-30)

El signo menos asociado a los tres dltimos términos tiene en cuenta el hecho de que la
normal trazada hacia afuera estd en el sentido negativo de los ejes en estos casos. El
limite se toma f4cilmente, y se encuentra que la divergencia en coordenadas rectan-
gulares es
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F4

oF . oF. dF
ox ay oz (1-31)

divF =

En coordenadas esféricas el procedimiento es semejante. El volumen ence-
rrado por los incrementos de coordenadas Ar, Af, A¢ se elige como el volumen de
integracion. Este volumen es r2sen 6 Ar A Ag. Como el drea encerrada por los
incrementos de coordenadas depende de los valores de las coordenadas (lo que
no es el caso con coordenadas rectangulares), es mejor escribir F * n Aa en su forma
explicita:

F-nAa = Frisen0 A8 A¢
+ Fyrsenf Ag Ar + Fyr Ar A9 (1-32)

A partir de esta expresion es evidente que r2F, sen 6, en lugar de tinicamente F, debe
desarrollarse en serie de Taylor. De forma similar, en los otros términos debe desarro-
llarse el coeficiente de los productos de los incrementos de coordenadas. Haciendo
estos desarrollos y empledndolos para calcular la integral de superficie en la definicién
de divergencia, se tiene

1 3
divE= it . {— Fr? sent) Ar A A
A W T e e ¢

3 o
Reiss L 1-33
36 (Forsen8) A6 Ar A¢ + 3 (Fyr) Ag Ar AB} (1-33)

Tomando el limite, se encuentra que la forma explicita de la divergencia en coordena-
das esféricas es

) 12 2] 1 OBFE (1-34)
divF = 5 — (r’F) + —(sen8F,) + e
W 2ar ) rse:nﬂaf?(sen 2 rsenf 9¢

Este método para hallar la forma explicita de la divergencia es aplicable a
cualquier sistema de coordenadas siempre y cuando se conozcan las formas de
los elementos de volumen y de superficie o, alternativamente, los elementos de
longitud.

El significado fisico de la divergencia se puede ver de inmediato en un ejemplo
tomado de la mecdnica de fluidos. Si V es la velocidad de un fluido, dada en funcién
de la posicion, y p es su densidad, entonces §, pV * n da es evidentemente la cantidad
neta de fluido por unidad de tiempo que sale del volumen encerrado por S. Si el fluido
es incompresible, la integral de superficie mide la fuente total del fluido encerrado
por la superficie. La definicién anterior de la divergencia indica entonces que ésta
puede interpretarse como el limite de la intensidad de la fuente por unidad de volu-
men, o la densidad de la fuente de un fluido incompresible.

Ahora puede enunciarse y demostrarse un teorema extremadamente importante
en el que interviene la divergencia.
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1.6

Teorema de la divergencia. Laintegral de la divergencia de un vector sobre
un volumen V es igual a la integral de superficie de la componente normal
del vector sobre la superficie que limita V. Esto es,

j divFdv = %F-ndu
v 5

Considere que el volumen se subdivide en un gran nimero de pequefias celdas.
Sea AV, ¢l volumen de la i-ésima celda que estd limitada por la superficie S,. Estd
claro que

Zj‘;F-nda=£F-nda (1-35)

donde en cada integral de la izquierda, la normal se dirige hacia afuera del volumen
considerado. Puesto que el sentido hacia afuera para una celda es el sentido hacia
dentro de 1a celda adyacente apropiada, todas las contribuciones del lado izquierdo de
la ecuacién (1-35) se anulan excepto aguellas que provienen de la superficie S, y la
ecuacién (1-35) queda esencialmente demostrada. El teorema de la divergencia se
obtiene haciendo que el nimero de celdas se aproxime a infinito, de tal modo que el
volumen de cada celda tienda a cero.

1
. =1 —0¢ F- da} AV, .
jliF nda LlE*UZ{AWjE, n (1-36)

En el limite, la suma sobre i se convierte en una integral sobre V y la razén de la
integral sobre S, a AV, se convierte en la divergencia de F. Asi,

%Fonda=J’dideU (1-37)
L) v

que es el teorema de la divergencia. Tendremos frecuentes ocasiones para utilizar este
teorema, tanto para el desarrollo de los aspectos tedricos de electricidad y de magne-
tismo como para el propésito practico de calcular integrales.

ROTACIONAL

El tercer operador diferencial de interés es el rotacional. El rotacional de un vector,
denotado con rot F, se define en la forma siguiente:

El rotacional de un vector es el limite de la razén entre la integral de su
producto vectorial con la normal trazada hacia afuera, sobre una superficie
cerrada, y el volumen encerrado por la superficie cuando este volumen tien-
de a cero. Es decir,

1
rotF=1lim—=0¢n x Fda (1-38)
V=0 s
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La semejanza entre esta definicidn y la definicion de la divergencia es bastante
evidente; en lugar del producto escalar del vector con la normal trazada hacia afue-
ra, se tiene el producto vectorial. Por lo demds, las definiciones son las mismas.
Existe una definicién distinta pero equivalente que resulta ser de mayor utilidad.
Esta definicion es

La componente de rot F en la direccién del vector unitario a es el limite de
una integral de linea por unidad de drea, a medida que el 4rea encerrada
tiende a cero, siendo esta drea perpendicular a a. Esto es,

1
a-rot F= ng F-dl (1-39)

5—0 Fes

donde la curva C, que limita la superficie S, estd en un plano normal a a.

Es fdcil ver la equivalencia entre las dos definiciones, considerando una curva
plana C'y el volumen barrido por esta curva cuando se desplaza una distancia £ en la
direccion de la normal a este plano, como se muestra en la figura 1.6. Si a es una
normal de este plano, entonces al tomar el producto escalar de a con la primera defini-
cién del rotacional, ecuacion (1-38), se tiene

a-rotF=11’rni a-n X Fda (1-40)
v—oV 5

Como a es paralelo a la normal para toda la superficie limitadora excepto para la

banda estrecha limitada por C'y C’, s6lo se necesita considerar la integral sobre la

superficie. Para esta superficie observamos que a X n da es justamente £ dl, donde 4l

es un desplazamiento infinitesimal sobre C. Puesto que, ademds, V= &S, el limite de la

integral de volumen es

1 ¢
. = lim — @ EF - dl
a- rot F 11m§53[3g

V—0

FIGURA 1.6

Volumen barrido al
desplazar la curva C en el
sentido de su normal a.
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que se reduce a la segunda forma de nuestra definicién al eliminar las &. Esta equiva-
lencia puede demostrarse sin emplear el volumen especial utilizado aquf; sin embar-
g0, al hacerlo de ese modo se sacrifica mucho la sencillez de la demostracién dada
anteriormente.

La forma del rotacional en varios sistemas coordenados puede calcularse de un
modo muy parecido al que se utilizd para la divergencia. En coordenadas rectangulares
es conveniente el volumen Ax Ay Az, Para la componente x del rotacional s6lo contribu-
yen las caras perpendiculares a los ejes y y z. Si recordamos que j X k=-k xj=1, las
contribuciones que no se anulan de las caras del paralelepipedo a la componente x del
rotacional dan

1
(rot F), = lfm]’—,, {[-E(x,y,z + Az) + E(x,y, z)] Ax Ay
V—0

+ [Fx, y + Ay, 2) — E(x, y, 2)] Ax Az} (1-41)
Haciendo un desarrollo en serie de Taylor y tomando el limite se tiene
¥, = 35O
(rot F), = 5 oz (1-42)

para la componente x del rotacional. Las componentes y y z pueden encontrarse en una
forma exactamente igual. Son
oF, 9F, oF, OJF

=, (rotF),=—=L-— (1-43)
oz ox ox 3y
La forma del rotacional en coordenadas rectangulares puede recordarse ficilmente si
se observa que es justo el desarrollo de un determinante de tres por tres, es decir,

(rot F), =

ik

pal 2 2 A

otE= | % &y ez (1-44)
F E FE

El problema de hallar 1a forma del rotacional en otros sistemas coordenados es sélo un
poco mds complicado y se deja para los ejercicios.

Como con la divergencia, nos encontramos con un teorema importante y ttil en el
que interviene el rotacional, conocido como teorema de Stokes.

Teorema de Stokes. La integral de linea de un vector alrededor de una cur-
va cerrada es igual a la integral de la componente normal de su rotacional so-
bre cualquier superficie limitada por la curva. Esto es,

%F-dl=j- rot F-nda (1-45)
C 5

donde C es una curva cerrada que limita la superficie S.
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La demostracion de este teorema es bastante parecida a la demostracién del teo-
rema de la divergencia. La superficie S se divide en un gran ndmero de celdas. La
superficie de la /-ésima celda se denomina AS, y la curva que la limita es C.
Puesto que cada una de estas celdas debe recorrerse en el mismo sentido, esta
claro que la suma de las integrales de linea sobre C, es justamente la integral de
linea alrededor de la curva limitadora; todas las demds contribuciones se cance-
lan. Asf pues,

ch-dl=2£_F-dl

Sdlo falta determinar el limite a medida que el nimero de celdas se vuelve infinito, de tal
modo que el 4rea de cada celda tienda a cero. El resultado de este proceso de Iimite es

1
F-dl = 1i —_— : :
i d im Zﬁssi.-l? dl AS,

AS—0
=J‘ rot F:-nda
5

que es el teorema de Stokes. Este teorema, como el de la divergencia, es ttil tanto en el
desarrollo de la teorfa electromagnética como en el clculo de integrales. Tal vez valga
la pena observar que ambos teoremas, el de la divergencia y el de Stokes, son esencial-
mente integraciones parciales.

EL OPERADOR VECTORIAL DIFERENCIAL V

Introduciremos ahora una notacién alternativa para los tres tipos de diferenciacién
vectorial que se han analizado: el gradiente, la divergencia y el rotacional. Esta nota-
cién utiliza el operador vectorial diferencial del, que estd definido en coordenadas
cartesianas por

3 d 2]
V=i—+j—+k— .
Yox "ay "az (d40)

Del es un operador diferencial que se aplica solamente delante de una funcién de
(x. y, 2), que queda diferenciada; es un vector que obedece las leyes del 4lgebra

_ vectorial.* En términos de del, las ecuaciones (1-20), (1-31) y (1-44) se expresan como

grad = V,

9¢  .d¢ ké‘g (1-20)

v‘p"a_“ay gz

* Es también un vector en términos de sus propiedades de transformacién, como se muestra en el
Apéndice II.
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div=V-,
3FE. 38F, OF (1-31
F=—= e T (1-31)
¥ ) dy 8z
rot =V X,
i j k
VxF= e ~a— —a—
. dx &8y oz (1-44)
E F F

Las operaciones expresadas con del son por si mismas independientes de cualquier
elecci6n especial del sistema de coordenadas. Cualquiera de las identidades que pue-
den probarse usando la representacién cartesiana es vilida independientemente del siste-
ma de coordenadas. Del puede expresarse en un sistema de coordenadas ortonormal
no cartesiano (curvilfneo) de manera andloga a la ecuaci6n (1-46) con los elementos
de distancia apropiados, pero al aplicarlo debe recordarse que los vectores unitarios en
tales sistemas coordenados son ya por si mismos funciones de la posicion y tienen que
ser diferenciados.* Los importantes teoremas integrales, de acuerdo con las ecuaciones
(1-19), (1-45) y (1-37), son

b b b
J Vo-dl = f dp=@| = @ — @a (1-47)
a (C) a a
foF-nda=3';F-d| (1-45)
5 C
J'V-de=§1~".nda (1-37)
v 5

Estas nos dan la integral de una derivada de una funcién en una regién de n dimen-
siones, en términos de los valores de la propia funcién en la frontera de (n — 1)
- dimensiones de la regién, para n = 1, 2, 3. Debido a que el operador del obedece las
reglas del dlgebra vectorial, es conveniente usarlo en los célculos del andlisis vectorial,
y de ahora en adelante expresaremos el gradiente, la divergencia y el rotacional en
términos de V., Se observard que V es un operador lineal

Viap + by) = aVop + bVy
V-(@F + bG) =aV:F + bV -G
VX (@F+bG)=aVXF+bV XG

si a y b son escalares constantes.

* Pueden encontrarse resultados para coordenadas cilindricas y esféricas en el apéndice IV. Un andlisis
elemental se debe a H. T. Yang, American Journal of Physics, vol. 40, pag. 109, 1972.
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DESARROLLOS POSTERIORES

Las operaciones del gradiente, la divergencia o el rotacional pueden repetirse en
clases adecuadas de campos. Por ejemplo, tiene sentido tomar la divergencia del
gradiente de un campo escalar. En realidad, esta operacién combinada es tan
importante que tiene un nombre especial, el laplaciano. Sin embargo, no tiene
sentidotomar el rotacional de la divergencia de un campo vectorial debido a que esto
implica tomar el rotacional de un escalar, lo cual no estd definido. Hay un total de
cinco operadores de segundo orden que tienen sentido, y dos de éstos dan cero. No
obstante, los cinco son muy importantes en el estudio de campos electromagnéticos.

El primero de ellos es el operador laplaciano, que se define como la divergencia
del gradiente de un campo escalar, y que generalmente se escribe como V2,

V.-V=v?
En coordenadas rectangulares,
Fo Fo ¢
Vp=—F+-—L 41 -48
¢ ox*  ay*  az° (1:48)
Este operador es de gran importancia en electrostética y se estudiard con detalle en el
capitulo 3.
El rotacional del gradiente de cualquier campo escalar es cero. Este enunciado se
verifica con mayor facilidad al expresarlo en coordenadas rectangulares. Si el campo
escalar es ¢, entonces

i J k
i ._a_ 3 azw a'Z
Vx (Vo)=| ax 3y oz ( ‘p) e
¥ Y 3y 5z 3z ay v
% 99 9
ox dy o9z (149)

lo que verifica el enunciado original. En términos del operador,

VxvV=20

La divergencia de cualquier rotacional es también cero. Este resultado se verifica di-
rectamente en coordenadas rectangulares al escribir :

%)

ai ) W (1-50)

(VXF)—-;-
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Las otras dos posibles operaciones de segundo orden son tomar el rotacional del
rotacional o el gradiente de la divergencia de un campo vectorial. Se deja como ejerci-
cio demostrar que en coordenadas rectangulares

Vx(VxF)=%V-F) - VF (1-51)

donde el laplaciano de un ver tor es el vector cuyas componentes rectangulares son los
laplacianes de las componentes rectangulares del vector original. En cualquier otro
sistema coordenado que no sea rectangular, el laplaciano de un vector estd definido
por la ecuacién (1-51).

Otra forma de ampliar Ia aplicacién de los operadores vectoriales diferenciales
es aplicarlos a diferentes productos entre vectores y escalares. Las seis combinacio-
nes posibles de productos y operadores diferenciales se encuentran en la tabla 1.1.
Estas identidades pueden verificarse facilmente en coordenadas rectangulares, lo
cual es suficiente para asegurar su validez en cualquier sistema de coordenadas.
Una derivada de un producto de mds de dos funciones, o una derivada de orden
superior al segundo, puede calcularse mediante aplicaciones repetidas de las iden-
tidades de la tabla 1.1, que es, por tanto, exhaustiva. Las férmulas pueden recordarse
facilmente a partir de las reglas del dlgebra vectorial y la diferenciacién ordinaria.
La dnica ambigiiedad posible se encuentra en la identidad (1.1.6), en la que aparece
F-V(noV-F).

Algunos tipos particulares de funciones aparecen con tanta frecuencia en la teorfa
clectromagnética que merece la pena mencionar ahora sus diversas derivadas. Para la
funcion F=r,

V-r=3
Vxr=0
(G-V)r=6G (1-52)
Vr=0
Para una funcién que sélo depende de la distancia r=Irl = mz_

TABLA 1.1 V.-Vo=Vo (1.1.1)

Identidades del vector V-YxF=0 (1.1.2)

diferencial
VxVp=0 (1.1.3)
Vx(VxF)=V(V:F)-VF (1.1.4)
V(ey)=(Vo)y + ¢Vy (1.1.5)
V(F - G)=(F:V)G+Fx(VXG)+(G:-V)F+Gx(VXF) (1.1.6)
V-(gF)=(Vg) F+ @V-F (1.L.7)
V- (FxG)=(VXF)-G—(VxG)-F (1.1.8)
VX (gF)= (Vo) xF+ ¢VxF (1.1.9)

VX (FXxG)=(V-G)F—(V-F)G+(G-V)F—(F: V)G (1.1.10)
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@(r) or F(r): V = ;t—fd; (1-53)

Para una funcién que depende del argumento escalar A * r, donde A es un vector constante,

d
d(A 1)

@(A-r)or F(A'r): V=A (1-54)

Para una funcién que depende del argumento R =r —r’, donde r' se considera una
constante,

V="V (1-55)
2} 3
=i -+j—=—+k—
ax oy T ¥z
donde R = Xi + Yj + ZK. Si r es considerada una constante, entonces tendremos

V=-Vv (1-56)

Ve

donde

. o 3

Hay varias posibilidades para la ampliacion del teorema de la divergen-
ciay del teorema de Stokes. La m4s interesante de éstas es el teorema de Green,
que es

| w70~ ovp)dv = § (49 ~ 9Vy)-nda (1-57)
;

Este teorema se obtiene de la aplicacion del teorema de la divergencia al vector

F=yVgp - @Vy

TABLA 1.2

Teoremas de integrales
vectoriales

Jnx?qada=§ pdl (1.2.1)
5 [
JV:pdv=§cpnda (1.2.2)
v 5
jVXFdU=jganda (1.2.3)

J(V-G+G-V)de=§F(G-n)da (1.2.4)
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1.9

Utilizando esta F en el teorema de la divergencia, obtenemos
[ v 14%0 - oTv1dv = § (WVo ~ #¥¥) -nda (1-58)
v s

Empleando la identidad para la divergencia de un escalar por un vector (tabla 1.1) se tiene

V- (yVg) — V- (eVy) = yVp — V'Y (1-59)
Al combinar (1-38) y (1-59) se obtiene el teorema de Green. Algunos otros teoremas
figuran en la tabla 1.2.

Esto concluye nuestra breve exposicién del andlisis vectorial. Por razones de bre-
vedad, las demostraciones de muchos resultados se han dejado como gjercicios. No se
ha hecho ningiin intento para lograr un alto grado de rigor. Todo el enfoque se ha
basado tnicamente en la utilidad. Lo que hemos desarrollado es lo que necesitaremos;
todo lo demds se ha omitido,

RESUMEN

Pueden expresarse tres diferentes clases de diferenciacién vectorial mediante el ope-
rador vectorial diferencial del, V, a saber, el gradiente, la divergencia y el rotacional:

3¢  .9p op

=i—+j=+tk_-
Ve " ox "By 8z

3F, OF, GF

VT &
i j k

YVXF= s 2 i
T | ax 8y 3z

E F E

Del es un operador lineal. Su aplicacién repetida o su aplicacion a productos de
funciones, produce férmulas que pueden obtenerse en coordenadas rectangula-

_ res, pero que son independientes del sistema de coordenadas. Estas formulas pue-

den recordarse mediante las reglas del dlgebra vectorial y de la diferenciacién
ordinaria. Vale la pena conservar en la memoria las derivadas de algunas funcio-
nes especiales. Los teoremas integrales mds importantes acerca de las derivadas

son
b

b
j Vop-dl=¢
a (C)

a

J VxF-.nda = 3& F-dl (Teorema de Stokes)
5 C
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f V-Fdv = é F-nda (teorema de la divergencia)
v s

Estas son generalizaciones del teorema fundamental del c4lculo.

1.1 Los vectores desde el origen a los puntos A, B, C, D son

A=i+j+k

B = 2i + 3j

C=3i+5 -2

D=k-j
Demuestre que las rectas A8 y CD son paralelas y encuentre la razén entre sus magnitudes.
1.2 Demuestre que los siguientes vectores son perpendiculares:

A=i+4j+3k B=4i+2j-4k

1.3 Demuestre que los siguientes vectores constituyen los lados de un tridngulo rectdngulo:

A=2i-j+k B=i-3j-5%k C=3i-4j-4k
1.4 Elevando al cuadrado ambos miembros de 1a ecuacién A = B — C e interpretando el resul-
tado geométricamente, demuestre la “ley de los cosenos”.
1.5 (a) Demuestre que los siguientes vectores son unitarios en el plano xy y que forman 4ngu-
los &, B con ¢l gje x:

A =icosa + jsene B =icosf + jsenf
{b) Por medio de un producto escalar, obtenga la férmula para cos (- ).
1.6 Si A esun vector constante y r es el vector desde el origen al punto (x, y, z), demuestre que
la siguiente es la ecuacidn de un plano:

(r—A)-A=0
1.7 Con A yr definidos como en el problema 1.6, demuestre que la siguiente es la ecuacién de
una esfera:

r—A):r=0
1.8 Usando el producto punto, encuentre el coseno del dngulo entre la diagonal interna de un
cubo y una de las aristas de éste.

1.9 Demuestre la ley de los senos para un tridngulo mediante el uso del producto cruz de un
vectorcon A+ C=B.

1.10 Si A, B, C son vectores desde el origen a los puntos A, B, C, demuestre que es perpendicu-
lar al plano ABC.

(AxB)+ (BxC)+ (CXA)



CAPITULO 2

2.1

Electrostatica

En este capitulo se introduce el tema de la electricidad con los conceptos empiricos de
carga y de la ley de fuerzas entre cargas (ley de Coulomb). Utilizaremos las herra-
mientas matematicas del capitulo 1 para representar la ley de Coulomb con otras ex-
presiones més poderosas: la expresion del potencial eléctrico y laley de Gauss; ambas
serdn de mucha importancia en desarrollos posteriores de este tema.

CARGA ELECTRICA

La primera observacion de la electrizacién de objetos por frotamiento se pierde en la
antigiiedad; sin embargo, es muy sabido que al frotar un peine de ebonita con un
pedazo de lana, el peine adquiere la capacidad de levantar pequefios pedacitos de
papel. Como resultado de frotar los dos objetos (hablando estrictamente, como con-
secuencia de ponerlos en contacto), tanto 1a ebonita como la lana adquieren una nue-
va propiedad: se cargan. Este experimento sirve para introducir el concepto de carga.
Pero la carga, en si misma, no se crea durante este proceso; la carga total, o sea, la
suma de las cargas de los dos cuerpos, es todavia la misma que antes de la electrizacion.
A la luz de la fisica moderna sabemos que las particulas microscépicas cargadas,
especificamente los electrones, se transportan de la lana ala ebonita dejando la lana
cargada positivamente y el peine de ebonita cargado negativamente.

La carga es una propiedad fundamental y caracteristica de las particulas elemen-
tales que forman la materia. De hecho, toda la materia se compone fundamentalmente
de protones, neutrones y electrones, y dos de estas particulas tienen carga. Pero aun
cuando a escala microscdpica la materia se componga de un gran nimero de particulas
cargadas, las potentes fuerzas eléctricas asociadas con estas particulas quedan bastante
ocultas a una observacién macroscopica. El motivo es que hay dos clases de carga,
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positiva y negativa, y un fragmento cualquiera de materia contiene aproximadamente
cantidades iguales de cada clase. Desde el punto de vista macroscépico, entonces, la
carga se refiere a la carga neta, o al exceso de carga. Cuando decimos que un objeto
estd cargado, lo que queremos decir es que tiene un exceso de carga, ya sea un exceso
de electrones (negativa) o un exceso de profones (positiva). En este capitulo y en los
siguicntme—prcsentaré generalmente con el simbolo g.

Es un hecho experimental que la carga no puede crearse ni destruirse. La carga
total de un sistema cerrado no puede cambiar. Desde el punto de vista macroscépico,
las cargas pueden reagruparse y combinarse en distintas formas; sin embargo, pode-
mos establecer que en un sistema cerrado la carga neta-se-conserva._.

LEY DE COULOMB

Hacia finales del siglo xvi las técnicas de la ciencia experimental lograron suficiente
perfeccionamiento como para hacer posible observaciones refinadas de las fuerzas
entre cargas eléctricas. Los resultados de estas observaciones, que eran extremada-
mente controvertidas en aquella época, pueden resumirse en tres principios:

L. Hay dos y sélo dos clases de carga eléctrica, conocidas ahora como positiva y
negativa.

2. Dos cargas puntuales ejercen entre sf fuerzas que acttian a lo largo de la linea que
las une y que son inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia que las
separa.

3. Estas fuerzas son también proporcionales al producto de las cargas, son repulsivas
para cargas iguales, y atractivas para cargas contrarias.

Los dos ultimos principios, con el primero como predmbulo, se conocen como leyde
Coulomb en honor a Charles Augustin de Coulomb (1736-1806), quien fue uno de los
principales estudiosos de la electricidad en el siglo xvum.

La ley de Coulomb para cargas puntuales puede formularse concisamente con la
notacién vectorial del capitulo 1 como

| F, = C, 49192 Tz

f‘|2 Fi3 .I (2-1)
I, =0 — Fz

donde F, es la fuerza sobre la carga q,, ¥, es el vector que vade g, a qy hpesla
magmtud der,y C, es la constante de proporcionalidad de la que se hablard postetior-
mente. En la ecuacién (2-1) se ha formado un vector unitario en la direccién de r,al
dividir r,, por su magnitud, artificio que se utilizaré frecuentemente. Si ha de hall arse
la fucrza sobre g,, s6lo es necesario cambiar cada subindice 1 por 2 y 2 por 1. Entender
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esta notacién es importante, puesto que mds tarde proporcionard una técnica para se-
guir el rastro de las variables del campo y de la fuente. La figura 2.1 muestra el vector
r,, con respecto a un origen arbitrario O.

La ley de Coulomb se aplica a cargas puntuales. En el sentido macroscdpico, una
“carga puntual” es aquella cuyas dimensiones espaciales son muy pequefias en com-
paracién con cualquier otra longitud relativa al problema en consideracion; utilizare-
mos el término “carga puntual” en este sentido. Hasta donde sabemos, la ley de Coulomb
también se aplica a las interacciones de particulas atémicas tales como protones y
electrones. La ecuacién (2-1) es vélida para la repulsidn electrostdtica entre niicleos a
distancias mayores que 10-'4 metros; a distancias menores dominan el panorama las
fuerzas nucleares, poderosas pero de corto alcance.

La ecuacién (2-1) es una ley experimental. Sin embargo, pruebas tedricas y expe-
rimentales indican que la ley del inverso de los cuadrados es exacta, es decir, que el
exponente de r,, es exactamente 2. Mediante un experimento indirecto* se ha demos-
trado que el exponente de r,, puede diferir de 2 en no mds de una parte en 1015,

La constante C, de la ecuacion (2-1) requiere algtn comentario, ya que con ella
se determina el sistema de unidades. Las unidades de fuerza y distancia son
presumiblemente las mismas que pertenecen a uno de los sistemas empleados en
mecdnica; el procedimiento mds directo en este caso serfa fijar C, = 1, y elegir la
unidad de carga de tal forma que la ecuacién (2-1) concuerde con el experimento.
Este es el procedimiento adoptado por el sistema gaussiano de unidades. También
son posibles otros procedimientos y pueden tener ciertas ventajas; por ejemplo, se
puede especificar por anticipado la unidad de carga. Giorgi demostr6 en 1901 que
todas las unidades eléctricas comunes, tales como el ampere, el volt, el ohm, el henry,
etc., pueden combinarse con uno de los sistemas mecdnicos, llamado mks (sistema

FIGURA 2.1

El vector r,, se extiende

desde el punto que sefiala r,

la punta del vector r,

hasta el punto que sefiala

la punta del vector r . Ty
Obviamente, r,, = -1

21"

* E. R. Williams, J. E. Faller y H. A. Hill, Physical Review Letters, vol. 26, pig. 721, 1971, Experimentos
simnilares se realizaron anteriormente. Maxwell establecié el exponente de 2 hasta una parte en 20,000,
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metro-kilogramo-segundo), con el fin de formar un sistema de unidades para to-
dos los problemas eléctricos y magnéticos. Una ventaja de este sistema es que los
resultados de los cédlculos de circuitos eléctricos se expresan en las mismas uni-
dades eléctricas que se emplean en el laboratorio. En este texto utilizaremos el
sistema de unidades mks racionalizado o sistema de Giorgi de unidades en la
forma conocida como SI (Sistema Internacional). Como en este sistema g se mide
en coulombs (C), r en metros y F en newtons (N), C, debe tener las dimensiones
de newtons metros? por coulomb?,

“La magnitud de la unidad SI de carga, el coulomb, se establece a partir de
experimentos magnéticos. Esta eleccién de unidades hace que C, =89874 x 10°
N - m?C2* Para simplificar otras ecuaciones hacemos la aparentemente compli-
cada sustitucién C, = 1/47e . La constante €, que aparecerd repetidamente, se co-
noce como permitividad del espacio libre y numéricamente es igual a 8.854 x
10-2C%N - m2.

En el sistema mks, la ley de Coulomb para las fuerzas entre dos cargas pun-
tuales puede escribirse, por tanto, como

1 qq:1p 212

= 2
dey ry re

1

En el Apéndice III, las definiciones de coulomb, ampere, permeabilidad y
permitividad del espacio libre se relacionan entre si y con la velocidad de la luz en
una forma l6gica; puesto que una formulacién l6gica de estas definiciones requiere
conocimientos de los fendmenos magnéticos y de la propagacién de ondas electro-
magnéticas, no es apropiado presentarlas ahora. En el Apéndice III se analizan las
unidades del sistema gaussiano. Hasta el capitulo 4, toda férmula puede cambiarse
aunidades gaussianas simplemente sustituyendo € por 1/47.

Si se tienen més de dos cargas puntuales, las fuerzas mutuas se determinan por la
aplicacién repetida de la ecuacion (2-1). En particular, si se considera un sistema de N

- cargas, la fuerza sobre la i-ésima carga estd dada por

N
F =g 4 Xy (2-2)

= g, :
=i de Fij

l‘=r,—l';

* El valor aproximado de C, ~ 9 x 10PN - m¥/C2 es quizd mds fcil de recordar.



30

2 Electrostitica

donde la sumatoria de la derecha se extiende a todas las cargas excepto alai-€sima. La
ecuacion (2-2) es el principio de superposicion de fuerzas, que dice que la fuerza total
que actiia sobre un cuerpo es la suma vectorial de las fuerzas individuales que actian
sobre él.

Una sencilla extension de la idea de la interaccidn entre N cargas puntuales es la
interaccién de una carga puntual con una distribucién continua de cargas. Hemos esco-
gido esta configuracién deliberadamente para evitar algunas dificultades que pueden
encontrarse cuando se considera la interaccién de dos distribuciones continuas de carga.

Antes de continuar, debe examinarse el significado de una distribucién continua de
carga. Es bien sabido que la carga eléctrica se encuentra en multiplos de una carga
basica, la del electrén. En otras palabras, si se examina una carga detalladamente, se
verd que su magnitud es un miltiplo entero de la magnitud de la carga electronica. Para
los propésitos de la fisica macroscdpica, el que la carga sea discreta no ocasiona dificul-
tades, simplemente porque la carga electrénica ticne una magnitud de 1.6019 x 10-#* C,
que es extremadamente pequefia. La pequefiez de la unidad basica significa que las
cargas macroscopicas se componen invariablemente de un nimero muy grande de
cargas clectrénicas; esto a su vez significa que en una distribucién macroscdpica de
carga, cualquier elemento pequefio de volumen contiene un gran nimero de electrones.

Podemos describir entonces una distribucién de carga en (érminos de una_fun-
cidn de a‘ensrdad de carga, definida COmo ¢ el hmlte de la carga por unidad de volu-
Quldado al aphcar esta clase de c}escnpuon a problemab atdémicos, puesto que en
estos casos s6lo interviene un pequefio nimero de clectrones y el procedimiento de
tomar el limite no tiene sentido. Dejando a un lado estos casos atémicos, podemos
proceder como si una porci6n de carga pudiese subdividirse indefinidamente. Por
tanto, describimos la distribucién de carga mediante funciones puntuales.

Una densidad volumétrica de carga estd definida por

Agq
= 1fm — 2-3
P ml-To AV (2-3)

y una densidad de carga superficial estd definida por

Ag
— PO 2_ _»1_
i lsl—»ntll AS : -4

De lo que se ha dicho con respecto a g, es evidente que p y g son densidades de carga
neta o excesos de carga. Vale la pena mencionar que en materiales solidos tipicos
incluso una densidad muy grande de carga p implicard una variacién en la densidad
local de electrones de sélo una parte en 10°.

Si la carga se distribuye en un volumen V con una densidad_p y sobre una

superficie S que limita a V con una den31dad 0, entonces la-fuerza ejercida por esta
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ecuacion (2-2) subtltuyendo g; par p dv (o por g, a’a) y procediendo luego a obte-
ner el limite:

q I
F, = dv’
Y 4re, J‘VT;_-TF piE) s
r—r
4.}':,'16 J;-I-lﬁ G(l‘ )dﬂ (2—5)
0

La variable r'se usa para localizar un punto dentro de la distribucién de carga, esto
es, juega el papel del punto fuente r, en la ccuacion (2-2). Puede parecer a primera
vista que si el punto r cae dentro de la distribucién de carga, la primera integral de Ia
ecuacidn (2-5) divergird, pero no es asi. La regién de integracién en la vecindad de r
contribuye en una cantidad despreciable y la integral tiene buen comportamiento
(véase el problema 2.5). ._

Estd claro que la fuerza sobre ¢, como se presenta en la ccuacién (2-5), es
proporcional a g, y lo mismo es vilido en la ecuacién (2-2). Esta observacién nos
conduce a introducir un campo vectorial que es independiente de g, la 1lamada fuer-
za por unidad de carga. Este campo vectorial, conocido como campo eléctrico, se
estudia con detalle en la siguiente seccién.

EL CAMPO ELECTRICO

El campo eléctrico en un punto se define operacionalmente como el Ifmite de la
fuerza sobre una carga de prueba colocada en el punto con respecto a la carga de la
carga de prueba, tomandose ¢l limite a medida que la magnitud de la carga de prueba
tiende a cero. El simbolo que se acostumbra emplear para el campo eléctrico es E.

En notacion vectorial, la definicién de E se convierte en

F
E =1im—~¢ (2-6)

=0 4

El proceso del limite se incluye en la definicién de E para asegurar que la carga
de prueba no afecte la distribucién de carga que produce E. Si, por ejemplo, se
dlblnbuyc car_ga_posmva sobre la superficic de un conductor (un conductor es un
material en el que la carga puede moverse libremente), entonces al acercar una carga de
prucba a la vecindad del conductor, la carga sobre el conductor se redlsmbmr'i Si el
campo eléctrico se hubiera calculado utilizando la razén de fuerza a carga para una
carga de prueba finita, el campo obtenido seria el debido a la carga redistribuida y no

¢l debido a la distribucién original de carga.
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FIGURA 2.2

Geometriade r,r' y r—r’.

| El vector r define el
punto de observacién
(punto del campo) y 1’
se extiende sobre la
distribucién de carga total,
incluyendo las cargas
puntuales.

En el caso especial en que una de las cargas de la distribucidn de carga puede
usarse como carga de prueba, no es necesario tomar el limite. En este caso, el campo
eléctrico en la posicion de la carga de prueba serd el produudo por todo el resto de la
distribucién de carga. No habr4 redistribucién de carga, ya que la distribucién apro-
piada de carga se obtiene bajc la influencia de la distribucién de carga total, incluida
la carga que se estd empleando como carga de prueba. En algunos otros casos, parti-
cularmente en aquellos en que la distribucidn de carga estd especificada, la fucrza
serd proporcional a la magnitud de la carga de prueba. En esos casos, también resulta
innecesario el limite; sin embargo, si existe alguna duda, es mds seguro emplear siempre
el proceso del limite.

Las ecuaciones (2-2) y (2-5) proporcionan formas sencillas de obtener una ex-
presién del campo eléctrico debido a una distribucién de carga dada (véase la Fig.
2.2). Sea una distribucién de carga tal que consista en N cargas puntuales, g,, ¢,, ...,
gy localizadas en los puntos r,, r,, .., T, respectivamente, y. una distribucion
volumétrica de carga especificada por la densidad de carga p(r’) en el volumen V 3~
una distribucién superficial caracterizada por la densidad superficial de carga o(r’)
sobre la superficie S. Si una carga de prueba g se encuentra en el puntor, cxperimenta
una fuerza F dada por e S

r—I;
! d
4-""50-—2“1 i Ir — 1'.-'| 4-"{'5:1J’ | Bl 1'0(") 7
dmey Jg|r —

debida a la distribucién de carga dada. El campo eléctrico en r es el limite de la razén
. e B R R R . L

entre esta fuerza y la carga de prueba g. Como la relacion es independiente de g, el

campo eléctrico en r es sdlo
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N r—r 1 r—r
E(r) = + J " dv’
(r) 4.?36” Z q l';| 4-77:6[; i lr _ rrf] p(r ) v
LT en s (2-8)

4.?:5{! £ |r = !"1‘-

La ecuacidn (2-8) es muy general; en la mayoria de los casos no se necesitardn todos
los términos.

La cantidad que acabamos de definir, el campo eléctrico, puede calcularse en cada
punto del espacio en la vecindad de un sistema de cargas o de una distribucién de carga,
De este modo, E = E(r) es una funcién vectorial puntual, o un campo vectorial. Este
campo tiene muchas propiedades matemadticas interesantes que desarrollaremos en las
siguientes secciones y en el siguiente capitulo. Como una ayuda para visualizar la estruc-
tura del campo eléctrico asociado con una distribucién de carga particular, Michael Faraday
(1791-1867) introdujo el concepto de lineas de fuerza. Una linea de fuerza es una linea
imaginaria (o curva) dibujada de tal manera que su direccién (o tangente) en cualquier
punto es la direccion del campo eléctrico en dicho punto.

Considere, por ejemplo, la estructura del campo eléctrico asociado con una sola
carga puntual positiva g, . Las lineas de fuerza son lfneas radiales que se dirigen hacia
afuera de 9y De modo scmejante las lineas de fuerza asoc1adas con una carga punrual_
hacia la carga negativa). Estos dos e;cmplos son extremadamente sencillos, pero ilustran
una propiedad importante de las lineas de campo: las lineas de fuerza terminan en las
fuentes del campo eléctrico, es decir, en las cargas que producen el campo eléctrico.

La figura 2.3 ilustra varios campos eléctricos sencillos que se han trazado con la
ayuda de lineas de fuerza.

EL POTENCIAL ELECTROSTATICO

Como se observé en el cathuIO 1, si el rotacional de un vector se anul.'_:_l entonces_el

la ecuacicn (2-8) sallsf ace este mterm Ochrvemos que le tomar el rotacional de la
ecuacidn (2-8) lmpllca la derivacién con respecto a r. Esta variable aparece en la ecua-
cién sélo en funciones de la forma (r—r')/Ir—r'P y, por tanto, serd suficiente demos-
trar que las funciones de esta forma tienen un rotacional cero. Utilizando la férmula de
la tabla 1.1 para el rotacional del producto (vector por escalar) se tiene

ﬁ] X e

-i.j Xy = VU eTF + YV X E (2-9)

r—r' 1 y
Vxlr_r,13=|r_r,|3Vx(r—-r)+{v

Un céleulo directo (véase el problema 1.19) demuestra que

Vx(@-r)=0 (2-10)
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FIGURA 2.3

. Trazado de un campo
| eléctrico con ayuda de
lineas de fuerza.

2l

y (véase el problema 1.22) que

1 r—r
T = ey 2-11
|l' -r |3 ||' —r |5 ( )
Estos resultados, junto con la observacién de que el producto vectorial de un vector
por un vector paralelo es cero, son suficientes para demostrar que

r—r

vV % =0 (2-12)

e —r
Como cada contribucién de la ecuacién (2-8) al campo eléctrico es de esta forma,
hemos demostrado que el rotacional del campo eléctrico es cero. La ecuacidn (2-12)
indica que existe una funcién escalar cuyo gradiente es el campo eléctrico. Esto es,
sabemos ahora que existe una funcidn que satisface
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Er) = -Vo(r) (2-13)
pero atin tenemos que hallar la forma de la funcién ¢. Deberd observarse que por
convenio se incluye el signo menos en la ecuacién (2-13) y que a @ se le llama poten-
cial electrosttico.

El potencial electrostdtico debido a una carga puntual-¢,-es

';o(r)=*1— g

4:‘56[] Il’ — I'II (2-]4)

lo que se verifica mediante derivacion directa. Por tanto, el potencial que
corresponde al campo eléctrico de la ecuacién (2-8) es

. I & 1 o)
r) = + ey’
7@ 4-7rfnr':21 It —r|  4me, fv r — | Y

! f I} 2-15)

4;{6“ Q‘Ir =% I"I

lo que también se verifica facilmente por derivacién directa.

Puede parecer que las ecuaciones (2-14) y (2-15) se obtuvieron de modo arbitrario.
Sin embargo, puesto que todo lo que se exige de @ es que satisfaga (2-13), y como esto
ya se ha verificado directamente, el medio por el cual se ha obtenido ¢ no importa.
El potencial electrostitico ¢ puede obtenerse directamente tan pronto como se
establezca su existencia. Puesto que se sabe que existe ¢, podemos escribir

{'/m - —fr m (2-16)

donde ref indica un punto de referencia en el que @es cero. De la definicién de gradiente,

Vo -dr' = dg (2-17)

Al sustituir (2-17) en la ecuacién (2-16), ésta se convierte en la integral de una diferen-
_ cial perfecta, que se resuelve facilmente. El resultado es

-j Vp-dt' = —¢(r) = j E(r') - dr’ (2-18)
ref ref

que es realmente la inversa de 1a ecuacion (2-13). Si el campo eléctrico debido a una carga
puntual se utiliza en la ecuacién (2-18) y el punto de referencia, o limite inferior de la
integral, se considera en el infinito, siendo ahf el potencial cero, el resultado es

(2-19)
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Este resultado es sélo un caso especial de la ecuacion (2-14), es decir, el caso en el que
r, es cero. Este proceso puede ampliarse para obtener Ta ccuacion (2-15); sin embargo,
el procedimiento es demasiado engorroso para incluirlo aqui.

Otro aspecto interesante y util del potencial electrosttico es su semejanza con
la encreia potencial asociada con la fuerza electrostitica conservativa. La energia

potencial asociada con una fuerza conservativa arbitraria es

Ur) = - f F(r') - dr’ (2-20)
rcf

donde U(r) es la energia potencial en r con respecto al punto de referencia en que la
energia potencial se considera arbitrariamente cero. Como en el caso electrostdtico
F = ¢E, se sigue que si sc escoge el mismo punto de referencia para cl potencial
electrostitico y para la energia potencial, entonces el potencial electrostdtico es
s6lo la energia potencial por unidad de carga. Esta idea se utiliza a veces para
presentar el potencial electrostdtico; sin embargo, creemos que la presentacion por
medio de la ecuacién (2-13) resalta la importancia del potencial electrostitico al
determinar el campo electrostdtico. Por supuesto, no hay duda acerca de la equiva-
lencia de los dos enfoques.

La utilidad del potencial electrostético al calcular campos eléctricos puede ver-
se al comparar las ecuaciones (2-8) y (2-15). La ecuacién (2-8) es una ecuacion
vectorial; para obtener el campo eléctrico a partir de ella es neccsario evaluar tres
sumas o tres integrales para cada término. En el mejor de los casos, éste es un
procedimiento tedioso; en otros, es casi imposible integrar. La ecuacién (2-15), en
cambio, es una ecuacién escalar e implica sélo una suma o integral por término.
Ademds, los denominadores que aparecen en esta ecuacion son todos de la for-
ma Ir - r, lo que hace que las integrales sean mucho mds sencillas que las de la
ecuacion (2 8). Esta simplificacién a veces es suficiente para establecer la diferencia
entre tener o no tener que efectuar las integrales. Puede objetarse que después de
hacer las integrales de la ecuacién (2-15) es atn necesario derivar el resultado; esta
objecién se elimina de inmediato observando que la derivacion siempre puede lle-
varse a cabo si existen las derivadas, y, de hecho, por lo general, es mucho mds ficil
que la integracién. En el capitulo 3 se verd que el potencial electrostatico es aln mds
importante en aquellos problemas en los que no se especifica la distribucién de car-
ga, sino que ésta debe determinarse durante la resolucion del problema.

En el sistema mks, la unidad de energia es el newton-metro o joule. La unidad

‘de potencial es el joule/coulomb, pero esta unidad se presenta tan frecuentemente

que sc le da el nombre especial de volt (V). La unidad del campo eléctrico es el
newton/coulomb o el volt/metro.

CONDUCTORES Y AISLANTES

Segtin su comportamiento eléctrico, los materiales pueden dividirse en dos ca-
tegorfas: conductores de electricidad y aislantes (dieléctricos). Los conductores son
sustancias, como los metales, que contienen esencialmente un gran nidmero de
portadores de carga libre. Estos portadores de carga (electrones en la mayoria de
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los casos) tienen la libertad de moverse por todo el material conductor; responden a
campos eléctricos casi infinitesimales y contintian su movimiento mientras experi-
menten un campo. Estos portadores libres llevan la corriente eléctrica cuando se
mantiene un campo eléctrico estable en el conductor mediante una fuente externa
de energia.

Los dieléctricos son sustancias en las que todas las particulas cargadas estdn
ligadas muy fuertemente a las moléculas constituyentes. Las particulas cargadas pue-
den cambiar sus posiciones ligeramente como respuesta a un campo eléctrico,
pero no se alejan de la vecindad de sus moléculas. Hablando estrictamente, esta
definicién se aplica a un dieléctrico ideal, esto es, aquel que no muestra conductividad
en presencia de un campo eléctrico mantenido exteriormente. Los dieléctricos
fisicos reales pueden mostrar una débil conductividad, pero en un dieléctrico ti-
pico la conductividad es 102? veces menor que la de un buen conductor. Como 102
es un factor tremendo, por lo general es suficiente decir que los dieléctricos no
son conductores,

Ciertos materiales (semiconductores, electrélitos) tienen propiedades eléctricas
intermedias entre los conductores y los dieléctricos. En lo que respecta a su com-
portamiento en un campo eléctrico estético, estos materiales se comportan casi como
los conductores. Sin embargo, su respuesta transitoria es algo mas lenta (es decir,
estos materiales necesitan més tiempo para alcanzar el equilibrio en un campo estati-
co).

En este capitulo y en los cuatro siguientes trataremos con materiales en campos
electrostdticos. La polarizacién dieléctrica, aunque sea un fendmeno bdsicamente
sencillo, produce efectos mds bien complicados; en consecuencia pospondremos su
estudio hasta el capitulo 4. Por otra parte, los conductores pueden estudiarse con
bastante facilidad en términos de los conceptos que ya hemos desarrollado.

Como la carga puede moverse libremente en un conductor, aun bajo la influen-
cia de campos eléctricos muy pequefios, los portadores de carga (electrones o
iones) se mueven hasta que encucntran posiciones en las que no experimentan
fuerza neta. Cuando llegan al reposo, el interior del conductor debe ser una regién
donde no existe campo eléctrico; esto debe suceder ya que la poblacion de portadores
de carga en el interior del conductor de ningtin modo puede agotarse y, si persis-
tiera un campo, los portadores continuarian moviéndose. Asi pues, en condiciones.
estdticas, el campo eléctrico en un conductor se  anula. Ademds, puesto que E =0 en
un conductor, ¢l potencial es el mismo en todos los puntos del material conductor. En
otras palabras, en condiciones estdticas, cada conductor forma una region equipotencial
del espacio.

LEY DE GAUSS

Existe una importante relacién entre la integral de la componente normal del campo
eléctrico sobre una superficie cerrada y la carga total encerrada por la superficie. Esta
relacién, conocida como ley de Gauss, se analizard ahora con mds detalle. El campo
eléctrico en el punto r debido a una carga puntual g situada en el origen es



38 2 Electrostdtica

qg r
E(r) = —
(x) dme,r’ (2-21)

Considere la integral de superficie de la componente normal de este campo eléctrico
sobre una superficie cerrada (como la que se muestra en la Fig. 2.4) que encierra cl
origen y, cn consecuencia, a la carga g:

q rm

iE-nda — Ty da (2-22)

La cantidad (r/r) « nda es la proyeccién de da en un plano perpendicular ar. Esta drea

proyectada, dividida por 12, es el dngulo sélido subtendido por da, que se expresa con
d€2. De la figura 2.5 estd claro que el angulo sélido subtendido porda es el mismo que
cl subtendido por da', un elemento del drea superficial de la esfera S’ cuyo centro estd
en el origen y cuyo radio es r'. Es posible entonces escribir

%gdﬂ =§ : 'nda’ = 47
s 5"

¥ r(3
lo cual demuestra que

%E-nda=—-—q—-*4.ﬂ.:=i (2483
s 4reg €
en el caso especial descrito antes. Si g estd fuera de S, se ve en la figura 2.6 que S puede
dividirse en dos dreas, S, y §,, cada una de las cuales subtiende el mismo dngulo sélido con
respecto ala carga . Sin embargo, para S, el sentido de la normal es hacia g, mientras que
para S, es alejandose de g. Por consiguiente, las contribuciones de S,y S, alaintegral de
superficie son iguales y opuestas, y la integral total se anula. Asf pues, si la superficie rodea
la carga puntual ¢, la integral de superficie de la componente normal del campo eléctrico
es g/€,,, mientras que si g estd fuera de la superficie, la integral de superficie es cero. El
enunciado anterior se aplica a cualquier superficie cerrada, aun a las llamadas reentrantes.
El estudio de la figura 2.7 es suficiente para verificar que, en efecto, asi es.

Si varias cargas puntuales 4> G - 4, €5taN encerradas por la superficie S, entonces
el campo eléctrico total estd dado por el primer miembro de la ecuacién (2-8). Cada carga
subtiende un dngulo sélido completo (47), por lo que la ecuacién (2-23) se convierte en

1 N
ng-ndaz—Eq,- (2-24)
5

€oi=1

FIGURA 2.4

Superficie cerrada
imaginaria S que encierra
una carga puntual en

el origen.
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FIGURA 2.5

Construccidn de la
superficie esférica §’
como ayuda para la
evaluacidn del dngulo
sélido subtendido por da.

Este resultado puede generalizarse de inmediato al caso de una distribucién de carga
continua caracterizada por una densidad de carga. Si cada elemento de carga p dvse
considera como una carga puntual, €sta contribuye con p du/e a la integral de super-
ficie de la componente normal del campo eléctrico, siempre que esté dentro de la
superficie sobre la cual estamos integrando. La integral de superficie total es enton-
ces la suma de todas las contribuciones de esta forma debidas a la carga que estd

dentro de la superficie.

El miembro de la izquierda, la integral de la componente 'm?[rfnal del campo
eléctrico sobre la superficie S, se llama a veces flujo del campo eléctrico a través de S.

Si § es una superficie cerrada que limita el volumen V,

1
§E-ndc=—[ pdv
s €y Jv

lo que se conoce como ley de Gauss.

(2-25)

FIGURA 2.6

Superficie cerrada §
dividida en dos

superficies, SJ ¥ Sz, cada
una de las cuales subtiende
el mismo dngulo sdlido
con respecto a g.
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FIGURA 2.7

Elemento de dngulo solido
que corta la superficie §
mds de una vez.

2.7

La ley de Gauss puede expresarse alin en otra forma empleando el teorema de la
divergencia. El teorema de la divergencia (1-37) establece que

(#F-nda =JV-qu
<5 v

Si esle teorema se aplica a la integral de superficie de la componente normal de
E. tendremos

%E-ndarJV-EdU ' ' (2-26)
) v

que, cuando se sustituye en la ecuacién (2-25), da

1
jV-Edu=—jpdv (2-27)
v €y Jv

La ecuacidn (2-27) debe ser vilida para todos los volimenes, es decir, para cual-
quier eleccién del volumen V. La tinica forma en que esto puede ser cierto es que
los integrandos del primer miembro y del segundo miembro sean iguales. Asi
pues, la validez de la ecuacién (2-27) para cualquier eleccién de V implica que

1
V-E=—p (2-28)
€n

Este resultado puede considerarse como la forma diferencial de la ley de Gauss.

APLICACION DE LA LEY DE GAUSS

La ecuacién (2-28) o, més adecuadamente, una forma modificada de esta ecuacién
que se deducird en el capitulo 4, es una de las ecuaciones diferenciales bdsicas de
electricidad y magnetismo. Si bien la ecuacién (2-28) es importante en este sentido,
la ley de Gauss también tiene una utilidad préctica. Lo practico de la ley consiste
principalmente en proporcionar una forma muy fécil de calcular los campos eléctricos en
situaciones suficientemente simétricas. En otras palabras, en algunas situaciones
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altamente simétricas de considerable interés fisico, el campo eléctrico puede calcu-
larse empleando la ley de Gauss en lugar de utilizar las integrales dadas anteriormen-
te o con los procedimientos del capftulo 3. La utilizacién de la ley de Gauss permite
un gran ahorro de célculos.

Para que la ley de Gauss sea 1itil en el cdlculo del campo eléctrico, debe ser
posible elegir una superficie cerrada tal que el campo eléctrico tenga una compo-
nente normal que sea cero o un solo valor fijo en cada punto de la superficie. Como
ejemplo, considérese una Iinea muy larga de carga, con densidad de carga A por
unidad de longitud, como sec muestra en la figura 2.8. La simetria de la situaci6n
indica claramente que el campo eléctrico es radial e independiente tanto de la posi-
cién en ¢l alambre como de la posicién angular con respecto al alambre. Estas
observaciones nos conducen a elegir la superficie mostrada en la figura 2.8. Para
esta superficie es ficil evaluar la integral de la componente normal del campo eléc-
trico. Los extremos circulares no contribuyen, puesto que el campo eléctrico es
paralclo a ellos. La superficie cilindrica contribuye con 27rlE , ya que E es radial e
independiente de la posicidn de la superficie cilindrica. La ley de Gauss adquiere
entonces la forma

2mrlE, = ﬂ (2-29)

€n

Se puede despejar E, de la ecuacién (2-29) de modo que

E.= :
2meqr

(2-30)

A partir de este resultado, el potencial puede obtenerse por integracion:

@ = Inr+C

2meg

FIGURA 2.8

Superficie cilindrica
utilizada con la ley de
Gauss para obtener el
campa cléctrico producido
por una carga lineal larga.

Parte de la carga
lineal larga
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FIGURA 2.9

Supetficie gaussiana §
construida dentro de un
conductor cargado.

Conductor

El ahorro de esfuerzo que se logré empleando la ley de Gauss se apreciard mds al
resolver el problema 2.4, que implica la aplicacién directa de la ecuacion (2-8).

Otro resultado importante de la ley de Gauss es que la carga (carga neta) de
un conductor cargado reside en su superficie exterior. Dijimos en la seccién 2.5
que ¢l campo eléctrico dentro de un conductor se anula. Podemos construir una
superficie gaussiana en cualquier parte del interior del conductor. Por la ley de
Gauss, la carga neta encerrada por estas superficies es cero. Finalmente, constru-
yamos la superficie gaussiana S de la figura 2.9 y de nuevo la carga neta encerra-
da es cero, El unico lugar en el que puede estar la carga para que no esté en
contradiccién con la ley de Gauss es sobre la superficie del conductor. Ya que no
hay carga en el interior, parte del material puede quitarse sin cambiar nada. De
¢ste modo, la carga de una capa conductora reside completamente en la superfi-
cie exterior. :

El campo eléctrico que estd en el exterior inmediato de un conductor cargado
debe ser normal a la superficie del conductor. Esto sc debe a que la superficic ¢s una
equipotencial, y E = -V @. Supongamos que la carga de un conductor estd dada por la
funcién de densidad superficial 0. Si se aplica la ley de Gauss a la pequefia superficie
S de la figura 2.10, que tiene la forma de una caja de pastillas, entonces

EAS = (3) AS
€q

FIGURA 2.10
Aplicacion de la ley de
Gauss a una superficie S,
en forma de caja de
pastillas, que corta la
superficie de un conductor
cargado,
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FIGURA 2.11

Geometria que interviene
en el cdlculo del campo
cléetrico E(r) debido a
dos cargas puntuales,

2.8

donde AS es el drea de una de las bases de la caja de pastillas. De aqui que el campo
eléctrico que estd en el exterior inmediato de un conductor es

EL DIPOLO ELECTRICO

Dos cargas iguales y de signo contrario separadas por una pequeiia distancia forman
un dipolo eléctrico. El campo eléctrico y la distribucién del potencial producidos por
tal configuracién de cargas pueden analizarse con la ayuda de las férmulas de las
secciones 2.3 y 2.4, Supongamos que una carga —q estd ubicada en el punto r’y que
una carga ¢ estd en r'+ I, como se muestra en la figura 2.11; entonces, el campo
eléctrico en un punto arbitrario r puede encontrarse por aplicacién directa de 1a ecua-
cién (2-8). Se determina que el campo eléctrico en r es

_q { S e | r—r }
E(r) = - :
O = e o ol ] (2-32)

El campo eléctrico correcto para cualquier valor de ¢ y cualquier valor de la separa-
cién I estd dado por la ecuacién (2-32); sin embargo, no es facil de interpretar. Lo que
deseamos es el campo dipolar, y en el dipolo la separacién [ es pequefia comparada

con r — r'; por tanto, podemos desarrollar la ecuacién (2-32), conservando sélo el

primer término que no se anula. Como este procedimiento es de utilidad general, se
considerard con detalle, La principal dificultad para efectuar este desarrollo se debe al
denominador del primer término de la ecuacidn (2-32). El inverso de este denomina-
dor puede expresarse en la forma

F—r =17 =[(r - r ==Y P2

2(1. i I”) ’ 12 ]—3f2

=r—r _3[1 -
| [r—r? L
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Es fdcil desarrollar esta iltima expresion por el teorema del binomio, conservando
s6lo los términos lineales en [. El resultado de este desarrollo es

|r . rfiZ (2'33)

k—r =17 =|r— r'|_3{1 +
donde los términos en los que intervine [2 se han suprimido. Sustituyendo la ecua-
cién (2-33) en la (2-32), y conservando nuevamente sélo los términos lineales en/, se
tiene

E(r) = q {3(r—r')-l

)

dmey L e —r'f (k) = e —r ik } &t
La ecuacién (2-34) da la parte del campo eléctrico, debida a un dipolo eléctrico finito,
que es proporcional a la separacidn de las cargas. Hay otras contribuciones proporcio-
nales al cuadrado, al cubo y a potencias mds altas de la separacién. Sin embargo, si la
separacion es pequefia, estas potencias mayores contribuyen muy poco. En el limite,
mientras / tiende a cero, todos los términos se anulan a menos que la carga se vuelva
infinita. En este limite, en el que el producto gl permanece constante, todos los térmi-
nos excepto el término lineal en [ se anulan. En este limite se forma un dipolo pun-
tual. Un dipolo puntual no tiene carga neta, ni extension en el espacio, y se caracteriza
completamente por su momento dipolar que es el limite de gl cuando ! tiende a cero.
Utilizamos el simbolo p para representar el momento dipolar eléctrico, y escribimos

En términos del momento dipolar, 1a ecuacién (2-34) puede expresarse como
_ 1 [(3r—r)-p . P }
E(f) i 4.?'[6”{ Il_ ¥l r;|5 (I' r ) Il' ol l_JiB (2‘36) -

La distribucién de potencial producida por un dipolo puntual también es impor-
tante y ésta podria encontrarse buscando una funcién cuyo gradiente fuese igual al
lado derecho de la ecuacién (2-36). Sin embargo, es mds fdcil aplicar la ecuacidn
(2-15) a la distribucién de carga que consiste en dos cargas puntuales separadas por
una pequefa distancia. Empleando la notacién de la ecuaci6n (2-32), la distribucion
de potencial estd dada por

q 1 1 ]
r) = = .

o(r) 4dme, [{r —-r—=-1 |r—r] @)
Desarrollando el primer término exactamente en la misma forma que se hizo para el
primero de la ecuacion (2-32) y conservando sélo el término lineal 1, la ecuacién
(2-37) puede ponerse en la forma

(p(r) = 4}1’60 ll' o rrl3 (2'38)

Esta ecuacidn es vélida para la misma aproximacion que la ecuacién (2-34); es decir,
los términos proporcionales a 2 y a potencias mayores de I se desprecian, Para un
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dipolo puntual, p, la ecuacién (2-38) es exacta; sin embargo, es mejor expresarla
como

TR “—,|3“ (2-39)

La ecuaci6n (2-39) da el potencial ¢(r) producido por un dipolo eléctrico y a partir de
este potencial puede determinarse el campo eléctrico (Ec. 2-36).

También es interesante estudiar la energfa potencial de un dipolo eléctrico que se
coloca en un campo eléctrico externo. En el caso de dos cargas, —-genrygenr+1, en

un campo eléctrico descrito por la funcién potencial ¢, (r), la energfa potencial es

U= _qtpext(r) + qrpext(r g l) (2'40)

Siles pequefia comparada con r, @, (r + I) puede desarrollarse en setie de potencias
de 1 y sélo los dos primeros términos se conservan. El desarrollo da

Pext(t + 1) = @u(r) + 1- Vo, (2-41)

donde debe utilizarse el valor del gradiente en el puntor. Si este desarrollo se utiliza en
la ecuacién (2-40), el resultado es

U=gql-Vo.. (2-42)
Tomando el limite de un dipolo puntual se tiene simplemente
U@) = p- Ve (2-43)

lo que, por supuesto, es exacto. Como el campo eléctrico es el negativo del gradiente
del potencial clectrostdtico, una forma alternativa de la ecuacidn (2-43) es

U(r) = =p - E.(r) (2-44)

U(r) es la energia potencial de un dipolo p en un campo eléctrico externo E, . donde
E,__(r) se calcula en la posicién del dipolo.

Es importante observar que en esta seccién se han analizado dos potenciales.
En las ecuaciones (2-37), (2-38) y (2-39) se considera el potencial electrostitico
producide por un dipolo eléctrico. En las ecuaciones (2-40) a (2-43) se considera
que el dipolo estd en un campo eléctrico existente descrito por una funcién poten-
cial j_(r). Este campo eléctrico se debe a cargas que no constituyen el dipelo; de
hecho, el campo dipolar debe excluirse para evitar un resultado infinito. Este
principio podria conducirnos a cuestiones bastante complicadas en las que inter-
vienen fuerzas y energia propias que no discutiremos aqui; sin embargo, puede
observarse que la energia potencial que resulta de la interaccién de un dipolo
eléctrico con su propio campo proviene de fuerzas ejercidas sobre el dipolo por si
mismo. Dichas fuerzas, conocidas en dindmica como fuerzas internas, no afectan
cl movimiento del dipolo como un todo. Para nuestros fines, no serd necesario hacer
mis consideraciones sobre este asunto.
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2.9

DESARROLLO MULTIPOLAR DE CAMPOS ELECTRICOS

De la definicién de momentos dipolares dada con anterioridad, es evidente que algu-
nos aspectos de la distribucién de potencial producida por una distribuci6n de carga
determinada pueden expresarse bastante bien en términos de su momento dipolar eléc-
trico. Para hacer esto, es necesario definir el momento dipolar eléctrico de una
distribucién de carga arbitraria. En lugar de utilizar una definicién no razonada, con-
sideremos cierto desarrollo del potencial electrostitico debido a una distribucion de
carga arbitraria. Para reducir el nimero de coordenadas de posicién, se considerard
una distribucién de carga en la vecindad del origen de coordenadas. Una restriccion
mds serd que la distribucién de carga puede estar encerrada completamente en una
esfera de radio a, que es pequefio comparado con la distancia al punto de observacion.
Un punto arbitrario dentro de la distribucién de carga se designard conr’, la den-
sidad de carga en ese punto con p(r") y el punto de observacién con r (véase la Fig.
2.12). El potencial en r estd dado por

(p(r:_l_ P

dmeydy It — v (2-43)

donde dv/ se utiliza para designar un elemento de volumen en la distribucion de carga
y V representa el volumen total ocupado por la distribucién de carga. En vista de la
restriceién hecha antes a los puntos de observacidn que estdn lejos del origen, la can-
tidad Ir — r'! puede desarrollarse en una serie de potencias crecientes de r'/r. El resul-
tado de dicho desarrollo es

|l' el l_:|—1 s (rZ -~ zr_rr 5 r:?)—!a’?

s L[ 2= ff] 113 } (2-46)
F{l_i[— R tappl P

donde sélo los tres primeros términos se indican explicitamente. Deberd observarse

que aunque (r/r)? es despreciable comparado con 2r’ - r/7?, no debe eliminarse del

primer par de corchetes porque es del mismo orden que el término dominante del
segundo par de corchetes. Sustituyendo la ecuacion (2-46) en (2-45) y omitiendo los
términos que contienen el cubo y las potencias mayores de 1/, se tiene

1 J{}+r-r’+1{3(r-r’)2 r'? -
43‘56“ v \r r3 2 ?‘S - r?} e }p(r ) v
(2-47)

@(r) =

Como r no contiene la variable de integracién r', la dependencia respecto a r puede
sacarse del signo de integTacién, para obtener

o = = {7 [ perav + 5. [ royaw

dme,

3

1 2 L L j (3x/x] — éi)-r"z)p(r’)dv'} (2-48)

i=1 j=1
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FIGURA 2-12

Carga localizada en un
volumen V con una
densidad de carga p(r"). El
campo eléctrico se calcula
en el punto r.

L[]
¥ Punto de
observacién

donde x,, x; son componentes cartesianas de r; x., x;'son las componentes cartesianas
der’'y 6 s¢ define como sigue:

5_{0, z#;’}
TN, =

Es facil interpretar la ecuacion (2-48). La primera integral de la ecuacidn es evidente-
mente la carga total, y el primer término es el potencial que resultarfa si esta carga total
se concentrara en €l origen.

La segunda integral es una generalizacién directa del concepto del momento dipolar
para una distribucion de carga continua y se llama momento dipolar de la distribucion
de carga. El segundo término de la ecuacién (2-48) es el potencial que resultarfa si un
dipolo puntual igual al momento dipolar de la distribucién de carga se localizara en el
origen de coordenadas. Es interesante observar que el momento dipolar de una distri-
bucién de carga es independiente del origen de coordenadas si la carga total es cero.
Para verificar esto, consideremos un nuevo sistema de coordenadas cuyo origen esté
en la posicién R del sistema primitivo. Al representar un punto con respecto al sistema
primitivo con r'y el mismo punto con respecto al nuevo sistema con r”, se tiene

r=r+R (2-49)

El momento dipolar con respecto al sistema primitivo es

p= f ro(r) dv' = j (" + R)p(r') dv’ = [ rpdv' + RQ
SV v v

_ (2-50)
Por tanto, p es independiente del origen si Q es cero.
El tercer término de la ecuacién (2-48) puede expresarse como
2 & lxx;
2. 2o, @2-51)

i=1 ;'=1§ i
donde
0, = | Gxix) - 8,r 0w v (2-52)
Vv
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2.10

Hay nueve componentes de O, que corresponden a i, j igual a 1, 2, 3. De estas nueve
componentes, seis son iguales en pares, quedando seis componentes distintas. Este
conjunto de cantidades forma el tensor* de momento de cuadripolo y representa una
extensién del concepto de momento dipolar. Hay momentos de orden superior que se
generan conservando los términos de orden superior en el desarrollo de la ecuacion (2-
48). Estos multipolos de orden superior son importantes en fisica nuclear, pero no se
considerardn en este libro.

Los multipolos eléctricos se utilizan, como lo indica la ecuacion (2-48), para
calcular en forma aproximada el potencial (y el campo eléctrico) de una distribucién
de carga. Sin embargo, hay muchos otros usos, todos en el contexto de aproximar una
distribucién extendida de carga real por cargas puntuales, dipolos puntuales, etc. Estas
aproximaciones permiten a menudo que sea posible resolver problemas extremada-
mente dificiles.

LA FUNCION DELTA DE DIRAC 7

En las expresiones generales del campo eléctrico y del potencial en las ecuaciones (2-
8) y (2-15), hemos distinguido entre cargas puntuales y distribuciones continuas de
carga. Para simplificar la notacion, serfa ttil poder expresar las cargas puntuales como
un caso especial de una funcién general de densidad de carga p(r). La funcidn delta de
Dirac &r) puede servir para este propésito, y ademds resulta ser una valiosa herra-
mienta matemética para muchos célculos. Escribimos

p(r)

i

gé(r) (carga puntual) (2-53)
donde
6(r) =0 para r#0

J o(r)dv’ =1 (2-54)

Por tanto, la funcién delta proporciona una expresién matemitica para la idea fisica
de una carga pun.ual en r = 0: la integral de la densidad de carga es g, pero toda la
carga se localiza exactamente en el origen. La funcién delta es desde luego una fun-
cién matemdtica sumamente singular, al ser cero en cualquier parte excepto en un
solo punto y, no obstante, tener una integral distinta de cero. Sin embargo, es un
objeto matematico legitimo que no acarrea dificultades si lo manejamos con cuidado;
por ejemplo, no se debe tratar de derivarla como si fuera una funcién continua. Una

* Los tensores son una generalizacién de los vectores; una exposicién elemental de €stos se daenel
Apéndice I1.

+ Otras propiedades de la funcién delta se analizan en el Apéndice V.
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variacion de ella puede usarse para representar una densidad superficial de carga
o(r); es decir, una distribucién de carga que es nula en todas partes excepto en una
superficie determinada. Con estas extensiones, basta la integral sencilla sobre p(r)
en las ecuaciones (2-8) y (2-15). Para esta aplicaci6n observamos que

f F(x)8(r') dv' = F(0) (2-55)

donde F es cualquier funcién escalar o vectorial, puesto que el integrando desaparece
excepto en r' = 0. Ademds,

fF(r’)é(r’ — Ip) dv’' = F(r) (2-56)
De esta forma, si p(r’) = g,4(r'—r),

1 ;6 ' — i 1 -
o(r) = jq Ll VU
e, v — r'| 4renlr — 1y

1 [g5( —r) 1 a4
E = j — ! QT RO RS« [ [ i
® 4dneq) I —r) = —ix)dy dmeglr — r|? {5z

para una carga puntual g, en r,. Con esta caracterizacién de cargas puntuales, no es
necesario incluir una sumatoria especifica sobre ¢, en las ecuaciones (2-8) y (2-15).
Se pueden obtener algunas otras propiedades de la funci6n delta a partir de la
forma diferencial de la ley de Gauss,
i :
V-:E=—p (2-28)

€p

Para una carga puntual g en r = 0, considerando la ecuacién (2-21),

qg r_1
dreyr’ €, 9(r)
0
r
V. TR 4.1'!(5(1') ('2“57)

r

Témbién, debido a que

1 rd/1 r
"r-;a(;)-‘rz

entonces,

vz(%) — —475(r) (2-58)
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2.1

Las ecuaciones (2-57) y (2-58) son tan importantes que bien vale la pena hacer una
derivacién mds directa. Una derivacion directa nos muestra que la divergencia es cero
en cualquier parte, excepto en el origen:

r 1 1 3r 3

V-—=V(—)-r+—-V°r=———-r+—-=0, r=+0

r? 22 o o P
En r = 0 la divergencia es —e + o0, que es indeterminada. Sin embargo, el teore-
ma de la divergencia, aplicado a una pequefia esfera de radio R alrededor del
origen, nos da

JV-—dU—SEF ——3§da= J

Ya que la integral de volumen es 47 sin importar lo pequefio que sea el radio R, el
integrando puede representarse como 47Xr), de acuerdo con la ecuacién (2-57). En
otras palabras, la funcién delta permite que el teorema de la divergencia pueda aplicar-
se a r/r3, incluso en una regién que contenga la singularidad en el origen. La funcién
delta es extremadamente 1til siempre que se encuentre una integral sobre la divergen-
cia de r/r® o sobre ¢l laplaciano de 1/r.

RESUMEN
La electrostitica se basa en laley de Coulomb, la cual, para una carga puntual ¢, en el

origen y una carga puntual ¢ en r, da como fuerza electrostética que actda sobre g

1 qq:x
dme, r* r

T

donde €,=8.854x 10-12C¥ N - m*en unidades mks y €,="Y7 en unidades gaussianas.
Es convemente tratar a g como una carga de prueba y abstraer a partir de su definicion
el campo eléctrico E, correspondiente a la fuerza F;:

F. = qE

El campo electrostatico en r debido a la carga fuente ¢, localizadaenr, = 0es

1 q
F

E(r) dme,

r
r

El rotacional y la divergencia de E son de fundamental importancia:
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donde la funcién delta de Dirac estd definida por

5(r)=0, r+0

fﬁ(r) dv =1

La funcién delta tiene la propiedad de que para cualquier funcién F

fF(r)é(r — np)dv = F(r,)

* Laley de Coulomb puede generalizarse a sistemas de muchas cargas fuente, o
a una distribucién continua de densidad de carga p(r) definida de tal modo que el
elemento de carga en un elemento de volumen dv es

dg = p(r) dv
Para una carga puntual g,enr,
p(r) = q;6(r — r,)
Puesto que las fuerzas y los campos son aditivos,

1

E =
® 4e,

r—r
j |l' — rr|3 p(l") dv’
Como V es un operador lineal,
VXE=0

1
V-E=—p(r
Eup().

Estas son las ecuaciones diferenciales fundamentales que todo caigsn electrostdtico
debe satisfacer localmente en cualquier punto. (De hecho, la ecuatstdh de divergencia
se satisface aun con campos dependientes del tiempo, y es una de las cuatro ecuaciones
Jundamentales de Maxwell.)

¢ Laley de Gauss se obtiene de la ecuacién de la divergencia mediante 1a integra-

cién de ambos lados de la ecuacion sobre un volumen arbitrario V'y la aplicacién del
teorema de la divergencia:

1
E-nda = —
i nda EoQ
donde
0= pwav
Vv

es la carga total dentro de V limitada por S. La ley de Gauss tiene utilidad practica para
calcular E en unas cuantas situaciones especiales en las que se puede argumentar en
términos generales que E debe ser constante en magnitud y direccién con respecto a
una superficie elegida S. También muestra que la carga sobre un conductor debe ubi-
carse sobre la superficie exterior y que justo afuera de la superficie, E = ole, '
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PROBLEMAS ——

« La existencia de un potencial electrostatico ¢(r) se deduce de la ecuacion del
rotacional, de tal forma que
E=-Vo

Para un campo dado E,

@p(r) = —J E-.dl
ref
Para una distribucién especifica de carga,

o(r ‘—l—J

_ p()
4me

Ir—r

Esta ecuaci6n es mds facil de resolver que la integral para E. El potencial escalar
¢ se relaciona con la energia potencial U de la fuerza electrostitica conservativa
mediante

U=q¢

« A cierta distancia de la regién donde se localizan las cargas fuente p, es til el
desarrollo multipolar de ¢

ot = 2 E B o ]

drey L r r

donde
pP= J’ r'p(r')dv’
v
es el elemento dipolar de la distribucién de carga. Por lo general, el primer término que

1o se anule en el desarrollo es el mds importante; nosotros sélo consideraremos los dos
primeros términos.

2.1 Dos particulas, cada una de masa m y cargas g y 2g respectivamente, estdn suspendidas
por cuerdas de longitud / a partir de un punto en comuin. Encuentre el dngulo 8 que forma cada
una de las cuerdas con la vertical,

2.2 Dos pequefias esferas conductoras idénticas tienen cargas de 2.0 x 10 Cy-04x 10 C,
respectivamente. (a) Cuando se colocan a 4 cm una de otra, ;cudl es la fuerza entre ellas? (b) Si
se ponen en contacto y lucgo se separan 4 cm, ;cudl serd la fuerza entre cllas?

2.3 Se sitian cargas puntuales de 4 x 10- C en cadauno de los tres vértices de un cuadrado de
lado igual a 15 cm. Encuentre la magnitud, la direcci6n y el sentido del campo eléctrico en el
vértice vacante del cuadrado.

2.4 Una carga lineal infinitamente larga ticne una densidad de carga uniforme A por unidad de
longitud. Por integracion directa, encuentre el campo eléctrico a una distancia r de 1a linea.

2.5 (a) Un disco circular de radio R tiene una densidad de carga superficial uniforme o.
Calcule el campo eléctrico en un punto sobre el eje de! disco a una distancia z del plano de
dicho disco. (b) Un cilindro circular recto de radio R y altura L se orienta a lo largo del eje z.



CAPITULO 3

3.1

Resolucion
de problemas
electrostaticos

La fesolucién de un problema electrostatico es directa para el caso en el que la distri-
bucién de carga esté especificada en todo punto, puesto que, como hemos visto, el
potencial y el campo eléctrico estdn dados directamente como integrales sobre esta
distribucién de carga:

| dg’
e = 4?:60,{ Ir — r'| G-
1 (r —r')dq'
E(r) = 4RE{|J r—r' (3-2)

Sin embargo, muchos de los problemas encontrados en la préctica no son de este tipo.
Si la distribuci6n de carga no se especifica de antemano, puede ser necesario determi-
nar el campo eléctrico primero, para posteriormente poder calcular la distribucion de
carga. Por ejemplo, en un problema electrostdtico pueden intervenir varios conducto-
res, conociéndose ya sea el potencial o la carga total de cada conductor, pero, en gene-
ral, 1a distribucién de la carga superficial no serd conocida y debe obtenerse como
parte de la resolucién del problema.

Nuestro propdsito en este capitulo es crear un enfoque alternativo de los proble-
mas electrostéticos, y para lograr esto deduciremos primero la ecuacién diferencial
fundamental que debe satisfacer el potencial ¢. Por ahora no tendremos en cuenta
problemas en los que intervienen cuerpos dieléctricos; los problemas de este tipo se
resolverdn en el capitulo 4.

ECUACION DE POISSON

Todas las relaciones basicas que necesitaremos aquf se desarrollaron en el capitulo
anterior. Primero, tenemos la forma diferencial de la ley de Gauss:
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1
V-E=—p (3-3)

€y

Ademds, en un campo puramente electrostatico, E puede expresarse como menos el
gradiente del potencial ¢

E=-Vop (3-4)
Combinando (3-3) y (3-4), obtenemos
VeWgsr= (3-52)
€0

Como observamos en el capitulo 1, es conveniente considerar la divergencia del
gradiente como un solo operador diferencial, V - V o V2, llamado laplaciano.

El laplaciano es un operador diferencial escalar y la ecuacién (3-5b) es una
ecuacién diferencial conocida como ecuacidn de Poisson:

Vig=~= (3-5b)

El operador V2 implica la derivacion con respecto a més de una variable. En conse-
cuencia, la ecuacién de Poisson es una ecuacion en derivadas parciales que puede
resolverse una vez que se conoce la dependencia funcional de r(x, y, z) y las condi-
ciones adecuadas en la frontera.

El operador V2, asf como el V, V+ y V x, no hacen referencia a ningtin sistema de
coordenadas particular. Para resolver un problema determinado, debemos expresar V2
en funciénde x, y,zode r, 6, ¢, o de algin otro sistema coordenado. La eleccidn del
sistema particular de coordenadas es arbitraria, pero se logrard una extraordinaria sim-
plificacion del problema si se elige un sistema compatible con la simetria del problema
electrostitico. La forma que toma V2@ en diferentes sistemas de coordenadas se halla
facilmente tomando primero el gradiente de @y aplicando luego V-, Utilizando expre-
siones especificas del capitulo 1 (o del Apéndice IV), tenemos las siguientes formas.*
Coordenadas rectangulares:

2 2 2
ve=22,%¢,5%9 (3-6)
x dy o0z

Coordenadas esféricas: sen

138 atp) 1 3 ( a(p) 1 &
o -2 D00 . i ) QR S - R
VY= (r =T e T e 0 3¢* =

* Para la forma del laplaciano en otros sistemas coordenados més complicados, el lector puede ver las
referencias al final de este capitulo.
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3.2

3 Resolucion de problemas electrostaticos

Coordenadas cilindricas:

13/ 8 18° 3?
Vg = —-—-(r—lf) +——5-—f§-+ ——%
ror\ or el oz
Deberi observarse que r y 0 tienen distintos significados en (3-7) y (3-8). En coorde-
nadas esféricas, r es la magnitud del radio vector desde el origen y 8 es el dngulo polar.
En coordenadas cilindricas, r es la distancia perpendicular al eje del cilindro y 8es el

dngulo azimutal con respecto a este eje.

(3-8)

ECUACION DE LAPLACE

En cierto tipo de problemas electrostdticos en los que intervienen conductores, toda la
carga se encuentra ya sea sobre la superficie de los conductores o en forma de cargas
puntuales fijas. En estos casos, p es cero en la mayoria de los puntos del espacio.

Donde se anula la densidad de carga, la ecuacién de Poisson se reduce a la
forma mds sencilla

Vg =0 (3-9)

que es la ecuacidn de Laplace.

Supongamos que tenemos un conjunto de N conductores que se mantienen a los
potenciales @, @, . . ., (. Nuestro problema es hallar el potencial en todos los
puntos del espacio exterior a los conductores. Esto puede lograrse encontrando una
solucién de la ecuacién de Laplace que se reduce a ¢, ¢, . . . , ¢ sobre la superficie
de los conductores apropiados. Puede demostrarse que dicha solucién de la ecuacion
de Laplace es tinica, es decir, que no hay otra solucién de la ecuacién de Laplace que
satisfaga las mismas condiciones en la frontera. Una demostracién de este enunciado
se dard a continuacién. La solucién de la ecuacién de Laplace que encontramos de
esta forma no se aplica al interior de los conductores porque éstos tienen carga super-
ficial, lo que implica una discontinuidad en el gradiente de @ a través de la superfi-
cie (véase la Sec. 2.7). Pero hemos visto ya que el interior de cada conductor es
una regién de potencial constante, de modo que la solucién a nuestro problema
es completa.

Describiremos con cierto detalle dos métodos para la solucién de la ecuacién de
Laplace. El primero es un método para componer una solucién general de la ecuacién
(3-9) a partir de soluciones particulares (funciones base) en un sistema de coordena-
das exigido por la simetria del problema; el segundo es el método de imdgenes. Ade-
més, se hallard una solucién completamente general para el problema en dos
dimensiones. Sin embargo, antes de considerar estos procedimientos especificos, de-
mostraremos algunas propiedades importantes de la solucién de la ecuacién de Laplace.
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Teorema l. Si @, ,, . .., @ sontodas soluciones de la ecuacién de Laplace,
entonces:
= Cltpl + CZ‘pE e Wi ok Cn(pn (3_10)

donde las C son constantes arbitrarias, también es una solucidn.

La demostracion de este teorema es inmediata a partir del hecho de que

V2¢) = Vzcllpl + VZC2Q)2 + - 4+ VZC,,QU,,
= C1 Vzlp| + C2 Vz(pz + - 4 C2 VZQJH
=0

Utilizando el teorema I podemos superponer dos o mds soluciones de la ecuacién de
Laplace, de tal manera que la soluci6n resultante satisfaga un conjunto dado de condi-
ciones en la frontera. Se dardn ejemplos en las siguientes secciones.

Teorema II: Teorema de unicidad. Dos soluciones de la ecuacién de Laplace
que satisfacen las mismas condiciones en la frontera difieren a lo sumo en
una constante aditiva.

Para demostrar este teorema consideremos una region cerrada V,, exterior a las super-
ficies R S‘N de los diversos conductores del problema y limitada en el exterior
por una superficie S, siendo esta dltima una superficie en el infinito o una superficie
fisicareal que encierra V. Supongamos que @, y @, son dos soluciones de la ecuacién
de Laplace en 'v’o que, ademads, tienen las mismas condiciones en la frontera sobre S, S,
SH, . .- » Sy Estas condiciones en la frontera pueden determinarse asignando valores
ya sea para ¢ 0 d¢/on sobre las superficies limitadoras.

Definimos una nueva funcién @ = ¢, — ¢,. Evidentemente, V2@ = V2¢, - V2¢, =
0 en V. Por otro lado, @ o n - V@ se anula en las fronteras. Asf, aplicando el teorema

de la divergencia al vector @V tenemos:
fv-(¢V¢)dv=j V@ -nda =0
Vo S+SJ+"'+SN

ya que la segunda integral se anula. La divergencia puede desarrollarse segtin la ecua-
cién (1.1.7) de la tabla 1.1 para que dé:

V. (OVD) = V2D + (V)

Pero V2@ se anula en todos los puntos de V,, de modo que el teorema de la divergencia
se reduce en este caso a

(V@) dv =0

Yo
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Ahora (V®)? debe ser positivo o cero en cada punto de V, y, puesto que su integral es
cero, es evidente que (V)2 = 0 es la dnica posibilidad.

El teorema queda asi esencialmente demostrado. Una funcién cuyo gradiente es
cero en todos los puntos no puede cambiar; por tanto, en todos los puntos de V,, @
tiene el mismo valor que el que tiene en las superficies limitadoras. Si las condiciones
en la frontera se han dado al especificar ¢, y @, en las superficies S, S, . . ., Sy
entonces, puesto que @ = 0 sobre estas superficies, éste se anula en todo V.. Si las
condiciones en la frontera se dan en funcién de 9@, /dn y d¢,/on, entonces V@ es igual
a cero en todos los puntos de V, y V@ - n = 0 sobre las fronteras. La tnica solucién
compatible con el dltimo enunciado es que @ sea igual a una constante.

ECUACION DE LAPLACE
CON UNA VARIABLE INDEPENDIENTE

Si @ es funcién de una sola variable, la ecuacién de Laplace se reduce a una ecuacién
diferencial ordinaria. Considérese el caso en que ¢ es ¢(x), es decir, una funcién de
una sola coordenada rectangular x. Entonces

ol y @(x) = ax + b (3-11)

es 1a solucién general, donde a y b son constantes elegidas de tal modo que se cumplan
las condiciones de la frontera. Este es el resultado que se encontré en el capitulo ante-
rior para el potencial entre dos placas conductoras cargadas con orientacién normal al
gje x.

La situacién no es méas complicada en otros sistemas coordenados en los que pes
una funcién de una sola variable. En coordenadas esféricas, donde @ es igual a ¢(r), la
ecuacién de Laplace y su solucién general se convierten en

1d ( qua) a
et — 1 =0, N=-—-—-+5b 3-12
2ar\" dr @) r =)
La solucién general de la ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas para una
funcién independiente de 8y z, es decir, para ¢(r), se dejacomo ejercicio en la seccién
de problemas.

SOLUCIONES A LA ECUACION DE LAPLACE

- -

EN COORDENADAS ESFERICAS: ARMONICOS ESFERICOS

Dirigimos ahora nuestra atencién a las soluciones de la ecuacion de Laplace en las que
@ es funcién de mds de una variable. Muchos de los problemas que nos interesan
tratan de conductores en forma de esferas o cilindros y, por tanto, se necesitan solu-
ciones de la ecuacién de Laplace ya sea en coordenadas esféricas o cilindricas. Pri-
mero abordaremos el problema esférico, pero veremos que conviene limitar el andlisis
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FIGURA 3.1 e
Localizacién del punto P en R

: // N '
funcién de las coordenadas g

esféricas r, 8, ¢.

= Direccion polar

a los casos en que ¢ es independiente del dngulo azimutal ¢. Esta limitacién restringe
la clase de problemas que podremos resolver. Sin embargo, muchos problemas fisicos
de interés quedan dentro de esta categoria restringida y los problemas mds complica-

dos se encuentran mas alld del alcance de este texto.

Para el caso esférico, @ es @(r, 6), donde r es el radio vector que va desde un
origen fijo O y B es el dngulo polar (véase la Fig. 3.1). Al utilizar la ecuacidn (3-7), la

ecuacion de Laplace se convierte en este caso en

1 3(28(p) i S(p)
2B (@B g = O (g 8O
2ary ar r’senf 86 (sen 30 0

(3-13)

Esta ecuacién diferencial parcial se resolverd por una técnica conocida como separa-
cién de variables. Una solucién de la forma @(r, 6) = Z(r)P(6) se sustituye en la ecua-

cién (3-13), lo que produce

2dZ')+M( dP):U

dr r’senf do =0

1 d
?P(g)d_r(r d6

(3-14)

Observe que las derivadas parciales han sido sustituidas por derivadas totales, puesto
que Z y P son funciones de una sola variable. Dividiendo por ¢(r, 8) y multiplicando

por 2, transformamos la ecuacidn (3-14) en

1d ( 2dz) 1 d ( dP)
—— =] = - — {seng—
Zdr dr Psenf6dé ae

(3-15)

El lado izquierdo de esta ecuacidn es funcién tdnicamente de r y el lado derecho es
funcién de 8. La tinica forma en que una funcién de r puede ser igual a una funcion de
6 para todos los valores de r y 6 es que ambas funciones sean constantes. En conse-
cuencia, igualaremos cada miembro de la ecuacién (3-15) a k, siendo £ la “constante

de separacién”.

No todos los valores de k proporcionan necesariamente soluciones aceptables
con bases fisicas. Considere primero la ecuacion para 6, conocida como ecuacion de

Legendre:
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TABLA 3.1

Polinomios de Legendre
paran={(,1,2y3.

n P.(6)

0 1

1 cos 6

2 1(Bcos’8-1)

3 $(5cos*@—3cos B)

1 d dP
senf do (seng dﬂ) il (3-16)
Las unicas soluciones fisicamente aceptables que estdn definidas en el intervalo de 6,
que va desde 0 hasta (7) corresponden a k = n(n + 1), siendo n un entero positivo. La
solucién para una # en particular se representard con P (6). Las soluciones de la ecua-
ci6én (3-16) para otros valores de k no se comportan bien en la vecindad de 8=00 8=
# radianes, volviéndose infinitas o incluso indefinidas para esos valores de 6.*

Estas soluciones no pueden satisfacer condiciones fisicas en la frontera y, por
tanto, deben descartarse.t

Las soluciones aceptables, P (), son polinomios en cos 8y generalmente se de-
nominan polinomios de Legendre. Las primeras cuatro funciones de Legendre se dan
en la tabla 3.1. Es evidente de la ecuacién (3-16) que los P, pueden multiplicarse por
cualquier constante arbitraria.

Volvamos ahora a la ecuacion radial
d ({,dZ
d (r dr) nin + 1)Z 3-17)
donde hemos empleado la forma explicita de k que dio soluciones de @ aceptables. La
inspeccién de la ecuacion (3-17) muestra que dos soluciones independientes son

Z, =" y T st 5D

Las soluciones de la ecuacion de Laplace se obtienen mediante el producto ¢, (r, 6) =
Z (r)P (6), donde debe tenerse especial cuidado para que Z y P correspondan al mismo
valor de n. Esto es imprescindible, puesto que ambos miembros de la ecuacién (3-13)
son iguales a la misma constante, es decir, n(n + 1).

* Laexposicién ha sido demasiado breve. El lector que se interese en el tema deberd consultar mas textos
de matemdticas para un tratamiento detallado de la ecuacion de Legendre. Véanse, por ejemplo, los libros
indicados al final de este capitulo. La ecuacién de Legendre se expresa generalmente en una forma distin-
fa, sustituyendo x = cos 6, y sus soluciones se representan entonces con P (x) o P, (cos 6).

t Este enunciado requiere algunas limitaciones. En algunos problemas electrostdticos, las regiones alrede-
dor de @=0y 6= wpueden excluirse naturalmente, por ejemplo, por superficies cénicas conductoras. En
estas condiciones podrian también utilizarse las soluciones de la ecuacidn (3-16) con otros valores de
k. Los problemas de este tipo no se considerardn agui.
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Hemos resuelto asf la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas, obteniendo
asf las soluciones conocidas como armdnicos esféricos:

@ =r"P(6) o @, =r"UP(6) (3-18)

donde P (8) es uno de los polinomios de la tabla 3.1 y n es un entero positivo o cero.
Los arménicos esféricos forman un conjunto de funciones adecuado para la solucién
de la ecuacién de Laplace con fronteras esféricas y simetria azimutal. Estas solucio-
nes pueden combinarse de acuerdo con el Teorema I. Varios de los armonicos de zona
ya nos son bien conocidos: una de las soluciones paran =0, es decir, ¢ = constante, es
una solucidn trivial de 1a ecuacién de Laplace, vélida en cualquier sistema de coorde-
nadas; el arménico esférico ! es el potencial de una carga puntual, y r2 cos 6 es el
potencial de un dipolo.

ESFERA CONDUCTORA
EN UN CAMPO ELECTRICO UNIFORME

Tlustraremos la utilidad de los arménicos de zona para problemas electrostdticos que
tienen simetria esférica resolviendo el problema de una esfera conductora descargada
colocada en un campo eléctrico inicialmente uniforme, E,. Las lineas de un campo
eléctrico uniforme son paralelas, pero la presencia del conductor altera el campo de tal
manera que las lineas de éste chocan perpendicularmente con la superficie del conduc-
tor, que es una superficie equipotencial. Si tomamos la direccién del campo eléctrico
inicialmente uniforme como la direccién polar (direccién z) y si fijamos el origen de
nuestro sistema de coordenadas de modo que coincida con el centro de la esfera, en-
tonces de la simetria del problema se ve que el potencial serd independiente del
dngulo azimutal ¢ y puede expresarse como una suma de los arménicos esféricos.

El conductor esférico, de radio a, es una superficie equipotencial; representemos
este potencial con ¢,. Nuestro problema es hallar una solucién de la ecuacién de Laplace
en la regi6n exterior a la esfera que se reduzca a ¢ sobre la esfera misma y que tenga
la forma limitadora correcta a grandes distancias de separacién. La soluci6n puede
expresarse formalmente como

@, 8)=A;, + C,;r™' + Ayrcos 6 + Cyr2cos 6

+ 3A5r*(3cos’ 8 — 1) + 1C3r3(3cos’ — 1) + - - -
(3-19)

donde las A y las C son constantes arbitrarias. Para r grande, el campo eléctrico se
distorsionard sélo ligeramente con respecto a su forma inicial y el potencial serd el
apropiado para un campo eléctrico uniforme.

[E(rl 8)]r~—-w E[) = Enk
[@(r, 8)],—= = —Eoz + constante

= —E,r cos @ + constante (3-20)
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En consecuencia, para que concuerden las ecuaciones (3-19) y (3-20) para r grande,
A2 = —Eﬂ. Ademds, todas las A desde Aa en adelante deben igualarse a cero.

El término C,r~! produce un campo radial que, como podria esperarse, es compa-
tible sélo con un conductor esférico que tiene una carga total neta. Como nuestro
problema trata de un conductor descargado, la constante C, debe igualarse a cero. En
la superficie de la esfera, ¢ = @, y el potencial debe ser independiente del angulo 6.
Los dos términos en que interviene cos 6 pueden eliminarse entre si, pero los términos
con potencias inversas de r, mayores, no pueden eliminarse entre si debido a que con-
tienen funciones de Legendre diferentes. La tinica posibilidad es igualar todas las C. a
cero cuando ¢ 2 3. La ecuacién (3-19) se convierte ahora en

o(r, ) = A, — Eor cos@ + Cyr > cosf, para r=g
®(a, 8) = @o (3-21)

Ya que las dos expresiones deben ser igualesen r=a, A, = ¢y C, = Ea®

De la tltima expresién para el potencial, podemos calcular no sélo el campo
eléctrico en todos los puntos del espacio (véase la Fig. 3.2), sino también la densidad
superficial de carga sobre la esfera conductora:

3

3 a
E, = —a—T = Eg(l + 2;) cosé@ !
ara ¥ = a 22
E ——1@——5(1—“—3)5-n9 i )
g =" 7 89 = 0 r3 e
0(6) = &E,|,-, = 3€gEq cos 6 (3-23)

La carga total sobre la esfera,
Q= aZJ o(8)2msen6dO
0

es evidentemente cero, lo que concuerda con nuestra suposicion inicial.

FIGURA 3.2

Lineas de flujo eléctrico
para el caso de una esfera
conductora colocada en un
campo eléctrico uniforme.
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SOLUCIONES A LA ECUACION
DE LAPLACE EN COORDENADAS
CILINDRICAS: ARMONICOS CILINDRICOS

La ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas puede resolverse también por el
método de separacion de variables. Aqui nuevamente conviene resolver sélo un tipo
restringido de problemas, es decir, aquellos en los cuales el potencial es independiente
de la coordenada z. Estas soluciones son apropiadas para ciertos problemas en los que
interviene un conductor cilindrico o alambre recto y largo, pero no para aquellos que
tratan de un segmento cilindrico corto.

Si el potencial es independiente de z, la ecuacién de Laplace en coordenadas
cilindricas se convierte en

18 8(p) 1 &g

—lr=l+ss—=0 3-24
ror (’ or) " P a6 Ped
Al sustituir @ = Y(r)S(6), 1a ecuacién se reduce a

_f’_i : d_Y) = _lﬂ —_ k 2
Ydr (’ = Sder - @23

donde k nuevamente desempefia el papel de una constante de separacién. La ecuaci6n
para @ es particularmente sencilla; tiene por soluciones cos k20 y sen k26, Pero para
que estas soluciones tengan sentido fisico, cada una debe ser una funcién univalente
de 6; por lo que

cos k(6 + 2x) = cosk'?@
senk'*(8 + 2m) =sen k'8

O, dicho de otra forma, una vez que 8 ha recorrido todo el intervalo desde 0 hasta 27,
la funcién debe unirse suavemente a su valor en 6 = 0. Esto puede suceder s6lo si
k = n? siendo n un entero. Podemos, ademds, pedir que » sea positivo (o cero) sin
perder ninguna de estas soluciones.

Volviendo a la ecuacion de r, podemos verificar ficilmente que Y(r) es o r™; a
menos que # = 0 cuando ¥(r) = In r 0 ¥(r) = constante. En consecuencia, las solucio-
nes buscadas de la ecuacidn de Laplace, que se denominan armdnicos cilindricos,

son
1 Inr
r"cosn@ F"cosn@
rsenn® F "senn@

Estas funciones forman un conjunto completo para las variables r, 8 en coordenadas
cilindricas, y el potencial ¢(r, 8) puede desarrollarse como una superposicién de ar-
ménicos cilindricos de acuerdo con el teorema L.
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ECUACION DE LAPLACE
EN COORDENADAS RECTANGULARES

En coordenadas rectangulares, las variables pueden separarse haciendo la sustitucion

@(x, ¥, z) = L)L)
por lo que la ecuacion de Laplace se reduce a
tdn 145, 145
fix)de? T fp(y)dy? T fi(z)dZ?
El lado izquierdo de esta ecuacion es una funcién de x e y, y el derecho es funcién de
z inicamente: en consecuencia, ambos miembros deben igualarse a la misma constan-

te, k. Esta constante es la primera constante de separacién. Las dos ecuaciones obteni-
das a partir de (3-26a) son

(3-26a)

d¥, _

a2t =1 (3-26b)
144, 1d%

ﬁ!d}’z 0 h dx?

Esta tltima ecuacién se ha expresado de tal forma que las variables x ey estén separa-
das. Cada miembro de esta ecuacién se iguala ahora a —m (segunda constante de sepa-
racidn). Por tanto,

d’*f,

F +mf, =0 (3-26¢)
d2

&x—é —(k+m)fi=0 (3-26d)

Las ecuaciones (3-26b), (3-26¢) y (3-26d) se resuelven ficilmente. Una de las solucio-
nes tipicas para @(x, y, z) €8

@(x, y, ) = Ae=* ™" cos m'?y cos k2 (3-27)

Las otras siete soluciones independientes para un par de constantes de separacion (k,
m) se obtienen haciendo una o mds de las siguientes sustituciones: +(k + m)2x por
—(k + m)"2x, sen m'2y por cos m'2y y sen k!2z por cos k12z.

Hasta ahora no ha habido restriccién sobre & ni sobre m, pero las condiciones en
la frontera del problema restringen generalmente k (o m) a un conjunto discreto de
valores positivos o negativos. Vale la pena observar que las condiciones en la frontera
son las que realmente imperan en la seleccion de las soluciones pertinentes para una
ecuaci6n diferencial parcial. Para x e y fijos, la siguiente funcién es justamente el
desarrollo en serie de Fourier para una funcién par arbitraria de z:

* Las secciones con asterisco pueden ser omitidas sin perder continuidad.
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Px,y,2) =, 2 Ape P cospy cos gz
P q

Las soluciones individuales en la ecuacién (3-27) no representan potenciales que
corresponden a situaciones fisicas sencillas. Sin embargo, el caso en el que ambas
constantes de separacién son cero corresponde a una situacién fisica de interés; por
tanto, dirigiremos nuestra atencidn a este caso. De la ecuacién (3-26d), es evidente
que f,(x) =ax, o sea, f(x) = constante, es una solucién; de la ecuacién (3-26¢) obte-
nemos f,(y), etc. Asi,

@(x,y,2) = Ajxyz + Ayxy + Ayyz + Agxz
+ Asx + Agy + A7z + Ag (3-28a)

donde las A son constantes arbitrarias. Esta solucion puede aplicarse al caso en el que
tres planos conductores se cortan perpendicularmente. Si estos planos son los planos
coordenados xy, yz y zx, y todos estdn al mismo potencial, entonces

@, y, z) = Axyz + Ay (3-28b)

Se deja como ejercicio para el lector determinar la densidad de carga superficial sobre
los planos coordenados que es compatible con la ecuacion (3-28b).

ECUACIC:)N DE LAPLACE EN DOS DIMENSIONES:
SOLUCION GENERAL

Si el potencial es una funcién de dos coordenadas rectangulares tinicamente, la ecua-
cidn de Laplace puede expresarse como

Fop Fo
2 + 2
ox 3y
Es posible obtener una solucidn general de esta ecuacién por medio de una transfor-
maci6n a un nuevo conjunto de variables independientes. Sin embargo, deberi resaltarse

que dicha transformacién conduce a una simplificacién de la ecuaci6n original sola-
mente en el caso bidimensional. Sea

=0 (3-29a)

E=x+ iy, n=x—iy

donde i = +/=1 es el ndmero imaginario unidad. En términos de estas relaciones,

T g B
g 98 3Ean  on?
o B a B O

+2
3y? 38>  “akan on?

Vip =4

=0 (3-29b)
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Es evidente que la soluci6n general a la ecuacién (3-29b) es

@ = F(E) + B(n) = R + iy) + B(x — iy) (3-30)

donde F,y F, son funciones arbitrarias que son adecuadamente*® continuas y
diferenciables. Las funciones F, y F, son cantidades complejas en general, pero se
pueden construir dos funciones reales de la siguiente forma. Supongamos primero que
F,(x — iy) = F\(x — iy), es decir, que las dos funciones F, y F, dependen del mismo
argumento. Entonces,

@, = F(x + iy) + R(x — iy) = 2Re [R(x + iy)]

donde Re significa parte real de. Por otro lado, la segunda funcidn real del potencial
es

@, = —i[F(x + iy) — F(x — iy)] = 2Im[F(x + iy)]

donde Im significa parte imaginaria de. Por tanto, las partes real imaginaria de cual-
quier funcién compleja F(x + iy) son soluciones de la ecuacién de Laplace.

Las soluciones halladas de esta forma no se restringen a un sistema de coordena-
das particular. Por ejemplo, los arménicos cilfndricos de la secci6n 3.7 se obtienen de
las funciones complejast (x + iy)" = r*e®, yIn (x +iy)=In r + i6. Por otra parte,
cuando es necesario resolver un problema bidimensional particular, no hay un proce-
dimiento establecido para hallar la funcién compleja adecuada. Este método genera
tantas soluciones que no es posible enumerarlas y hay que dejar fuera las que no satis-
fagan las condiciones en la frontera del problema. En casos sencillos, las funciones
necesarias pueden hallarse por ensayo y error; en otros casos, el método de represen-
tacion conforme (que estd mds alld del alcance de este texto) puede ser dtil.

IMAGENES ELECTROSTATICAS

Para un conjunto dado de condiciones en la frontera, la solucién de la ecuacion de
Laplace es tnica, de modo que si obtenemos una solucién @(x, y, z) por cualquier
medio y si esta ¢ satisface todas las condiciones en la frontera, entonces se ha encon-
trado una solucién completa del problema. El método de imdgenes es un procedimien-
to para lograr este resultado sin resolver especificamente una ecuacién diferencial. No
se aplica universalmente a todos los tipos de problemas electrostdticos, pero un nime-
ro suficiente de problemas de interés caen dentro de esta categoria, de modo que vale
la pena exponer aqui el método.
Supongamos que el potencial puede expresarse en la siguiente forma:

1 a(r’) da’
dmey Js v — |

@(r) = @i(r) + (3-31)

* La funcién F debe ser “analitica” en el dominio (x, ) de interés. Véase el Apéndice VII, ecuacidn (VII-3).

4 Las coordenadas cilindricas y rectangulares se relacionan en la forma usual: x = r cos 6,y=rsen 6.
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donde @, es ya una funcién especifica o ficilmente calculable y la integral representa
la contribucién al potencial de la carga superficial sobre todos los conductores que
aparecen en el problema. Aqui no se conoce la funcion o. Puede suceder, y ésta es la
esencia del método de la carga imagen, que el dltimo término de la ecuacién (3-31)
pueda sustituirse por un potencial ¢, debido a una distribucién de carga especificada,
generalmente cargas puntuales o lineales. Esto es posible mientras las superficies de
todos los conductores coincidan con las superficies equipotenciales de ¢, + ¢, combi-
nados. Las cargas especificadas que produce ¢, se llaman cargas imagen. Por supues-
to que no existen realmente. Su posicién aparente queda dentro de los diversos
conductores, y el potencial ¢ = @, + @, es una solucién vélida del problema sélo en la
region exterior.

EJEMPLO 3.1 Tomaremos ahora algunos ejemplos especificos para demostrar las ventajas del
Carga puntual cercade  método de la carga imagen. Se destacar4 que la solucion de estos ejemplos serfa
un plano conductor  muy dificil si tuviéramos que utilizar otros métodos analiticos. Consideraremos
primero el problema de una carga puntual ¢ colocada cerca de un plano conduc-
tor de extensién infinita. Para formular el problema matemdticamente, considere-
mos el plano conductor de tal forma que coincida con el plano yz, y supongamos
que la carga puntual estd sobre el eje x en el punto x = 4 (véase la Fig. 3.3a). El
potencial se ajusta a lo indicado en la ecuacién (3-31), con

o q
dreory  4meV(x — d) + y* + 22

Pi(x, y, 2) =

(3-32)

Solucién: Considere un problema diferente, el de dos cargas puntuales (g y —¢)
separadas por una distancia 2d, como en la figura 3.3(b). El potencial de estas dos
cargas,

g . .14
4”60"] 436“”2

@(x, y, z) = (3-33)
no sélo satisface la ecuacién de Laplace en todos los puntos exteriores a las car-
gas, sino que también se reduce a una constante (es decir, cero) sobre el plano que
biseca perpendicularmente el segmento que une las dos cargas. Asi pues, la ecua-
cién (3-33) satisface las condiciones en la frontera del problema original. Debido
a que las soluciones de la ecuacién de Laplace son tinicas, 1a ecuacidn (3-33) es el
potencial correcto en todo el semiespacio del lado derecho del plano conductor.
La carga —g da origen al potencial:
q q

x,y,2) = — = - s
Pol%, 3, 2) dmeqr, dneV(x +d)? + y* + 22 =348

Esta carga se llama imagen de la carga puntual . Naturalmente, la imagen
no existe en realidad, y la ecuacion (3-32) no da correctamente el potencial
en el interior ni a la izquierda del plano conductor de la figura 3.3(a).
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FIGURA 3.3

Problema de una carga
puntual y de un plano
conductor resuelto
mediante el método de la
carga imagen: (a)
problema original; (b)
situacidn de la carga
imagen; (c) lineas de
fuerza (lineas punteadas) y
superficies equipotenciales
(lineas continuas). (a) (b)

(z, 4, 2) (z,,2)

El campo eléctrico E en la regién de la derecha del plano conductor puede obtenerse
como menos el gradiente de la ecuaci6n (3-33). Yaque la superficie del plano conduc-
tor representa una zona interfacial que relaciona dos soluciones de la ecuacién de
Laplace, a saber, =0y la ecuacion (3-33), 1a discontinuidad en el campo eléctrico se
tiene en cuenta mediante una densidad de carga superficial o sobre el plano:

23I(d2 + yz & 22)3#‘2

0(y, 2) = €Ey|xm0 = (3-35)
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Las lineas de fuerza y las superficies equipotenciales correspondientes al problema
original se ilustran en la figura 3.3(c). Estas son las mismas lineas de fuerza y superfi-
cies equipotenciales que corresponden al problema de dos cargas puntuales de la figu-
ra 3,3(b), excepto que en este tltimo caso las lineas de flujo continuarian dentro de la
parte izquierda del semiplano. De la figura es evidente que fodas las lineas de flujo
eléctrico que normalmente convergen en la carga imagen son interceptadas por el
plano en la figura 3.3(c). En consecuencia, la carga total sobre el plano es igual a la de
la carga imagen —¢. Este mismo resultado puede obtenerse matemdticamente integran-
do la ecuacién (3-35) sobre toda la superficie (véase el problema 3.14).

Es evidente que la carga puntual g ejerce una fuerza atractiva sobre el plano,
debido a que la carga superficial inducida es de signo contrario. Por la ley de Newton
de la accién y la reaccion, esta fuerza es igual en magnitud a la fuerza ejercida sobre g
por el plano. Puesto que la carga puntual no experimenta ninguna fuerza debida a su
propic campo,

F=—qVg, (3-36)

que es exactamente la fuerza ejercida sobre ella por la carga imagen.

EJEMPLO 3.2  Otro problema que puede resolverse sencillamente en términos de imégenes es el
Carga puntual cerca  de determinar el campo eléctrico de una carga puntual g en la vecindad de la

de una esquina que forma  interseccién de dos planos conductores en dngulo recto (véase la Fig. 3.4a).
un dngulo recto

Solucidn: Las posiciones de las cargas imagen necesarias se muestran en la figu-
ra 3.4(b). Se ve de inmediato que los dos planos, ilustrados con lineas punteadas
en la figura, son superficies de potencial cero debido a los potenciales combina-
dos de g y las tres cargas imagen.

La dificultad principal al resolver un problema por el método de la carga imagen
es el de encontrar un grupo de cargas imagen que produzca superficies equipotenciales
en los conductores. El problema es directo sdlo para casos en los que la geometria es
sencilla. Tal es el caso del siguiente ejemplo.

FIGURA 3.4

Carga puntual en una
esquina que forma un
dngulo recto.
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FIGURA 3.5

Carga puntual g en la
vecindad de una esfera
conductora; ¢' es la carga

imagen.
EJEMPLO 3.3 Consideremos el problema planteado por una carga g en la vecindad de una esfe-
Carga puntual y esfera  ra conductora; se requiere una carga imagen sencilla para hacer que la esfera sea
conductora  una superficie de potencial cero. Se necesita una carga imagen adicional para

cambiar el potencial de la esfera a algiin otro valor constante.

Solucion: Determinaremos primero la magnitud y la posicién de la imagen g
que, junto con la carga puntual g, produce un potencial cero en todos los puntos
de la esfera. La geometria de la situaci6n se ilustra en la figura 3.5. La carga
puntual g estd a una distancia d del centro de la esfera y el radio de laesferaes a.
Es evidente de la simetria del problema que la carga imagen q' estard en la recta
que pasa por g y por el centro de la esfera.

Los resultados deseados se obtienen con mayor facilidad utilizando coorde-
nadas esféricas, con el origen de coordenadas en el centro de la esfera. Sea el eje
polar la recta que une g con el origen. La distanciab y la magnitud de g’ se han de
determinar en funcién de las cantidades especificadas g, d, a. El potencial en un
punto arbitrario P debido a g y g'estd dado por

i i 4
dmegr,  4dmepn

o(r, 6, ¢) =

b o]
= -
4meo L\ +d*—2rdcos8  Vr*+b*—2rbcos B
(3-37)
En la superficie de la esfera, r=ay ¢{a, 6, ¢) = 0 para toda Oy ¢. Pero de la
expresién (3-37), @(a, 6, ¢) puede igualarse a cero para toda @ sélo si las dos

rafces cuadradas son proporcionales la una a la otra, lo que requiere que b =
a?/d, puesto que enionces

Va® + b* — 2¢71bc0519=§\/d2 + a* — 2ad cos 6

En consecuencia,
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a2
b=% (3-38)
y, ademds,
. a
q° = gt (3-39)

Estas ecuaciones son ttiles para determinar la posicién y la magnitud de la prime-
ra carga imagen.

Una segunda carga imagen g" puede colocarse en el centro de la esfera sin
destruir la naturaleza equipotencial de la superficie esférica. La magnitud de ¢"”
es arbitraria; puede ajustarse de modo que esté de acuerdo con las condiciones en
la frontera del problema. Con esto hemos encontrado una solucién completa para
el problema de la esfera conductora con una carga puntual; el potencial en todos
los puntos exteriores a la esfera es

[f]- sy q—"J (3-40)

n r r

o(r, 8, ¢) = 7
€

El potencial propio del conductor esférico es

"

q
a, 8, = =
@( ¢) m—— (3-41)
y la densidad de carga superficial sobre la esfera es
8
a(6, $) = —€g =7 (3-42)
or l,ea

Todas lag lineas de fuerza que normalmente convergen sobre las cargas son inter-
ceptadas por la esfera. Por tanto, la carga total sobre la esfera, O, es igual a la
suma de las cargas imagen:
O0=q +gq" (3-43)
Este resultado puede verificarse por integracion directa de la ecuacién (3-42).
Casos especiales de interés son la esfera puesta a tierra: @a)=0,4"=0;y

el conductor esférico descargado: q" =—¢q'.

FIGURA 3.6

Dos lineas de carga
infinitamente largas y
paralelas (de carga 4

v —A por unidad de
longitud) se muestran
petpendiculares al plano
del papel.

P(z,y)

Superficie

= Superficie
equipotencial I
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LINEAS DE CARGA Y LINEAS IMAGEN

Hasta ahora, nuestra técnica de imdgenes se ha limitado a problemas en los que inter-
vienen cargas puntuales y, en consecuencia, imégenes puntuales. En esta seccién con-
sideraremos varios problemas que pueden resolverse por medio de cargas imagen
lineales. Consideremos dos lineas de carga infinitamente largas y paralelas, con cargas
Ay —A por unidad de longitud, respectivamente, tal como se muestra en la figura 3.6.
El potencial en cualquier punto estd dado por

(nr —Inn) Al
- — n— i
s nn —Inn) = —5 i (3-44)

¢ =-

donde r, y r, son las distancias perpendiculares desde el punto hasta las dos lineas de
carga. Los equipotenciales se obtienen igualando la ecuacién (3-44) a una constante,
procedimiento que es equivalente a exigir que
n
M (3-45)
L)
siendo M una constante. Por tanto, los equipotenciales pueden determinarse con la
ecuacién (3-45).

El equipotencial que corresponde a M = 1 es el plano situado a la mitad de la
distancia que hay entre las dos lineas de carga e identificado como la superficie
equipotencial I en la figura 3.6. El potencial del plano es cero. En consecuencia, el
problema de una linea de carga larga orientada paralelamente a un plano conductor se
ha resuelto eficazmente. El potencial en la mitad del espacio estd dado correctamente
por la ecuacion (3-44). Supongamos que la linea de carga mostrada en la parte derecha
de 1a figura es la carga especificada, que estd a una distancia d del plano conductor.
Entonces la linea de carga del lado izquierdo de la figura desempefia el papel de una
imagen. Nuevamente, la carga total sobre el plano es igual a la de la carga imagen.

Consideremos a continuacién superficies equipotenciales que corresponden a otros
valores de M. La forma general de la superficie puede hallarse expresando r, y r, en
coordenadas rectangulares. Por comodidad, elegimos el origen del sistema coordenado
en la Iinea de carga positiva, y hacemos que esta carga coincida con el eje z; la segunda
linea de carga estd colocada en x =—2d, y = 0. Ahora

x=-2d,y =0.

=t oyt

r: = (x + 2d)* + y?

de modo que la ecuacién (3-45) se convierte, después de alguna manipulacidn
algebraica, en

,  4M’xd  4MPd?

- - -46
1-M> 1-M? (B=46)

x2+y
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Esta es la ecuacién de un cilindro circular que se extiende paralelo al eje z. Si M es
menor que uno, ¢l cilindro rodea la linea de carga positiva como lo hace la superficie
equipotencial IT de la figura. El eje del cilindro pasa por el punto

2M%d
X = 1M y=0 (3-47)
y ¢l radio del cilindro es
2Md
R.=——— 3
TSI (3-48)

EJEMPLO 3.4  Estamos ahora en posicion de resolver varios problemas interesantes en los que

Cilindro conductor cargade  intervienen conductores cilindricos, pero s6lo se expondra uno de este tipo. Con-
con orientacién paralela a  sideremos el problema de un conductor cilindrico largo en la vecindad de un

3.1

un plano conductor  nlan6 conductor y orientado paralelamente a éste. El cilindro tiene carga A por

unidad de longitud. La figura 3.6 puede servir para ilustrar el problema; los dos
conductores coinciden con las superficies punteadas. '

Solucion: Ambas lineas de carga son imdgenes en este caso, y el potencial en
la regién que rodea al cilindro y que estd a la derecha del plano est4 dado por la
ecuacidn (3-44). Es evidente que la carga inducida sobre el plano es igual a -4
por unidad de distancia en la direccién z.

SISTEMA DE CONDUCTORES Y
COEFICIENTES DE POTENCIAL

En las secciones anteriores se han analizado varios métodos importantes para obtener
soluciones de la ecuacién de Laplace. Aunque son de cardcter general, por considera-
ciones practicas estos métodos se limitan a problemas en los que los conductores tie-
nen formas més bien sencillas. Cuando sus formas son complicadas, una solucién
matematica completa en forma analitica queda descartada. Sin embargo, se pueden
sacar algunas conclusiones con respecto al sistema simplemente porque el potencial
satisface la ecuacién de Laplace. De hecho, demostraremos aqui que existe una rela-
cién lineal entre el potencial de uno de los conductores y las cargas de los diversos
conductores del sistema. Los coeficientes en esta relacidn, los llamados coeficientes
de potencial, son funciones sélo de la geometria (especificamente, no dependen ni de
las cargas ni de los potenciales) y, aunque no siempre se puedan calcular analiticamen-
te, pueden determinarse numéricamente o a partir de experimentos.

Supongamos que hay N conductores en una geometria fija. Consideremos que
todos los conductores estdn descargados excepto el j, que tiene carga Q- La soluci6n
adecuada de la ecuacién de Laplace en el espacio exterior a los conductores estard



CAPITULO 4

El campo electrostatico
en medios dieléctricos

Hasta ahora hemos ignorado problemas en los que intervienen medios dieléctricos y
hemos tratado casos en los que el campo eléctrico es producido exclusivamente por
cargas en una distribucién determinada o por cargas libres sobre la superficie de los
conductores. En este capitulo trataremos de remediar esta situacién considerando el
caso mas general.

Un material dieléctrico ideal es aquel que no tiene cargas libres. Sin embargo,
todos los medios materiales se componen de moléculas; éstas a su vez se componen
de entidades cargadas (nicleos atémicos y electrones) y las moléculas de los
dieléctricos son, de hecho, afectadas por la presencia de un campo eléctrico. El cam-
po eléctrico produce una fuerza que se ejerce sobre cada particula cargada, empujan-
do las particulas positivas en la direccién del campo y las negativas en sentido opuesto, de
modo que las partes positivas y negativas de cada molécula se desplazan de sus posicio-
nes de equilibrio en sentidos opuestos. Sin embargo, estos desplazamientos estdn
limitados (en la mayoria de los casos, a fracciones muy pequefias de un didmetro
molecular) por intensas fuerzas recuperadoras que se forman al cambiar la confi gura-
ci6n de las cargas de la molécula. El término “carga ligada”, en contraste con ¢l de
“carga libre” de un conductor, se usa a veces para poner énfasis en ¢l hecho de que
tales cargas moleculares no son libres para moverse muy lejos o ser extraidas del
material dieléctrico. El efecto total, desde el punto de vista macroscépico, es més
facil de visualizar como un desplazamiento de toda la carga positiva en cl dieléctrico
con respecto a la carga negativa. Se dice entonces que el dieléctrico estd polarizado.

Un dieléctrico polarizado, aun cuando sea eléctricamente neutro en promedio,
produce indudablemente un campo eléctrico en los puntos exteriores ¢ interiores del
dicléctrico. Como resultado, nos vemos en una situacién que parece ser algo
embarazosa: la polarizacién del dicléctrico depende del campo eléctrico total en el
medio, pero una parte del campo eléctrico es producida por el dieléctrico mismo.
Ademds, el campo eléctrico distante del dieléctrico puede modificar la distri-
bucién de carga libre sobre los cuerpos conductores y esto, a su vez, producird
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modificaciones en el campo eléctrico en el dieléctrico. El propésito principal de es-
te capitulo es desarrollar métodos generales para manejar esta curiosa situacion.

POLARIZACION

En esta seccién consideraremos un pequefio elemento de volumen Av de un medio
dieléctrico que, como un todo, es eléctricamente neutro. Si el medio estd polarizado,
entonces se ha producido una separacién de cargas positivas y negativas y el elemento
de volumen se caracteriza por un momento dipolar eléctrico

ap= | rdg @1
Av

Segtin la seccién 2.9, esta cantidad determina el campo eléctrico producido por Ay
en puntos distantes (es decir, a distancias grandes comparadas con las dimensiones del
elemento de vélumen).

Como Ap depende del tamafio del elemento de volumen, es mds convenien-
te trabajar con P, el momento dipolar eléctrico por unidad de volumen. P
generalmente se llama polarizacidn eléctrica o simplemente polarizacion
del medio.

A
p=2F
Av
Hablando estrictamente, P debe definirse como el limite de esta cantidad a
medida que Av se hace muy pequefio desde el punto de vista macroscépico.
De esta forma, P se convierte en una funcién puntual P(x, y, z).

@-2)

Las dimensiones de P son carga por unidad de drea; en unidades mks, C/m?.

Es evidente que P(x, y, z) es una cantidad vectorial que, en cada elemento de volu-
men, tiene 1a direccién de Ap. Esta cantidad, a su vez, tiene la direccion del despla-
zamiento de la carga positiva con respecto a la carga negativa (véase la Fig. 4.1).

Aun cuando Av se considere muy pequefio desde el punto de vista macroscépico,
contiene muchas moléculas. Puesto que una molécula es una de las pequefias entida-
des cléctricamente neutras que forman el material dieléctrico, a veces conviene hablar
del momento dipolar eléctrico p,, de una sola molécula; esto cs,

Pm = J rdq (4-3)
molécula
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FIGURA 4.1

Porcion de material
dieléctrico polarizado.
Cada clemento de volumen
€ representa como un
dipolo Ap.

4.2

Es evidente de la ecuacidn (4-1) que el momento dipolar asociado con Aw estd dado
por Ap = Epm, donde la suma incluye todas las moléculas contenidas en el elemento
Az En consecuencia,

1
- g P (4-4)
Este enfoque se desarrollard con mds detalle en el capitulo 5.

Aunque la figura 4.1 represente cada elemento de volumen del dieléctrico pola-
rizado como un pequeilo dipolo, puede ser mds instructivo visualizar el dieléctrico
en términos de sus moléculas e imaginar que cada dipolo de la figura 4.1 representa
una sola molécula,

CAMPO FUERA DE UN MEDIO DIELECTRICO

Consideremos una porcién finita de material dieléctrico polarizado, es decir, que
estd caraclerizada en cada punto r’ por una polarizacién P(r"). La polarizacién da
origen a un campo eléctrico, y nuestro problema es calcular este campe en un punto
r que estd fuera de la masa del dieléctrico (véase la Fig. 4.2). Como en el capitulo 2,
encontraremos mds conveniente calcular primero el potencial @(r) y luego obtener el
campo cléctrico como menos el gradiente de .

FIGURA 4.2

El campo eléetrico en

(x. y. z) se puede calcular
sumando las contribuciones
debidas a los diversos
elementos de volumen Av'
en V. La superficie de V| se
denota con S,
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Cada elemento de volumen Au’ del medio dieléctrico se caracteriza por un mo-
mento dipolar A=P Az'y, como la distancia entre (x, y, z) y Av' es grande comparada
con las dimensiones de A2, este momento dipolar determina completamente la contri-
bucién de las cargas en Az’ al potencial:

Ap-(r—r) P@)-(r—r)Av’ <
ameot —rF  4melr — P (3

Ag(r) =

Aqui, r —r'es el vector, dirigido hacia afuera de A/, cuya magnitud estd dada por

- =V -xV+ 0 -yV+E-2) (4-6)
El potencial total en el punto r se obtiene sumando las contribuciones de todas las
partes del dieléctrico:
1 P(x'):(r — ') dv’
L It —x'| (4-7)

11

Este resultado es correcto, y ¢ puede calcularse directamente apartir de la ecuacidn
(4-7) si se conoce la forma funcional de P. Sin embargo, nos interesa expresar la
ecuacion (4-7) en una forma diferente por medio de una transformacién matemadtica
sencilla.
Si Ir — r'l estd dado por la ecuacidn (4-6), entonces
; L % r—r
v(]r—r'|} . +|r—r'13 (4-8)

como puede verse por la aplicacién directa del operador gradiente en coordenadas
cartesianas. El operador V' contiene derivadas con respecto a las coordenadas primas.
En ciertas circunstancias, es conveniente efectuar un operador gradiente con respecto
a las coordenadas no primas; esto se indicard en la forma usual con V. Evidentemente,
V' operando sobre una funcién de Ir — r'l es igual a -V operando sobre la misma
funcién. Necesitaremos el operador V mds adelante para obtener ¢l campo eléctrico en
un punto r. Sin embargo, al resolver la integral (4-7) sobre el volumen dieléctrico V,,
el punto r se mantiene fijo. Por tanto, el integrando de (4-7) puede transformarse
mediante la ecuacién (4-8):

Peofr=r) o 1
e —rP =k vr([r—r'|) (4-9)

La ecuacién (4-9) puede transformarse atin mas mediante la identidad vectorial (1.1.7)
de latabla 1.1:

V- -(fF)=fV' :-F+F-Vf (4-10)
donde f es cualquier funcién puntual escalar y F es una funcién puntual vectorial
arbitraria. Aquf, nuevamente, la prima indica derivacién con respecto a las coordena-
das primas. Si f = (1/ir —r1) y F =P, el integrando, o sea, la ecuacién (4-9), se
convierte en
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P-(r—1r) r( P ) i} ;
e—cF " Ne—rel) e F -0

Finalmente, el potencial, (Ec. 4-7), puede expresarse como

1 %P-nda'_ﬁ_ 1 J’(—V’-P)dv’
Yo

dmwegy Jg, [r — ¢’ 4me,

(r) = (4-12)

Ir—r|
donde la integral de volumen de V' * (P/Ir — r') ha sido sustituida por una integral de
superficie aplicando el teorema de la divergencia, y n es la normal hacia afuera del
elemento de superficie da’ (hacia afuera significa fuera del dieléctrico).

Las cantidades P - n y —V - P que aparecen en las integrales de la ecuacién
(4-12) son dos funciones escalares obtenidas a partir de la polarizacién P.
Es conveniente asignar a estas cantidades simbolos especiales. Como tienen
las dimensiones de carga por unidad de 4rea y carga por unidad de volumen,
respectivamente, escribiremos

op=P:n=P (4-13)

n

pr=~-V-P (4-14)

Llamaremos a 0, y p,, densidades de carga de polarizacion.

La densidad superficial de carga de polarizacién estd dada por la componente de pola-
rizacién normal a la superficie, y 1a densidad de carga volumétrica de la polarizacién
es una medida de la no uniformidad de la polarizacién dentro del material.

El potencial debido al material dieléctrico

1 da’ :
00) = o | § T [ L]
4.756[) &]|r = | anl' == 1

_ 1 dqp
4rey ) v — |

(4-15)

se expresa ahora de tal manera que es evidente que proviene de una distribucién de
. carga. En otras palabras, el material dieléctrico se ha sustituido por una distribucion
adecuada de cargas de polarizacidn.

Aunque la ecuacién (4-15) se ha obtenido por medio de una transformacién ma-
tematica, deberfa ser posible entender 0,y p,con argumentos puramente fisicos. Que
existe una densidad de carga superficial 0, es evidente de la figura 4.1, en la que se ve
que esta carga se forma a partir de los extremos de dipolos con igual orientacién. De
este modo, se crea una densidad de carga en cada superficie que no sea paralela
al vector de polarizacién. Volviendo ahora a p,, es de esperar que p, Av' represente
el exceso de carga o la carga neta del elemento de volumen Av'. Puede verse que és-
te es realmente el caso de la siguiente manera: definamos dos densidades de carga
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p*y p- como representantes de la carga total positiva y de la carga total negativa por
unidad de volumen, respectivamente. Esto es, p* representa todos los nicleos at6mi-
cos por unidad de volumen del dieléctrico y, de forma similar, p~ representa todos los
electrones. En el estado no polarizado, cada elemento de volumen del dieléctrico es
eléctricamente neutro. Por tanto,

pe(x’,y',z) + pa(x',y',2') =0 (4-16)

donde el subindice cero representa las densidades en la configuracién no polarizada.
Supongamos que, como consecuencia de la polarizacion, la carga positiva es despla-
zada un 8" (x, y, z) y la negativa un & (x, y, z). La carga positiva que atraviesa un
elemento de 4rea da' es 8" + n da’. Por tanto la ganancia de carga positiva del ele-
mento de volumen Az’ durante el proceso de polarizacién es

-9 pid*-nda’ 4-17)
AS
donde AS es la superficie que limitaA¢’. Andlogamente, el desplazamiento de la carga
negativa aumenta la carga (disminuye la carga negativa) en Av'en

) ¢ (—po)d” -nda (4-18)

La ganancia total en la carga del elemento de volumen A2’ es 1a suma de las ecuaciones
(4-17) y (4-18) y, como consecuencia de (4-16), puede expresarse en la forma

_j{é pi(d* — 87)-nda’ = —V-[pf(d* — 7)) AV’ -19)
AS

Pero 8* — &~ es sélo el desplazamiento relativo de las densidades de carga positiva y
negativa y, por tanto, pj(8*—8") es equivalente a lo que hemos llamado polarizacion
P. Asf pues, p,Av' es la carga neta en un elemento de volumen del dieléctri-
co polarizado.

A primera vista puede parecer bastante extrafio que, habiendo empezado con
elementos de volumen eléctricamente neutros de material dieléctrico, finalicemos con
elementos de volumen que tienen una carga neta. Segin nuestro punto de vista origi-
nal, el dieléctrico se compone de dipolos elementales Ap, y era esencial que cada Ap
fuera eléctricamente neutro para que la ecuacién (4-5) diera el potencial correctamen-
te. Ahora vemos que mientras V + P no se anule, los elementos de volumen individua-
les parecen estar cargados. El origen de esta aparente paradoja se encuentra en la
transformacién matematica (4-11). La contribucién de cada elemento de volumen se
transforma en un término de volumen diferente y en un término de superficie. La carga
total del volumen y de la superficie del elemento es adn cero, pero cuando reunimos
varios elementos de volumen para formar una pieza macroscépica de material
dieléctrico, encontramos que las contribuciones al potencial de las diversas “superfi-
cies internas” se eliminan. Nos quedan efectivamente elementos de volumen cargados
y una contribucién superficial de la frontera real del cuerpo diel€ctrico.
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La carga de polarizacion total de un cuerpo dieléetrico,

Qp = Lﬂ(—v' ‘P)dv’ + iﬂp -nda’' (4-20)

debe ser igual a cero, ya que nuestra premisa fue que el dieléctrico, como un todo, era
eléctricamente neutro. Este resultado es evidente de la forma de la ecuacién
(4-20), que claramente se anula como consecuencia del teorema de la divergencia.

Tenemos ahora dos expresiones distintas para el potencial electrostatico Qo(r) ge-
nerado por una muestra de dieléctrico polarizado, es decir, las ecuaciones (4-7) y
(4-15). Ambas son correctas, pero veremos que la dltima expresién es la mas conve-
niente en la mayorfa de los casos. El campo eléctrico E puede obtenerse como menos
el gradiente de la ecuacién (4-15). Como @ es una funcién de las coordenadas (x, ¥, 2,
el gradiente adecuado es —V. Las coordenadas no primas aparecen sélo en la funcién
1/Ir —r'l. En consecuencia, observando que V(1/Ir —r'l)=-V'(1/Ir —r') y empleando
la ecuacién (4-8), obtenemos

E(r) = L [J; crpuda' + J-V pp(r—:%dv’} (4-21)

" dre, Ir—r')? .

EL CAMPO ELECTRICO DENTRO DE UN DIELECTRICO

Antes de que podamos escribir una expresién para el campo eléctrico dentro de un
medio polarizado, es necesario definir este campo eléctrico con precisién. Lo que nos
interesa es el campo eléctrico macroscdpico, es decir, el campo eléctrico promedio en
una pequefia regién del dieléctrico que, sin embargo, contiene un gran nimero de
moléculas. Un enfoque alternativo, y tal vez preferible, es definir el campo eléctrico
directamente en términos de un experimento macroscépico.

El campo eléctrico (macroscdpico) es la fuerza por unidad de carga sobre
una carga de prueba sumergida en el dieléctrico, en el limite en el que la
carga de prueba es tan pequefia que no afecta, por sf misma, la distribucién
de carga. )

" Esta carga de prueba debe ser dimensionalmente pequefia desde el punto de vista

macroscopico (lo que llamaremos carga “puntual™), pero serd grande comparada con
el tamafio de una molécula. ;

Aunque el enunciado anterior es la definicién fundamental del campo eléctrico
macroseépico E, es dificil emplear esta definicién directamente para obtener una
expresion para el campo, puesto que tendriamos que calcular la fuerza sobre un cuerpo
cargado de gran tamaifio y luego ir al limite a medida que disminuya el tamafio del
objeto. En consecuencia, vemos que conviene emplear otra propiedad del campo eléc-
trico para ayudarnos a obtener la expresién analitica que estamos buscando.
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FIGURA 4.3

La trayectoria ABCD esti
contenida parcialmente en
la cavidad en forma de
aguja y parcialmente en el
dieléctrico. En un
dieléctrico isdtropo (véase
la Sec. 4.5) 1a polarizacién
P tiene la direccidn de E,
de modo que, para la
orientacidn mostrada de la
aguja, o, = 0 sobre las
paredes cilindricas. En un
dieléctrico anisétropo. g,
no s necesariamente cero,
pero su valor no influye en
la componente
longitudinal del campo
eléctrico en la cavidad.

De csta forma, obtendremos E en funcion de las cargas de polarizacién del medio.
Posteriormente, en la seccién 4.9, se demostrard que la cantidad que hemos llamado E
concuerda realmente con la fundamental “definicién de fuerza”.

El campo electrostatico en un dieléctrico debe tener las mismas propiedades ba-
sicas que encontramos vilidas para E en el vacio; en particular, E es un campo
conservativo y, en consecuencia, puede derivarse de un potencial escalar, Asi pues,

VXE=0

o, en forma equivalente,

%E—m:o

Apliquemos esta 1iltima ecuacién a la trayectoria ABCD mostrada en la figura 43, en
la que el segmento AB estd en una cavidad con forma de aguja sacada del dieléctrico,
y el segmento CD estd dentro del dieléctrico mismo. Como los segmentos AD y BC
pueden hacerse arbitrariamente pequefios, la integral de linea se reduce a

E,-1-E;-1=0
0, en [orma equivalente,
Erjr = Edr (4_22}

donde los subindices vy d se refieren, respectivamente, al vacio y al dieléctrico, y el
subindice ¢ indica la componente tangencial,

La ecuacién (4-22) es valida independientemente de la orientacion de la cavidad en
forma de aguja. Si la “aguja” se orienta hacia la direccién de E, entonces E, = E,
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Ademds, por simetria, ¢l campo dentro de la cavidad es paralelo a la direccién de la
aguja, esto es, £ s = £, Esto nos conduce a la siguiente conclusién importante™ :

El campo eléctrico en un dieléctrico es igual al campo eléctrico dentro de
una cavidad en forma de aguja contenida en el dieléctrico, con el eje de 1a
cavidad orientado paralelamente a la direccién del campo eléctrico.

Evidentemente, el problema de calcular el campo eléctrico dentro de un dieléctrico
se reduce a calcular el campo eléctrico en el interior de una cavidad en forma de aguja
en el dieléctrico. Pero el campo eléctrico en dicha cavidad es un campo externo y, en
consecuencia, puede calcularse mediante los resultados de la seccidon 4.2. Como en la
seccidn 4.2, supondremos ahora que la polarizacién del dieléctrico es una funcién
dada P(x', ¥, z) v calcularemos el potencial y el campo eléctrico que se originan de
esta polarizacién. Tomando el punto r del campo en el centro de la cavidad y emplean-
do la ecuacidn (4-15), obtenemos para el potencial

1 J pP(x:s J”; Zr] dU’
r) =
LG Ao O

1 op(x', v', z") da'
J' p(x', y ) (4-23)
So+S'

dme, [r — r'|

donde V-V, es el volumen del dieléctrico excluyendo la “aguja”, S, es la superficie
exterior del dieléctrico, y §'= §, + S, + S_ son las superficies de la aguja. Pero de la
figura 4.3 se ve que 0, = 0 sobre la superficie cilindrica S, de la aguja. Ademds, la
aguja puede hacerse arbitrariamente delgada, de modo que las superficies S, y S,
tengan un drea despreciable. Asi pues, sélo las superficies exteriores del dieléctrico
contribuyen y la integral de superficie de la ecuacién (4-23) se vuelve idéntica en
forma a la integral de superficie de la ecuacidn (4-15). La integral de volumen de la
ecuacion (4-23) excluye la cavidad. Sin embargo, la contribucién de la cavidad a esta
integral es despreciable, como puede verse facilmente. La densidad de carga ¢, estd
limitada; 1a cantidad dv'Ir — r'l no diverge en el punto del campo (es decir, cuando
r'=r) porque el volumen en el punto es un cero de orden més alto que el limlr —r'l; y
finalmente el volumen V| de la aguja puede hacerse arbitrariamente pequefio hacien-
do mas fina la cavidad. Asi pues, no necesitamos excluir el volumen V, y la ecuacién
(4-23) se vuelve semejante en la forma a la ecuacién (4-15). En otras palabras, la
ecuacion (4-15) da el potencial ¢(r) independientemente de que el punto r se localice
dentro o fuera del dieléctrico.

* Este enunciado es estrictamente vélido sélo para los dieléctricos isdtropos (véase la Sec. 4.5). Para
dieléctricos anisétropos, este argumento no es aplicable y nuestra conclusion debe generalizarse: el
campo eléctrico dentro de un dieléctrico es igual a la componente longitudinal del campo eléctrico
dentro de una cavidad en forma de aguja en el dieléctrico, siempre y cuando el eje de la cavidad esté
orientado paralelamente a la direccidn del campo eléctrico en el dieléctrico.
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4.4

El campo eléctrico E(r) puede calcularse como menos el gradiente de la ecuacion
(4-23). Pero este campo difiere de la ecuacién (4-21) sélo en una cantidad desprecia-
ble. Asi pues, la ecuacion (4-21) da la contribucién del medio al campo eléctrico enr,
independientemente de sir estd dentro o fuera del medio.

Los célculos indicados en las ecuaciones (4-15) y (4-21) son directos para los
casos en que P(x, y, z) es una funcién de posicién conocida. (Algunos ejemplos de este
tipo se encuentran entre los problemas del final de este capitulo.) Sin embargo, en la
mayoria de los casos la polarizacién se origina como respuesta a un campo eléctrico
que se ha impuesto sobre el medio dieléctrico, esto es, P(x', y', z) es una funcion del
campo eléctrico macroscdpico total E(x', y', z') y, en estas condiciones, la situacion es
mucho mds complicada. Primero, si bien es necesario conocer la forma funcional de
P(E), esta forma se conoce experimentalmente en la mayoria de los casos y, por tanto,
no causa dificultad. La complicacion real se debe a que P depende del campo eléctrico
total, incluyendo la contribucién del dieléctrico mismo, y esta contribucion es la que
descamos evaluar. Asi pues, no podemos determinar P porque no conocemos E, y
viceversa.

Es evidente que se necesita un enfoque distinto del problema y éste se proporcio-
nar4 en las siguientes secciones.

LEY DE GAUSS EN UN DIE'LE'CTFIICO:
EL DESPLAZAMIENTO ELECTRICO

En el capitulo 2 dedujimos una relacién importante entre el flujo eléctrico y la carga,
es decir, la ley de Gauss. Esta ley establece que cl flujo eléctrico que pasa a través de
una superficie cerrada arbitraria es proporcional a la carga total encerrada por la super-
ficie. Al aplicar la ley de Gauss a una regién que contiene cargas inmersas en un
dieléctrico, debemos tener cuidado en incluir todas las cargas dentro de la superficie
gaussiana, tanto la carga de polarizacién como la carga que estd inmersa.

En la figura 4.4, la superficie punteada S es una superficic cerrada imaginaria
colocada dentro de un medio dieléctrico. Consideremos cierta cantidad de carga Q,

FIGURA 4.4
Construccion de una
superficic gaussiana § en
un medio dieléctrico.
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contenida en ¢l volumen limitado por S, y supongamos que esta carga se encuentra en las
superficies de los tres conductores en las cantidades g, ¢,, y g,. Por la ley de Gauss,

1
$E-nde=—(0 + 0y (4-24)
s €p
donde Q es la carga libre neta,

Q=¢q,+4q.+q;

y O, es la carga de polarizacion neta:

Qp = J- P:-nda + f (=V-P)dv (4-25a)
S +5+5; Vv

Aqui V es el volumen del dieléctrico encerrado por S. No hay frontera del material
dicléctrico en S, de modo que la integral de superficie en la ecuacién (4-25a) no con-
tiene una contribucion de S.

Si transformamos la integral de volumen de (4-25a) en una integral de superficie
por medio del teorema de la divergencia, debemos tener cuidado en incluir las contri-
buciones de todas las superficies que limitan V, es decir, S, S,8,.y Sﬁ. Es evidente que
las tres dltimas contribuciones cancelardn el primer término de la ecuacién (4-25a), de
modo que

Op = —jﬁ P-nda (4-25b)
5

Al combinar este resultado con (4-24), obtenemos

é (eoE + P)-nda = Q (4-26)
5

La ecuaci6n (4-26) establece que el flujo del vector € E + P, que pasa por una super-
ficie cerrada, es igual a la carga neta inmersa en el volumen encerrado por la superfi-
cie. Esta cantidad vectorial es lo suficientemente importante como para merecer un
nombre y un simbolo especial.

Por tanto, definiremos un nuevo campo vectorial macroscépico, D, el des-
plazamiento eléctrico:

D=¢E+P (4-27)
el cual evidentemente tiene las mismas unidades que P, carga por unidad de
drea.”

En funcién de D, la ecuacién (4-26) se convierte en
jGD-nda =0 (4-28)
s

* En unidades gaussianas, D se define comoD =E + 47P; D, E y P tienen las mismas unidades de carga por
unidad de drea, y enel vacio D = E.
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Este resultado se conoce generalmente como /ey de Gauss para el
desplazamiento eléctrico o, simplemente, ley de Gauss.

La ecuacidn (4-28) es aplicable a una regidn del espacio limitada por cualquier
superficie cerrada S; si la aplicamos a una pequefia regién en la que toda la carga
encerrada estd distribuida como una densidad de carga p, entonces la ley de Gauss
se convierte en

?gl)-nda = pAV
5

Al dividir esta ecuacion entre AV y tomar el limite, obtenemos
V.-D=p (4-29)

Este resultado se llama a veces forma diferencial de la ley de Gauss.

La ventaja de expresar las formas integral y diferencial de la ley de Gauss,
ecuaciones (4-28) y (4-29), en términos del vector D, consiste en que sélo aparece
explicitamente la carga Q o la densidad de carga p contenida en el medio dieléctrico.
De aqui en adelante, llamaremos a la carga (o p) simplemente carga (o densidad de
carga). Cuando sea necesario distinguirla de la carga de polarizacién Q, del medio o
de la carga total Q + Q,, lacarga Q se llamard carga externa. Por “externa” no quere-
mos decir que esté necesariamente fuera del limite fisico del material, sino que se
afiade a las cargas que forman la constitucién atémica del material neutral.* Yaqueen
muchos problemas la carga externa es conocida, es una ventaja que el campo
electrostdtico total en cada punto del medio dieléctrico se exprese como la suma de
dos partes,

1 1
E(x, y, ) =€_nD(x,y, z) “E—DP(I;)’, z) (4-30)

donde el primer término, (1/€ )D, se relaciona con la densidad de carga externa me-
diante su divergencia, y el segundo término, (-1/€ )P, es proporcional a la polariza-
cién del medio. En el vacio, el campo eléctrico estd dado completamente por el primer
término de la ecuacidn (4-30).

* La carga externa se llama con mucha frecuencia carga “libre”, y la carga de polarizaci6n se usa algunas
veces como sinénimo de carga ligada. En electrostdtica, esta confusidn no causa problema alguno, ya que
la carga externa en un conductor es libre (es decir, libre para moverse en los alrededores) y la carga de
polarizacion estd ligada. Sin embargo, la carga externa en un dieléctrico no es libre; si lo fuera, se moveria
rapidamente hacia la superficie y escaparia. Por lo demis, la mayorfa de los medios conductores contie-
nen, ademds de las cargas libres que determinan el comportamiento electrostético de un conductor, algu-
nas cargas ligadas, que en otras circunstancias contribuyen a la polarizacién (Cap. 7). Con campos
dependientes del tiempo (Cap. 19), es muy importante no confundir la diferencia entre carga externa y
carga de polarizacion con la diferencia entre cargas libres y cargas ligadas. Por tanto, usaremos exclusi-
vamente el término carga externa en este contexto.
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SUSCEPTIBILIDAD ELECTRICA
Y CONSTANTE DIELECTRICA

En la introduccién de este capitulo se establecid que la polarizacién de un medio
dieléctrico ocurre como respuesta al campo eléctrico en el medio. El grado de polari-
zaci6n depende no sélo del campo eléctrico, sino también de las propiedades de las
moléculas que forman el material dieléctrico, Desde el punto de vista macroscépico, el
comportamiento del material estd completamente especificado por una relacién, que
se determina de forma experimental, llamada ecuacidn constitutiva, P = P(E), donde
E es el campo eléctrico macroscépico. Esta expresion es una relacién puntual, y si E
varia de un punto a otro en el material, entonces P variard igualmente.

Para la mayoria de los materiales, P se anula cuando E se anula, 1o cual es el
comportamiento mds comin. En consecuencia, limitaremos nuestra explicacién ahora
a materiales de este tipo. (Los dieléctricos con una polarizacién permanente se estu-
diardn brevemente en la seccién 5.4.) Ademds, si el material es isétropo, la polariza-
cion deberd tener el mismo sentido que el campo eléctrico que la provoca.

Estos resultados se resumen en la ecuacidn constitutiva
P = y(E)E (4-31)

donde la cantidad escalar y(E) se llama susceptibilidad eléctrica del material.

Gran variedad de materiales son eléctricamente is6tropos; esta categoria incluye flui-
dos, sélidos policristalinos, sélidos amorfos y algunos cristales. Un tratamiento de las
propicdades eléctricas de los materiales anisétropos estd més alld del alcan-ce de este
lexto.

Al combinar las ecuaciones (4-31) y (4-27), obtenemos una expresion para
D en medios isétropos:

D = e(E)E (4-32)
€(E) = €, + x(E) (4-33)

donde & (E) es la permitividad del material. Es evidente que €, €,y ¥ tienen
las mismas unidades.

Aungue hemos tenido el cuidado de expresar ¥ y € en la forma y(E) y €(E),
cxperimentalmente se encuentra que ¥ y € son a menude independientes del campo
eléctrico, excepto quizd para campos muy inlensos.
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En otras palabras, ¥ y € son a menudo constantes caracteristicas del mate-
rial. Materiales de este tipo se llamarén dieléctricos lineales y obedecen las

relaciones
P = yE (4-31a)
D =€cE (4-32a)

El comportamiento eléctrico de un material queda ahora especificado completamente,
ya sea por la permitividad € o por la susceptibilidad y. Sin embargo, es mas conve-
niente trabajar con una cantidad adimensional K definida como

€ = Keg (4-34)

K se llama coeficiente dieléctrico, o simplemente constante dieléctrica. De la ecua-
cidn (4-33) es evidente que
A e
T =) 4-35

€o €p ( )
Las constantes dieléctricas para algunos materiales que se encuentran normalmente se
dan en la tabla 4.1. Excepto para algunos ejemplos en los que se especifica la polarizacién
P del material, los problemas de este libro se refieren a dieléctricos lineales.

Si el campo eléctrico en un dieléctrico se hace muy intenso, empezard a sacar elec-
trones de las moléculas y el material se convertird en conductor. El maximo campo eléc-
trico que un dieléctrico puede soportar sin perforarse se llama rigidez dieléctrica. La
rigidez dieléctrica E,_, de algunas sustancias también se daen la tabla 4.1.

CARGA PUNTUAL EN UN FLUIDO DIELECTRICO

Uno de los problemas mds sencillos que podriamos considerar en el que interviene un
dieléctrico es el de una carga puntual g en un medio isétropo homogéneo de extensién
infinita. El medio dieléctrico se supondrd lineal y se caracterizard por una constan(c
dieléctrica K. Aunque este problema es bastante sencillo, veremos que es instructivo.

EJEMPLO 4.1 Sea una carga puntual ¢ colocada en el origen en un fluido dieléctrico con cons-

Campo eléctrico de una  tante dieléctrica K. Encuentre el campo E en el fluido.
carga puntual en un

fluido dieléctrico

Solucién: Si la carga puntual g estuviera en el vacio, el campo eléctrico seria un
campo radial puro. Pero ya que E, Dy P son paralelos entre si en cada punto,
la naturaleza radial del campo no cambia por la presencia del medio. Ademds, de
la simetria del problema, E, D y P pueden depender sélo de la distancia a partir
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TABLA 4.1
Propiedades de materiales
dieléctricos
Constante Rigidez
dieléctrica dieléctrica
Material K E . (V/m)
Oxido de Aluminio 4.5 6 106
Vidrio* 5-10 9x 106
Nylon 35 19 x 106
Polietileno 23 18 x 108
Cuarzo (5i0,) 43
Cloruro de sodio 6.1
Azufre 4,0
Madera* 25-8.0
Alcohol etilico (0°C) 28.4
Benceno (0°C) 2.3
Agua (destilada, 0°C) 87.8
Agua (destilada, 20°C) 80.1
Aire (1 atm) 1.00059 3 x 106
Aire (100 atm) 1,0548
CO, (1 atm) 1.000985
* Para materiales como vidrio y madera, la composicién quimi-
ca varia; de ahi el intervalo de constantes dieléctricas, No debe
deducirse que el material es no lineal.
Fuente: Datos tomados de Handbook of Chemistry and Physics,
58* ed., Cleveland, Ohio, CRC Press, Inc., 1978,
de la carga puntual y no de alguna coordenada angular. Apliquemos la ley de

Gauss, ecuacidn (4-28), a una superficie esférica de radio r que se localice con-

céntricamente con respecto a g. Entonces

4ar’D = q
y
o
47r?
o
q
ki 4ar’

(4-36)

El campo eléctrico y la polarizacién pueden calcularse ahora con bastante

facilidad:

- e
4nKe,r

E = r

4-37)
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(K — 1)q
P=-—F—"7r 4-38)
4nKr’ A
Por tanto, el campo eléctrico es menor en un factor K de lo que serfa si no hubiera

medio.

A estas alturas, convendrd mirar ¢l problema con mds detalle y tratar de ver por
qué el dieléetrico ha debilitado el campo eléctrico. El campo eléctrico es originado por
toda la carga, la de polarizacién y la externa. La carga externa es sélo la carga puntual
g. Sin embargo, la carga de polarizacion se forma de dos contribuciones: una densidad
volumétrica p, = -V - P, y una densidad superficial 0, =P - n sobre la superficie del
dieléctrico en contacto con la carga puntual. Empleando la ecuacién (4-38) vemos que
V - P se anula para r # 0, de modo que no hay densidad volumétrica de carga de
polarizacién en este caso.

Nuestra carga puntual g es un punto en ¢l sentido macroscépico. Si suponemos
que es grande, tomando como base una escala molecular, podemos asignarle un radio
b que, posteriormente, se hard tender a cero. La carga total superf icial de polarizacién
estd dada entonces por

— 17 2 - (K - 1)g
Op =lim4ab’(P m),op = ——F5 (4-39)
b—s0) K
La carga total,
Qrtq= e (4-40
P q T Kq - )

aparece como una carga puntual desde el punto de vista macroscépico, y ahora se ve
claro por qué el campo eléctrico es menor en un factor K de lo que serfa si no hubiera
medio. Un diagrama esquemdtico de la carga puntual q en un medio dieléctrico se
ilustra en la figura 4.5

CONDICIONES EN LA FRONTERA
PARA LOS VECTORES DE CAMPO

Antes de que podamos resolver problemas mds complicados, debemos saber como
varfan los vectores de campo E y D al pasar por una zona interfacial entre dos medios.
Los medios pueden ser dos dieléctricos con diferentes propiedades, o un dieléctrico y
un conductor. El vacio puede considerarse como un dieléctrico de permitividad €,

Consideremos dos medios en contacto, 1 y 2, como se ilustra en la figura 4.6.
Supondremos que hay una densidad superficial de carga externa, 0, que puedc variar
de un punto a otro en la zona interfacial. Construyamos ahora una pequcfia superficie
S en forma de caja de pastillas, que corta a la zona interfacial y encierra un drea AS de
dicha zona, siendo la altura de la caja de pastillas despreciablemente pequefia compa-
rada con el didmetro de las bases. La carga encerrada por S es
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FIGURA 4.5

Diagrama esquemitico
que muestra la orientacion
de las moléculas
polarizadas en un medio
dieléctrico que rodea una
“carga puntual” q.

o AS + 3(p, + p2) x volumen

pero el volumen de la caja de pastillas es despreciablemente pequefio, de modo que el
dltimo término puede despreciarse. Aplicando la ley de Gauss a S, vemos que

D, mAS + Dy AS = 0 AS

(D;—Dy)'my=0 (4-41a)
Puesto que n, puede servir como la normal a la zona interfacial,
D, — Dy, =0 (4-41b)

Asi pues, la discontinuidad en la componente normal de D estd dada por la densidad
superficial de la carga externa sobre la zona interfacial. O, dicho de otra forma, si no hay
carga en la zona interfacial entre dos medios, la componente normal de D es continua.

FIGURA 4.6

Las condiciones en la
frontera para los vectores
de campo en la zona
interfacial entre dos
medios pueden obtenerse
aplicando la ley de Gauss
aSeintegrando E * dl a lo
largo de la trayectoria
ABCDA.
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Debido a que el campo electrostatico E puede obtenersc como menos el gradiente
de un potencial, la integral de linea de E - dl alrededor de cualquier trayectoria cerra-
da se anula. Apliquemos este resultado a la trayectoria rectangular ABCD de la figura
4.6. Sobre esta trayectoria, las longitudinales AB 'y CD se considerardn iguales a Aly
los segmentos AD y BC se supondrdn despreciablemente pequefios. Por consiguiente,

EZ'AI'I’El'(_AI) =0

0

(E, — E;) Al = 0 (4-42a)
En consecuencia, ¢l resultado deseado es
E; = Eq (4-42b)

Por tanto, la componente tangencial del campo eléctrico es continua al atravesar una
zona interfacial.

Los resultados anteriores se han obtenido para dos medios dieléctricos arbitra-
rios, pero vale la pena ver lo que predicen las ecuaciones para el caso en el que uno de
los medios fuéra un conductor. Como no hay una fuerza molecular recuperadora sobre
las cargas libres de un conductor, pareceria que para un conductor se tendria
x = oo en la ecuacion (4-31), y € = <0 segiin la ecuacidn (4-33). Si el medio 1 se
considera conductor, entonces concluimos que E, = 0 cualesquiera que sean los valo-
res (finitos) de P, y D, como ya hemos deducido por diferentes razonamientos en el
capitulo 2. Como E, se anula, la ecuacion (4-42b) resulta ser

E, =0 (4-43)

Sin cmbargo, el desplazamiento D, no queda determinado por estas consideraciones.
Si para nuestros propésitos lo fijiramos arbitrariamente en cero, la ecuacién (4-41b)
se convertiria en

D2n =g (4- 44)

donde o representa la densidad de carga superficial fotal sobre ¢l conductor, pero no
incluye la carga superficial de polarizacién en el dieléctrico. Un enfoque alternativo es
resolver el problema del dieléctrico y luego considerar que K, tiende hacia infinito
(véanse los problemas 4.12 y 4.14). Entonces o representa la carga de polarizacién del
conductor (mds cualquier carga cxterna sobre el conductor). Fisicamente, el resultado
es el mismo. La ecuacién (4-44) también se deduce de la ecuacion (4-28) con el mis-
mo argumento que condujo a la ecuacién (2-31) (véase la Fig. 2.10). Observe que el
campo en el dieléctrico es siempre perpendicular a la superficie del conductor, de
acuerdo con la ecuacion (4-43).

Baséndose en argumentos puramente fisicos, se hace evidente que el potencial
¢ debe ser continuo al afravesar una zona interfacial. Esto se debe a que la diferencia
de potencial, Ag, entre dos puntos muy préximos es —E - Al, donde Al es la separa-
cién de los dos puntos, y de lo que ya se ha dicho anteriormente, no hay motivo para
que E sea infinito en una zona interfacial. En realidad, la continuidad del potencial
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FIGURA 4.7

Tubo de flujo de
desplazamiento.

4.8

es una condicién en la frontera, pero no independiente de las ya deducidas. En la
mayoria de los casos es equivalente a la ecuacién (4-42b).

De este anlisis y de los desarrollados en anteriores secciones se puede concluir
que el desplazamiento cléctrico D estd intimamente relacionado con la carga externa.
Nos gustarfa demostrar ahora una propiedad importante de D: que el flujo de D es
continuo en regiones que no contienen cargas externas. Para hacer esto, recurriremos
nuevamente a la ley de Gauss. Enfoquemos nuestra atencién en una region del espacio
y construyamos lineas de desplazamiento, que son lineas imaginarias trazadas de tal
manera que la direccién de una de ellas en cualquier punto es la direccién de D en
dicho punto. A continuacién imaginemos un tubo de desplazamiento, un volumen
limitado en sus lados por las lineas de D, pero que no es cortado por éstas (véase la Fig.
4.7). El tubo estd limitado en sus extremos por las superficies S, y S,. Al aplicar la ley
de Gauss, obtenemos

J‘D-nda~ D-n'da=0Q (4-45)
5 S

Si no hay carga externa en la regién, entonces Q = 0 y la misma cantidad de flujo que
entra al tubo por S, sale por S,. Cuando estd presente la carga externa, €sta determina
la discontinuidad en el flujo de desplazamiento. Por tanto, las lineas de desplazamien-
to terminan en las cargas externas. Las lineas de fuerza, por otra parte, terminan en las
cargas externas o en las cargas de polarizacién.

PROBLEMAS CON VALORES EN LA FRONTERA
EN LOS QUE INTERVIENEN DIELECTRICOS

La ecuacién fundamental que se ha estudiado en este capitulo es

V-D=p (4-46)
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donde p es la densidad de carga externa. Si los dieléctricos con los que estamos traba-
jando son lineales, isétropos y homogéneos, entonces D = €E, siendo € una constante
caracteristica del material, y podemos escribir

1
V-E=n (4-47)

Pero el campo electrostdtico E puede deducirse de un potencial escalar ¢, es decir,
E=-Vp
de modo que

\'& = 4-48
@ g (4-48)

Por tanto, el potencial en el dieléctrico satisface la ecuacién de Poisson. La tnica
diferencia entre la ecuacién (4-48) y la ecuacién correspondiente para el potencial en
el vacio consiste en que € reemplaza a €, (y p significa densidad de carga externa en
lugar de densidad de carga total).

En la mayorfa de los casos de interés, el dieléctrico no contiene cargas distribui-
das en todo su volumen, es decir, p = 0 dentro del material dieléctrico. La carga estd
sobre las superficies de los conductores o se concentra en forma de cargas puntuales
que pueden, por cierto, estar dentro del dieléctrico. En estas circunstancias, el poten-
cial satisface la ecuacién de Laplace en todo el dieléctrico:

Vg =0 (4-49)

En algunos problemas puede haber una densidad superficial de carga, g, sobre la su-
perficie de un cuerpo dieléctrico o en la zona interfacial entre dos materiales dieléctri-
cos, pero esto no altera la situacion y la ecuacién (4-49) sigue siendo aplicable mientras
p=0.

Un problema electrostatico en el que intervienen dieléctricos lineales, isGtropos y
homogéneos se reduce, por tanto, a hallar las soluciones de la ecuacién de Laplace en
cada medio y relacionar las soluciones en los diversos medios con las condiciones en
la frontera de la seccidén anterior. Hay muchos problemas que pueden resolverse con
este método; un ejemplo se expondra aqui y otros adicionales se hallardn entre los
problemas del final del capitulo.

EJEMPLO 4.2  Nos gustarfa determinar cémo se modifican las lineas de fuerza cuando una esfe-
Esfera dieléctrica 3 djeléctrica de radio a se coloca en una regién del espacio que contiene
en un campe  un campo eléetrico inicialmente uniforme, E;. Supongamos que el dieléctrico
eléctrico uniforme s Jineal, isétropo y homogéneo, y que se caracteriza por la constante dieléctrica

K. Ademis, no tiene carga. El origen de nuestro sistema de coordenadas puede
tomarse en el centro de la esfera y la direccién de E, como la direcci6n polar
(direccidn z).
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Solucion: El potencial puede expresarse entonces como una suma de los armoénicos
esféricos. Igual que en la seccién 3.5, todas las condiciones en la frontera pueden
satisfacerse por medio de los dos arménicos de menor orden, y escribimos

@(r, 8) = Ajrcos 8 + C,r™? cos@ (4-50)
para la regién en el vacio (1) en el exterior de la esfera, y
@a(r, 8) = Ayr cosO + Cyr™” cosf (4-51)

para la regién del dieléctrico (2). Las constantes A, A,, C, y C, no se conocen y
deben determinarse a partir de las condiciones en la frontera. No es necesario el
arménico #~, puesto que su presencia implica una carga neta en la esfera. Puede
sumarse un término constante a las ecuaciones (4-50) y (4-51), pero como se
necesita la misma constante en ambas ecuaciones, podemos, sin pérdida de ge-
neralidad, considerarla cero.

Lejos de la esfera, el campo eléctrico conservard su cardcter uniforme y
@, — —E,r cos 6. Por tanto, A| =—E,. Ademds, a menos que C, =0, el potencial
y el campo eléctrico asociado se volverian infinitos en el centro de la esfera y
esto implicarfa la existencia de un dipolo puntual en el centro, esto es, un dipo-
lo cuyo momento no es proporcional a AV, Aqui no existen dipolos puntuales
macroscopicos, ya que como se ha analizado en la seccidn 4.3, el potencial y el
campo macroscopico no se vuelven infinitos en un dieléctrico desprovisto de
cargas puntuales. En consecuencia, C, = 0, y las constantes restantes, A, y C,,
pueden obtenerse de las condiciones en la frontera de la seccion 4.7.

La continuidad del potencial a través de 1a zona interfacial entre el dieléctrico
y el vacio requiere que @, = ¢, en r = a, 0 sea:

_Eua + C]a_z = Aza (4_52’)

Puesto que la componente normal de D en la zona interfacial es D = —c(d@/ar),
la continuidad de D, (no hay carga sobre la superficie del dieléctrico) requiere
que JDIr = ;D2r enr=a, 0 sea:

E[] + 2C|l‘.’1_3 = _KAz (4-53)

La continuidad de E, en r = a es equivalente a la ecuacién (4-52).
Al combinar las ecuaciones (4-52) y (4-53), obtenemos

3E,
Ay = — 4-54
> K +2 i5ad)
y
_ 3
CI = M (4_55)
K+2

Asi pues, se ha resuelto el problema. El potencial estd dado por (4-50) o (4-51),
y las constantes A, C, A, y C, son todas conocidas. Las componentes de E y D
pueden obtenerse en cualquier punto (r, 8, @) por derivacion. Es evidente, de la
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FIGURA 4.8

Campo eléctrico uniforme
distorsionado por la
presencia de una csfera
dicléctrica: a) lineas de
desplazamiento eléctrico,
b) lincas del campo

cléctrico.
ccuacion (4-54) y de que C, = 0, que el campo eléctrico dentro de la esfera tiene
el sentido de E y estd dado por
3
Ez = K + 2 E[} (4‘56)
Las lineas de desplazamiento y las lineas de fuerza se ilustran en la figura 4.8.
*4.9 FUERZA SOBRE UNA CARGA PUNTUAL

SUMERGIDA EN UN DIELECTRICO

Estamos ahora en condiciones de determinar la fuerza sobre un pequefio conductor
esférico cargado sumergido en un dieléctrico lineal isétropo. En el limite para ¢l cual
¢l conductor es despreciablemente pequefio desde el punto de vista macroscépico, este
cdlculo da la fuerza sobre una carga puntual.

El campo eléctrico y la densidad de carga superficial en un punto representativo
de la superficie del conductor se obtendran por el procedimiento del valor en la fron-tera
de la seccidn anterior y la fuerza F puede entonces obtenerse a partir de la integral
sobre la superficie:

F= jg E'oda (4-57)
s
Aqui E' representa el campo eléctrico en el elemento de superficie da, menos la parte
del campo producida por el propio elemento. En otras palabras,
E'=E-E; (4-58)

donde E es el campo eléctrico producido por el elemento superficial de car-
ga, 0da. Es importante que E_no se incluya en el campo E', porque la cantidad E o
cla representa la interaceion del elemento de carga o da con su propio campo. Esta
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FIGURA 4.9

Cumpo propio de un
elemento superficial
cargado.

-E, «+—— %&

autointeraccién no produce evidentemente fuerza neta sobre el elemento, pero da ori-
gen a un esfuerzo o tension superficial que se debe a la repulsién mutua de los

% = oE, (4-59)

electrones (o del exceso de iones positivos) en la capa superficial. Este esfuerzo se
compensa con intensas fuerzas de cohesién en el material del que estd compuesto el
elemento, Debera sefialarse que cuando calculamos las fuerzas sobre los objetos car-
gados en los capftulo 2 y 3, implicitamente restamos ¢l campo propio E. Por tanto,
cuando calculamos la fuerza sobre una carga puntual, ¢l campo producido por la carga
puntual no fue incluido. Un estudio més detallado de las fuerzas sobre los objetos
cargados se considerard en la seccién 6.8.

Puede parecer que el campo propio del elemento de superficic cargado o da es
despreciable porque el elemento es de magnitud infinitesimal. Sin embargo, este cam-
po es finito. Sin duda alguna, cl elemento es pequefio desde el punto de vista
macroscépico, pero nunca se llega al limite. En un punto directamente sobre su super-
ficie, el elemento aparece como una seccién de un plano (Fig. 4.9). El campo E_es
perpendicular al elemento pero tiene sentido opuesto en cada uno de los lados. El
campo total dentro del elemento es cero. En consecuencia,

E' —-E =0 (dentro del conductor) {4-60)

Esta ecuaci6én nos proporciona una relacién entre E'y E sobre la superficie y, por
tanto, entre E' y el campo eléctrico macroscépico E en la superficie:
1 a

E =E-E,=-E=— .
2E 2EII (4-61)

 La fuerza sobre el conductor se convierte en

1
F = EJEGdﬂ (4-57a)

Fijemos ahora nuestra atencién en un pequeno conductor esférico sumergido en
un dieléctrico de extensién infinita. La carga total sobre el conductor és Q y su radio
es a. Ya que al final tomaremos el Ifmite en el que a se hace muy pequefio, y como las
variaciones del campo eléctrico (si existen) son a una escala macroscpica, serd sufi-
ciente considerar el caso en el que el campo eléctrico es inicialmente uniforme en la
vecindad del conductor. Representemos este campo uniforme con ¢l simbolo E. La
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descripeidn es semejante al problema con valor en la frontera que resolvimos en la
seccidn 3.5, excepto que aqui la esfera conductora se sumerge (o estd inmersa) en un
dieléctrico de permitividad € y adem4s tiene una carga neta Q.

Por analogia con la seccién 3.5 determinamos facilmente lo siguiente.
El potencial,

an.'i Q
@(r, 0) = @y — Eyrcos 8 + —2 cos g + Yorer (4-62)
El campo eléctrico,
E, = E(1 + 2a°/r') cos 8 + Q/4mer’
A (4-63)
E, = —Ey1 —a’/r')sen® :
La densidad de carga superficial sobre la superficie de la esfera,
0(0) = €E,|,—. = 3€Eqcos 6 + Q /4ma® (4-64)

La fuerza puede ahora determinarse a partir de la ecuacién (4-57a). Por simetria, la
tnica componente distinta de cero de la fuerza es la que tiene la direccion 8= 0, es
decir, en la direccién z:

1 T
E = EJ‘ (E,);=q cOS 8o(8)2ma’send8 = E,Q (4-65a)
0

F = QOE, (4-65b)

Este resultado no varia cuando tomamos el limite para a pequeiio. Por tanto, el campo
eléctrico en el dieléctrico E, concuerda con la definicién fundamental, es decir, la
fuerza sobre una pequefia carga de prueba Q dividida por la magnitud de Q.

METODO DE IMAGENES PARA PROBLEMAS EN LOS
QUE INTERVIENEN DIELECTRICOS

El método de imdgenes estudiado en el capitulo anterior puede generalizarse para
obtener las soluciones de la ecuacién de Laplace para los casos en los que hay dos o
mas medios dieléctricos en el problema. Recordemos que cuando empleamos la técni-
ca de la carga imagen, ¢l potencial en una region del espacio se visualiza como si fuera
producido por cargas “puntuales” y conductores cargados en la region, asf como por
cargas imagen ficticias fuera de la regién. Las cargas imagen parecen localizarse
dentro de uno o mds conductores.

La dnica diferencia cuando tenemos uno o mds dieléctricos presentes es que
las cargas imagen ficticias pueden también estar localizadas dentro de uno de los otros
dicléctricos (no en el que el potencial estd siendo calculado), y las condiciones en la
frontera en cada zona interfacial dieléctrico-dieléctrico deben satisfacerse.
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FIGURA 4.10

Dos medios dieléctricos
con una carga puntual en
el medio 1.

\

EJEMPLO 4.3

Campo de una carga puntual
cercana a unazonainter-
facial dieléctrico-dieléctrico

Considere dos medios diel€éctricos con permitividades constantes, €,y €,, que
estdn separadas por una zona interfacial plana. No hay carga externa sobre la
zona interfacial. Una carga puntual ¢ estd inmersa en el medio caracterizado por
€, a una distancia d de la zona interfacial (Fig. 4.10). El problema propuesto es:
;Cudles son los campos eléctricos en los medios 1y 27

Solucion: Por conveniencia, podemos tomar el plano yz que pasa porel origen
como la zona interfacial y situar g sobre el eje xen x = —d. Si utilizamos el
problema descrito en la seccion 3.9 como gufa, podemos esperar que el poten-
cial en cada medio pueda expresarse como la suma del potencial de la carga
puntual g y el de una carga imagen. Ademds, suponemos que la carga imagen
estd localizada a la misma distancia d de la zona interfacial, como lo estd la carga
puntual original. Sea

r=Vix +d?+y? + 2* y r=Vkx -d?+y*+ z*

Entonces en el medio 1,

1 g q’]
= e— = + s _
P 4re, [r r' g8

En otras palabras, la carga imagen ¢’ se localiza en el medio 2 en la posicidn (d,
0, 0).

Para el potencial ¢, en el medio 2, 1a carga imagen debe estar situada en el
medio 1, tal como lo estd la carga original g, ambas en la posicién (-, 0, 0).
Llamaremos g" a la suma de las cargas. Entonces, en el medio 2,

"

Pz = dme,r Eoh)
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Las cantidades g'y g” pueden obtenerse de las condiciones en la frontera en la
zona interfacial. Calculamos D = —elagolfaxL=0, y calculamos D, =D, de
acuerdo con la ecuacién (4-41b):

(g—9g% _ q'd
[dz ki y2 + ZZ]BQ [dz + yz = 2,2]31'2

(4-68)

A continuacidn calculamos E, = —a(p]faylxzﬂ y luego calculamos E; = E, de
acuerdo con la ecuacion (4.42b):

@+a)y . q'y
El[dz + yz + ZZ]JIZ ez[dz 2 yZ + 22]31'2

(4-69)

No se obtiene nada nuevo de la continuidad de ¢ en la zona interfacial. Resol-
viendo las ecuaciones (4-68) y (4-69) para g'y g", obtenemos
€] — £, 262

1 =El+€2q’ 1 =€|+€zq G0

Laecuacién de Laplace se satisface en ambos medios y las condiciones en
la frontera también se satisfacen. La solucidn es tnica.

RESUMEN

El comportamiento electrostdtico dé un medio dieléctrico esta caracterizado comple-
tamente por su momento dipolar por unidad de volumen o polarizacidn:

.
P =lim T

Este procedimiento genera la densidad de carga de polarizacién
pp = -V P, (op=mn-P)

y nos da el potencial

1 [ pp(r') du’ . § ap(r') da']

dme, v — 1’| v — |

o(r) =

El campo total E debido a las cargas externas mds la carga de polarizacién satisface

1
V-E=—(p + pp)
€p

Es conveniente definir el campo vectorial, desplazamiento eléctrico,
D — EoE -+ P
de tal forma que

¥v-D=p
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con sélo las cargas externas como fuentes. La ecuacién rotacional

VXE=0

no cambia, ya que no contiene la densidad de carga. Con el fin de resolver las ecuaciones
de los campos, la ecuacién constitutiva

P = P(E)

debe también conocerse para el material particular. Entonces, las tltimas cuatro
ecuaciones, sujetas a las condiciones en la frontera

Dy, — Dy, =0 y E,—-E,=0
son suficientes para determinar E y D en el interior y exterior de los dieléctricos.

* La forma integral de la ley de Gauss se convierte en

iD-nda =0

donde Q incluye s6lo la carga externa localizada en el interior de la superficie S. (Con-
secuentemente, justo afuera de la superficie de un conductor sumergido en un medio
dieléctrico, D, = ¢.) El rotacional permite todavia definir el potencial como

E=-Vgp

* Lamayoria de los materiales dieléctricos son lineales, con una susceptibilidad ¥
constante:

P =yE

Esta ecuacion constitutiva, combinada con la definicién de D, da
D = €E

donde
€ =¢€y+ ¥

La constante dieléctrica

vale entre 1 y 100 para la mayorfa de los dieléctricos m4ds comunes; para todos los
dieléctricos K 2 1 (¥ = 0). Para el vacio K = 1 (¥ = (). El comportamiento electrostitico
de un conductor puede obtenerse haciendo K infinita.

¢ En un medio lineal

1 P

V-E=- Vo =—-—

P y ¢ i

Las técnicas matemdticas para resolver las ecuaciones de Poisson y de Laplace son
semejantes a las del capitulo 3, con las condiciones en la frontera apropiadas en la

zona interfacial entre dieléctricos,



CAPITULO 5

Teoria microscopica
de los dieléctricos

En el capitulo anterior consideramos los aspectos macroscépicos de la polarizacién
dieléctrica. Se demostrd cdmo, en muchos casos, la polarizacién pucde tenerse en
cucnta mediante la introduccién de una constante dieléctrica. De esta forma, el cam-
po cléctrico podria calcularse directamente a partir de la consideracién de la distri-
bucién de carga externa. Aunque se hizo referencia a las moléculas del dieléctrico
varias veces en el capitulo 4, no se llevé a cabo detalladamente un tratamiento mi-
croscopico del material y el panorama general se presenté realmente desde el punto
de vista macroscdpico. En este capitulo examinaremos la naturaleza molecular del
dieléctrico y veremos de qué manera el campo eléctrico responsable de la polariza-
cién de la molécula se relaciona con el campo eléctrico macroscépico. Ademds,
basdndose en un modelo molecular sencillo, es posible entender el comportamiento
lineal caracteristico de una gran cantidad de materiales dieléctricos.

CAMPO MOLECULAR EN UN DIELECTRICO

El campo eléctrico responsable de la polarizacidn de una molécula del dieléctrico se
llama campo molecular, E .

El campo molecular es el campo eléctrico en una posicién molecular del
dieléctrico; es producido por todas las fuentes externas y por todas las
moléculas polarizadas del dieléctrico con excepcion de la molécula en el
punto en consideracién,

Es evidente que E_no es necesariamente el mismo que ¢l campo eléctrico
macroscépico porque, como se eXxpuso en la seccidn 4.3, esta iltima cantidad se
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FIGURA 5.1

Sustitucion del dieléctrico
exterior a la “cavidad™ por
un sistema de cargas de
polarizacidn.
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relaciona con la fuerza sobre una carga de prueba que es grande comparada con las
dimensiones moleculares.

El campo molecular puede calcularse en la siguiente forma. Primero elimine-
mos una porcién pequefia de dieléctrico, dejando una cavidad esférica que rodee el
punto en el que va a calcularse el campo molecular. El dieléctrico que queda se
considerard como un continuo, es decir, desde el punto de vista macroscépico. Vol-
vemos a poner ahora la porcién de dieléctrico en la cavidad, molécula a molécula,
excepto la molécula del centro de la cavidad donde deseamos calcular el campo
molecular. Las moléculas que acabamos de volver a colocar no deben tratarse como
un continuo, sino como dipolos individuales. El procedimiento que se ha utilizado
puede justificarse sélo si el resultado del cdlculo es independiente del tamafio de la
cavidad, lo que, como veremos, es precisamente el caso en ciertas condiciones.

Supongamos que una muestra delgada de dicléctrico se ha polarizado al colocarla
en el campo eléctrico uniforme entre dos placas paralelas que estin opuestamente
cargadas, como se ilustra en la figura 5.1(a). Se supondrd que la polarizacion es
uniforme a escala macroscopica (esto es, V - P =0), y que P es paralelo al campo que
lo produce. La parte del dieléctrico exterior a la cavidad puede sustituirse por un
sistema de cargas de polarizacién, como se ve en la figura 5.1(b), por lo cual el
campo eléctrico en el centro de la cavidad puede expresarse como

E,=E +E,+E, +E (5-1)

Aqui, E, es el campo eléctrico primario debido a las placas paralelas cargadas; E  es
el campo despolarizante debido a la carga de polarizacién en las superficies exterio-
res del dieléctrico; E_ se debe a la carga de polarizaci6n sobre la superficie de la
cavidad Sy E' se debe a todos los dipolos que estdn en el interior de S. Aunque no
estamos considerando la forma explicita de E , es evidente que si las dimensiones de
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las placas son grandes comparadas con su separacién, E_= (1/€ )0, siendo ¢ la densi-
dad de carga superficial. El campo despolarizante t'lmblen se pmducc por dos planos
paralelos de carga, esta vez con densidad 0. Puesto que 0, =P, == P,

B 5-2)
€p
Expresaremos el campo eléctrico macroscopico en el dieléctrico sin subindice,
esto es, E. Como la componente normal del desplazamiento eléctrico D es continua
al atravesar la zona interfacial entre el vacio y el dieléctrico, y como D = € E _en el
vacio que queda exactamente en el exterior de la plancha dieléctrica,

E=E, +E, (5-3)
Al combinar las ecuaciones (5-1), (5-2) y (3-3), sc tiene
E,=E+E +FE (5-4)

Esta ecuacién relaciona el campo molecular con el campo eléctrico macroscépico en
el material dieléctrico. El resultado es bastante general y no estd restringido a la
cavidad csféricay a la geometria de los electrodos planos de la figura 5.1. Sin embar-
go, la derivacidn anterior es instructiva y serd til para ¢l problema que se expondrd en
la seccion 5.4.

El campo E proviene de una densidad de carga de polarizacion, g, = P, sobre la
superficie esférica §. Utilizando coordenadas estéricas y tomando la direccién polar a
lo largo de la direccidn de P, como en la figura 5.2, obtenemos

(—Pcos 6‘)

dE, =
) de,r’

(3-5)

siendo r el vector que va de la superficie al centro de la esfera. De la simetria, es
evidente que sélo la componente de dE_en la direccién de P contribuird a la integral
de la ecuacién (3-5) sobre la supcrhcw completa. Como da = 2 sen 0.d0 dg,

1
dre,

2w 7 1
PJ dth cos’Osenfdf = —P (5-6)
o o 3

€p

=

FIGURA 5.2

Cilculo de la contribucién
de la superficie de la
Ycavidad” a E_.
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Finalmente, llegamos al dltimo término de la ecuacion (5-4), el que se debe a los
dipolos eléctricos en el interior de S. Hay muchos casos importantes para los cuales
este término se anula. Si hay muchos dipolos en la cavidad, si estdn orientados
paralelamente pero distribuidos al azar en su posicién y si no hay correlaciones
entre las posiciones de los dipolos, entonces E' = 0.* Esta es la situacion que puede
prevalecer, por ejemplo, en un gas o en un liquido. De manera similar, si los dipolos
en la cavidad estdn situados en las posiciones atémicas regulares de un cristal cibi-
co, entonces nuevamente E’ = 0. En relacién con esto, el lector debe consultar el
problema 5.2.

En el caso general, E' no es cero, y si el material contiene varios tipos de molé-
culas E’ puede cambiar en diferentes posiciones moleculares. Esto es lo que da ori-
gen al comportamiento eléctrico anisétropo de la calcita, por ejemplo. No obstante,
nuestro propésito no es desarrollar una teorfa para materiales anisotropos; por tanto,
limitaremos el analisis a los materiales de mayor abundancia en los cuales E'= 0.
Asf, la ecuacién (5-4) se reduce a

1
E,=E+ 3EoP (5-7)
Es interesante observar que este resultado podrfa obtenerse directamente por el méto-
do anterior si la cavidad esférica fuera generada al quitar sélo una molécula. Pero en
estas condiciones la cavidad serfa tan pequefia que la sustitucion del resto del dieléctrico
por un sistema de cargas de polarizacién no podria justificarse.
El momento dipolar de una molécula es proporcional al campo eléctrico (cam-
po polarizante) que actda sobre ella.

La razén del momento dipolar de una molécula al campo polarizante se
llama polarizabilidad molecular, o En otras palabras, T

P = @K, (5-8)

Si hay N moléculas por unidad de volumen, entunces la polarizacion P = Np_. Combi-
nando este resultado con las ecuaciones (5-7) y (5-8), obtenemos

1
P = Ncr(E + 3-—E“P) (5-9)

Esta ecuacién puede expresarse en funcién de la constante dieléctrica, K, ya que
P=yE=(K-1)gE.

= Véase W, Panofsky y M. Philips, Clasical Electricity and Magnetism, 2da ed. Reading, Massachusetts,
Addison-Wesley, 1962, Cap. 2.

# El concepto de polarizabilidad puede utilizarse también para describir moléculas polares, como veremos
en la seccidn 5.3,
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De este modo, la ecuacion (5-9) se convierte en

g DEOLE i) (5-10)
N (K +2) i

que se conoce como ecuacion de Clausius-Mossotti.

5.2

Es evidente que la ecuacién (3-10) define una propiedad molecular, que es la
polarizabilidad molecular, en términos de cantidades que pueden determinarse sobre
bascs macroscépicas.

DIPOLOS INDUCIDOS: UN MODELO SENCILLO

Las moléculas de un dieléctrico pueden clasificarse en polares y no polares. Una
molécula polar es aquella que tiene un momento dipolar permanente, aun en ausencia
de un campo polarizante E . En la siguiente seccidn se estudiard la respuesta de un
dieléctrico polar a un campo eléctrico externo. Aqui trataremos el problema algo mds
sencillo en el que intervienen moléculas no polares y en el que los “centros de grave-
dad” de las distribuciones de carga positivas y negativas coinciden normalmente. Las
moléculas simétricas, tales como Hz, N, u O,, o las moléculas monoatémicas, tales
como He, Ne y Ar, se encuentran dentro de esta categorfa.

La aplicacién de un campo eléctrico provoca un desplazamiento relativo de las
cargas positivas y negativas en moléculas no polares, y los dipolos moleculares asi
formados se llaman dipolos inducidos. El tipo més sencillo de molécula que puede
imaginarse es el formado por un solo dtomo. Es posible construir un modelo cldsico
sencillo para el &tomo y de este modelo obtener una expresidn para el momento dipolar
inducido y, en consecuencia, para su polarizabilidad. Aunque lue disefiado
especificamente para tratar moléculas monoatdémicas, el modelo puede utilizarse para
moléculas diatémicas simétricas, aplicindolo por separado a cada uno de los dtomos
de la molécula para obtener las polarizabilidades atémicas. La polarizabilidad molecular
cs cnlonces la suma de éstas, o el doble de la polarizabilidad atdmica.

Un dtomo estd formado por un nicleo extremadamente pequefio cargado positi-

.vamente, rodeado por electrones orbitales que estdn en un estado de movimiento

continuo. Como los electrones recorren sus 6rbitas en un tiempo sumamente corto,
del orden de 10-1% segundos, es evidente que en el dlomo “estdtico” equivalente cada
carga electrénica estd “repartida” sobre su drbita. La mecdnica cudntica nos dice que,
aunque esle panorama es esencialmente correcto, es algo ingenuo; los electrones no
se localizan realmente en 6rbitas, sino que tienen una probabilidad finita de estar
situados en cualquier parte del dtomo. Asf pues, la respuesta del dtomo a un campo
electrostitico o a campos eléctricos que varian lentamente puede enfocarse conside-
rando que el electrén esté distribuido sobre su drbita en ¢l d4tomo y que cada drbita
estd extendida sobre una parte considerable del volumen atémico. En resumen, un
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modelo cldsico sencillo del 4tomo compatible con esto es una carga positiva puntual
(el niicleo) rodeada por una nube esféricamente simétrica de carga negativa en la cual
la densidad es esencialmente uniforme hasta el radio atémico R, y cero a radios
mayores.

Estamos ahora en posicién de calcular la polarizabilidad de este “dtomo”. Se
asignard la carga Ze al nicleo, siendo e el valor absoluto de la carga electronica 'y Zel
nimero atémico. Como el 4tomo es eléctricamente neutro, la carga total de la nube
electrnica es —Ze. Si el 4tomo se coloca en un campo polarizante E_, el nicleo se
desplazaré respecto al centro de la nube de carga una distancia que llamaremos x. Este
desplazamiento se dard en la direccién de E_. Supondremos que la nube de carga se
mueve rigidamente durante este desplazamiento, es decir, no hay distorsién de la nube
por el campo polarizante. El desplazamiento x puede determinarse a partir del equili-
brio de fuerzas sobre el niicleo: la fuerza ZeE, actiia en la direccién del campo, mien-
tras que una fuerza electrostatica entre el niicleo y la nube de carga tiende a restaurar la
configuracién inicial. Por la ley de Gauss, la carga negativa que atrae al niicleo es la
parte de la nube deniro de la esfera de radio x, y si la densidad electrénica en la nubees
uniforme, entonces esta carga es Zex*/R; . En consecuencia,

(Ze)(Zex*/R})
— Y — = ZeE 2
dmeyx? €5 el
0
Zex = 4ne RE,, (5-12)

Como el dipolo atémico formado en este proceso es p,, = Zex, la iltima ecuacion
puede compararse con (5-8), de donde

« = 4neoRy (3-13)

El modelo atémico que acaba de describirse puede probarse comparando los re-
sultados obtenidos a partir de él con los resultados deducidos de otras fuentes. Por
ejemplo, la ecuacién (5-13) puede combinarse con la ecuacion de Clausius-Mossotti
(Ec. 5-10) para eliminar ¢ La ecuacién resultante predice el radio atdmico R en
términos de cantidades determinadas experimentalmente. La R obtenida de este modo
concuerda razonablemente bien con los resultados de otros experimentos en aquellos
casos para los cuales el modelo es particularmente adecuado. R, es del orden de mag-
nitud de 1 angstrom, es decir, 10-'°m (véase el problema 5.1).

La polarizabilidad deducida en la ecuacién (5-13) es una constante, independien-
te del campo polarizante. En consecuencia, la ecuacién (5-13) nos conduce a un valor
constante de K y el dieléctrico asf descrito es lineal.

MOLECULAS POLARES:
LA FORMULA DE LANGEVIN-DEBYE

Como se menciond en la seccién anterior, una molécula polar tiene un momento
dipolar permanente. Una molécula polar estd formada por al menos dos especies
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FIGURA 5.3

Distribucion aleatoria de
dipolos permanentes.

distintas de dtomos. Durante la formaci6n de moléculas, algunos de los electrones pueden
transferirse completa o parcialmente de una especie atémica a otra; la disposicion electré-
nica resultante es tal que los centros de carga positivos y negativos no coinciden en la
molécula. En ausencia de un campo eléctrico, una porcién macroscépica del dieléctrico
polar no estd polarizada, ya que los dipolos individuales estn orientados al azar, como en
la figura 5.3. La polarizacién se ha definido como

1
P=-73 5.

donde la suma se efectiia sobre todas las moléculas del elemento de volumen Av. Cuando
los p,, se orientan al azar, la suma se anula.

Si el dieléctrico polar se somete a un campo eléctrico, los dipolos individuales
experimentan momentos de rotacién que tienden a alinearlos con el campo. Si el cam-
po es suficientemente intenso, los dipolos pueden alinearse por completo y la polariza-
cién alcanza el valor de saturacién

P.=Np_ (5-15)

donde N es el niimero de moléculas por unidad de volumen. Este efecto de orientacién
se suma a los efectos dipolares inducidos, que generalmente también estdn presentes.
Por el momento despreciaremos la contribucion dipolar inducida, pero su efecto se
tendrd en cuenta mds adelante.

A las intensidades de campo que se encuentran normalmente, la polarizacién de
un dieléctrico polar generalmente est4 lejos de su valor de saturacién y, si la tempera-
tura de la muestra se eleva, la polarizacién se vuelve adn menor, La falta de una alinea-
cién dipolar completa se debe a la energfa térmica de las moléculas, que tiende a

‘producir orientaciones aleatorias de los dipolos. El momento dipolar efectivo prome-

dio por molécula puede calcularse mediante un principio de mecanica estadistica que
establece que a la temperatura T la probabilidad de encontrar una energia mole-cular
E determinada es proporcional al factor de Boltzmann

e~ T (5-16)

siendo k la constante de Boltzmann y T' la temperatura absoluta. No se haré aquf una
exposicion completa de la base de este principio; el lector familiarizado con la distri-
bucién de velocidades de Maxwell en un gas perfecto ya lo ha visto anteriormente.
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Segin la ley de distribucidn de Maxwell, la probabilidad de una velocidad molecular
ves proporcional a eMUM 12T Porg en el gas perfecto de Maxwell, las moléculas tienen
solo energfa cinética, %mz'z .En el caso general, E en la ecuacidn (5-16) debe incluir
tanto la energfa cinética E, como la energfa potencial U, y el factor se convierte en

¢~ ExkT o= UIKT (5-17)

La cnergfa potencial de un dipolo permanente p, en un campo eléctrico E_ es

U= —po-E, = —poL,, cos 6 (5-18)

siendo fel dngulo entre p, y el campo eléctrico. Como las energfas cinéticas moleculares
no dependen del campo eléctrico, podemos despreciar por completo la distribucién de
velocidades en el siguiente célculo. El momento dipolar efective de un dipolo molecular
es su componente en la direccién del campo, es decir, p, cos 8. Empleando la relacion
de Boltzmann, resulta que el valor promedio de esta cantidad es

J’pU cos 9€+p"E"' cos 8/kT ao

(pocos 8) =
J- e+pg£,,. cos 8/kT 4o (5_]_9)

donde dS) es un elemento de dngulo sélido que puede sustituirse por 27 sen 8 d8'y
donde los limites de @son 0y 7. Como p,, E_ y kT son constantes de integracion, las
integrales pueden efectuarse directamente. Conviene definir

pﬂEm

== 5-20
Y= (5-20)

La ecuacién (5-19) da entonces

1
(pocos 8) = pn[cothy - ;] (5-21)

que se conoce como férmula de Langevin. La curva que presenta esta funcion se muestra
en la figura 5.4

Puede verse en la figura que la ecuacién (5-21) da realmente un efecto de satura-
¢cién para campos de gran intensidad. Sin embargo, para pequefios valores de y, la
grifica es lineal, y esta regién lineal es importante a temperaturas ordinarias. El mo-
mento dipolar molecular p, de la mayorfa de los materiales polares es tal que
y <<1 para un intervalo completo de intensidades de campo, aun para aquellas que se
aproximan al valor de la rigidez dieléctrica del material, mientras la temperatura esté
por encima de 250 K, aproximadamente. As{ pues, un material dieléctrico que contie-
ne moléculas polares en general es lineal.

Como la regién lineal de la ecuacién (5-21) es la importante, es apropiado
desarrollar coth y en serie de potencias y conservar sélo los primeros términos (véase
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FIGURA 5.4

Grifica de la funcién de
Langevin. El valor
asintético cuando y — o
s uno.

{pg cos 6)
o
o
T

1
Do

¥ = poBm/kT

el problema 5.4), El primer término cancela el dltimo de la ecuacién (5-21), con el

resultado de que

P3E
3kT

El término (p, cos 6) es el momento dipolar efectivo promedio; por tanto, la polariza-

cién P = N{p,cos B) y tiene la direccién de E . En consecuencia, la ecuacién
(5-22a) puede escribirse en la forma

1
(po c0s B) = 3PoY = (5-22a)

lp_Pig (5-22b)
N “3%kT™
Comparando esta ecuacién con (5-8), es evidente que la polarizabilidad ¢ (es decir, el
momento dipolar molecular por unidad de campo polarizante) es

_ pi
&« KT (5-23)
Este resultado se ha deducido despreciando los momentos dipolares inducidos y re-
presenta lo que podriamos llamar polarizabilidad por orientacién. Los efectos dipolares
inducidos, tales como los considerados en la secci6n anterior, dan origen a lo que
podria llamarse polarizabilidad por deformacién, . Entonces, en el caso general, la
polarizabilidad molecular total es

pd
= a, + 2% (5-24
o 4 4] % . )
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Esta expresion se conoce como ecuacion de Langevin-Debye y tiene gran importancia
en la interpretacién de estructuras moleculares.

POLARIZACION PERMANENTE: FERROELECTRICIDAD

Se vio en la seccién 5.1 que el campo molecular E , es el responsable de polarizar las
moléculas individuales. La relacién entre E, y el campo eléctrico macroscépico E se
dio en la ecuacién (5-7). En la mayoria de los casos, la polarizacién es proporcional a
E, de modo que E, se anula cuando E tiende a cero. Pero en ciertas condiciones, la
ecuacion (5-7) también es compatible con una polarizacion permanente (o esponta-
nea), Cuando E se iguala a cero,

1
E,=7"FP 5-25
™ 3eq | B:2)
o, en otras palabras, si existe una polarizacién P, ésta creard en la molécula un campo
eléctrico que tiende a polarizarla. Con toda seguridad existe un campo polarizante;
pero si este campo da origen a una polarizacidn distinta de P, entonces la solucién no
es autoconsistente. Por tanto, si N es el niimero de moléculas por unidad de volumen,

Na
P, = NeaE,, = 3_Pu (5-26)
€p

Este resultado se satisface cuando

P =0

o bien cuando

N
Ne _

3eq = (5-27)

Por consiguiente, la condicién para que se dé una polarizacién permanente es la ecua-
cién (5-27).

Para la mayoria de los materiales, No/3€, es menor que uno, y aparece el
comportamiento dieléctrico ordinario. Sin embargo, en algunos sdlidos cristalinos
se cumple la condicién (5-27). Dichos materiales se llaman ferroeléctricos porque

sus propiedades eléctricas son andlogas a las propiedades magnéticas de los materia-

les ferromagnéticos. El ejemplo m4s conocido de un material ferroeléctrico es el tita-
nato de bario, BaTiO,, que presenta un momento dipolar espontdneo a temperaturas

* Hablando estrictamente, la ecuacién (5-27) se ha deducido para materiales compuestos por un solo tipo
de moléculas y para los cuales el término E' de la seccién 5.1 se anula. En una teoria cuantitativa
aplicable al caso general, la ecuacién (5-27) se sustituye por un sistema de ecuaciones simultdneas.
Tales complicaciones no son necesarias para una comprensién fundamental del origen de la
ferroelectricidad y, en consecuencia, no se analizardn aqui.
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inferiores a 120°C, Esta temperatura se llama punito de Curie del material.

El estado polarizado de un material ferroeléctrico es relativamente estable y puede
persistir durante largos periodos de tiempo. Esto puede sorprendernos has-
ta cierto punto, porque una muestra polarizada estd sujeta a su propio campo des-
polarizante y, dependiendo de la forma geométrica de la muestra, este campo
despolarizante puede ser bastante grande. El campo despolarizante es mayor para
una muestra que tiene la forma de una ldmina plana polarizada en 1a direccién normal
a sus caras. Como se vio en la seccidn 5.1, si las dimensiones de la cara de la limina
son grandes comparadas con su espesor, entonces

E,=——p (5-28)
€

En realidad. la alta estabilidad de un ferroeléctrico polarizado se debe al hecho de que
no hay campo despolarizante sobre la muestra, aun para el caso en ¢l que la forma
geométrica sea la de 1a limina. La muestra se polariza colocdndola entre placas con-
ductoras paralelas a las que posteriormente se aplica una gran diferencia de potencial.
En este proceso la carga libre de las placas se neutralizard en gran parte por la carga de
polarizacién superficial, como sucede también durante la polarizacién de un dieléctrico
comiin. Si las placas paralelas se ponen ahora al mismo potencial, en cortocircuito, el
estado polarizade del ferroeléctrico es todavia energéticamente favorable, de modo
que la carga libre permanece en su lugar, neutralizando todavia la carga de polariza-
cidn. La situaci6n cs algo parecida a la mostrada en la figura 5.5, en la que la carga
libre es mantenida en su lugar por la carga de polarizacién superficial. El campo
macroscépico dentro del ferroeléctrico es cero. Ademds, el campo eléctrico externo es
cero y es dificil distinguir la muestra polarizada de la de un material dieléctrico comiin
no polarizado.

Si se aplica ahora una gran diferencia de potencial de signo contrario a las
placas que rodean el ferroeléctrico polarizado, la muestra cambiard su polarizacién y
las cargas libres de signo opuesto fluirdn a las placas desde el circuito externo en
cantidad suficiente para neutralizar no sélo la carga libre que ya estd alli, sino también

FIGURA 5.5

Muestra polarizada de
material ferrocléctrico.

—_ Superficic libre
— de carga
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FIGURA 5.6

Curva de histéresis para
una muestra ferroeléctrica.

5.5

la nueva carga de polarizacién. Por tanto, una lamina ferroeléctrica entre dos placas
paralelas puede servir como elemento basico de un dispositivo para memoria. Este es
capaz de almacenar cargas sobre las placas que rodean el ferroeléctrico como + o Fy
su polarizacién persiste en ausencia de un campo eléctrico externo. El “niimero” + o
+ puede leerse al aplicar una diferencia de potencial a través de la muestra. Si el campo
aplicado estd en la direccién de la polarizacién original, no pasard ninguna carga a
través del circuito externo: si la diferencia de potencial es opuesta a la polarizacién
original, fluird una carga por el circuito externo al cambiar de sentido la polarizacién
del ferroeléctrico.

Un ferroeléctrico polarizado es estable frente a un campo eléctrico con sentido
inverso siempre y cuando este campo eléctrico no sea demasiado grande. La figura 5.6
muestra la curva completa de polarizacién en funcién del campo eléctrico. Es evidente
que para campos bajos hay dos valores de P para cada valor de E. Una curva tal como
la de la figura 5.6 se llama curva de histéresis. Histéresis significa “quedarse atrds™ y
es evidente que el vector de polarizacidn se retrasa con respecto al vector del campo
eléctrico. Los puntos & y a son las configuraciones estables en E = 0; representan las
polarizaciones £ y +, respectivamente. El punto ¢ es el campo eléctrico que hay que
superar para invertir la polarizacién.

RESUMEN

La polarizacién macroscépica P de un material dieléctrico isétropo depende del mo-

mento dipolar molecular (o de su componente efectiva) p,, que aparece en respuesta
al campo eléctrico local en la molécula, el campo molecular E :

P = Np.
Generalmente, p,, es proporcional a E_ en una buena aproximacion,

p» = K,
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donde « es la polarizabilidad molecular. El campo molecular depende del campo
aplicado E y también de la misma polarizacién (es decir, del campo dipolar de todas
las otras moléculas). En los casos mds sencillos

1
E.=E+—P
3e,
En el caso mds general, E puede eliminarse de estas ecuaciones para dar
P=yE
con la constante de susceptibilidad
Na
N
g _ Ne
3eg

x:

Pero si las moléculas son muy polarizables (Nat > 3€ ), es posible otra solucién con
E =0, P+ 0 (es decir, el material puede ser polarizado espontdneamente en un campo
aplicado cero, como ocurre en un ferroeléctrico).

* Todas las moléculas presentan un momento dipolar inducido en un campo ¢léc-
trico a causa de la deformacion de la distribucién de carga electrénica. Un modelo
lineal sencillo conduce a una constante de polarizabilidad atémica proporcional al
volumen atémico,

&g = 4.TIEnR [3)

* Lasmoléculas polares, que tienen un momento dipolar permanente p,, presentan
ademds una polarizabilidad por orientacion que se describe mediante la funcién de
Langevin deducida por la mecdnica estadistica. A una temperatura elevada T, esta
contribucién también es lineal con

Po
3kT

* La ecuacién de Langevin-Debye combina la polarizabilidad por orientacién y
por deformacidn.

* Unos cuantos materiales, por ejemplo el titanato de bario, presentan
ferroelectricidad.

5.1 (a) Utilice la ecuacién de Clausius-Mossotti para determinar la polarizabilidad de los dto-
mos en las moléculas de aire: N,, O,. (Observe que s6lo puede obtenerse de la ecuacién 5-10 el
promedio ponderado de las polarizabilidades para el nitrégeno y el oxigeno.) (b) Combine este
resultado con la teorfa de la seccidn 5.2 para determinar el radio promedio del dtomo de la
molécula de aire.

5.2 La figura 5.7 muestra una red ctibica simple de moléculas, todas las cuales tienen el
mismo momento dipolar p_ (en direccién y magnitud). Fijemos nuestra atencién en una mo-
lécula particular, digamos la j. Es evidente que la j tiene seis primeros vecinos a una distancia



CAPITULO 6

Energia electrostatica

Muchos problemas de mecénica se simplifican enormemente gracias a consideracio-
nes de energia. En consecuencia, cuando debe estudiarse el comportamiento mecénico
de un sistema eléctrico, puede ser ventajoso usar métodos de energia. En general, la
energia de un sistema de cargas, como la de cualquier otro sistema mecédnico, puede
dividirse en sus contribuciones potencial y cinética. Sin embargo, en condiciones esta-
ticas la energfa total del sistema de cargas existe como energia potencial, y en este
capitulo tendremos un interés particular en la energia potencial que surge de la
interaccidn entre las cargas, la llamada energia electrostdtica.

En la seccion 2.4 se mostr6 que la energia electrostética U de una carga puntual
estd estrechamente relacionada con el potencial electrostdtico @ en la posicidn de la
carga puntual. De hecho, si g es la magnitud de determinada carga puntual, entonces el
trabajo realizado por la fuerza sobre la carga cuando ésta se mueve desde la posicién A
a la posicion B es

B B
Trabajo =f F-dl=qJ’ E-dl
A

A

(6-1)

B
~q[ Vo-al = ~q(9s ~ @
A

Aqui se considera que la fuerza F es solamente la fuerza eléctrica gE en cada punto a
lo largo de la trayectoria. En estas condiciones, la particula cargada se acelerarfa. Si no
se acelera, la fuerza eléctrica debe estar equilibrada en cada punto por una fuerza de la
misma magnitud y de sentido contrario, aplicada mediante algiin otro agente, de tal
modo que €l trabajo total es cero y la energia cinética no cambia. El trabajo efectuado
por esta otra fuerza es

W =q(ps — @a) (6-2)
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Este resultado es igual al incremento producido en la energia electrostéitica de la carga
a lo largo de la trayectoria A — B.

Consideraciones semejantes pueden aplicarse a sistemas de cargas mds comple-
jos. De hecho, la energia electrostitica de una distribucion arbitraria de carga puede
calcularse como el trabajo necesario para reunir dicha distribucion de carga en contra
de la interaccion de Coulomb de las cargas sin considerar otras formas de energfa. Este
cdlculo y algunas de sus consecuencias son la materia de este capitulo.

ENERGIA POTENCIAL DE UN GRUPO
DE CARGAS PUNTUALES

Por energia electrostética de un grupo m de cargas puntuales entenderemos la energia
potencial de un sistema en relacién con el estado en que todas las cargas puntuales
estdn infinitamente separadas unas de otras. Esta energfa puede obtenerse muy fécil-
mente calculando el trabajo para reunir las cargas de acuerdo con la ecuacién (6-2),
trayendo una sola a la vez. La primera carga g, puede ser colocada sin trabajo alguno,
W, =0. Para colocar la segunda, g,, se requiere

“]2 il q?ql
4.‘!1'6{]?'2]

donde r,, =Ir,—r |. Para la tercera carga, g,,

q1 q> ]
W, = +
? 43[4.71760?'31 4:[50?'32

El trabajo necesario para traer la cuarta carga, la quinta carga, etc., puede expresarse
de forma semejante. La energia electrostética total del sistema de m cargas es la suma
de los W; es decir,

5 é w=3 (H *&QL) (6-3)

j=1 M= ATtEgr

Abreviaremos esta expresion de U como

Si ahora ordenamos ‘H?k en forma de matriz, teniendo en cuenta que “ﬁ-ﬁ I«V;(j y po-
niendo W, =0, es evidente que podemos escribir U también como

U=1Y YW (W, =0)
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El fdctor de esta suma, que resulta ser mas simétrica, aparece debido a que la
mteraccmn entre cada par de cargas no debe considerarse dos veces. De este modo,
una forma alternativa mds conveniente de la ecuacién (6-3) es

> I (6-4)

e la segunda sumatoria significa que el término k = j se excluye

=

donde la prima
especificamente.

La ecuacién (6-4) puede escribirse en forma diferente si notamos que el valor
final del potencial ¢ parala j-ésima carga puntual debido a otras cargas del sistema
esta dado por

S (©-5)
Por tanto, la energia electrostatica del sistema es
=3 2 q;9; (6-6)
j=1

Si las cargas puntuales se reunieran en un medio dieléctrico lineal de extensidn infi-
nita, en lugar del vacio, entonces la permitividad € sustituiria a €, en las ecuaciones
(6-4) y (6-5), pero la ecuacion (6-6) permaneceria inalterada. En la siguiente seccién
se mostrard que esta iiltima ecuacion tiene una validez de cardcter general. Se puede
aplicar a un grupo de cargas puntuales que se encuentran en mds de un medio dieléc-
trico e incluso se aplica a conductores de tamafio finito. La tinica restriccién para la
validez de la ecuacidn (6-6) es que todos los dieléctricos en el sistema eléctrico deben
ser lineales.

ENERGIA ELECTROSTATICA
DE UNA DISTRIBUCION DE CARGAS

En esta seccidn calcularemos la energia electrostitica de una distribucién de cargas
arbitraria con densidad de volumen p y densidad de superficie &. Parte de la carga
puede estar localizada sobre las superficies de conductores. De hecho, se considerard
explicitamente que hay conductores en el sistema. Ademds, se considerars que los
dieléctricos en ¢l sistema son lineales. Esta restriccién es necesaria para que el trabajo
efectuado al traer el sistema a su estado de carga final sea independiente de la forma en
que se alcance dicho estado final.

Supongamos que reunimos la distribucién de carga trayendo incrementos de car-
ga &g desde un potencial de referencia @ ), =0. 8i la distribucién de carga estd parcial-
mente formada y el potencial en un punto particular del sistema es ¢'(x, y, z), entonces,
de la ecuacién (6-2), el trabajo necesario para colocar dg en este punto es
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W = ¢'(x, y,z) q (6-7)

El incremento de carga 8q puede afiadirse a un elemento de volumen localizado en (x,
¥, 2), de tal forma que ég = 8p Av, 0 8g puede afiadirse a un elemento de superficie en
el punto en cuestidn, en este caso &g = 60 Aa. La energfa electrostitica total de la
distribucidn de carga reunida se obtiene sumando las contribuciones que tienen la
forma de 1a ecuacidn (6-7).

Dado que el trabajo necesario para reunir las cargas es independiente del orden
en el cual se realice esta accién, podemos escoger un procedimiento particular para
reunirlas en el que la suma de los W se calcule convenientemente. Este procedi-
miento es aquel en el que todas las partes del sistema son traidas a su estado final de
carga al mismo tiempo, es decir que en cualquier etapa del proceso, todas las densida-
des de carga estdn a la misma fraccién de sus valores finales. Llamaremos a esta
fraccién o Si los valores finales de las densidades de carga estdn dados por las fun-
ciones p(x, y, z) y o(x, y, 2), entonces las densidades de carga en una etapa arbitraria
son op(x, y, 2} y ao(x, ¥, z). Ademds, los incrementos de estas densidades son §p =
plx, ¥y, z)doy do= olx, y, z) do. La energia electrostdtica total, que se obtiene suman-
do la ecuacion (6-7), es

1
U= j 6df p(x,y, 2)@'(a;x, y, z) dv
0 v

1
+ [ 64 otx,y, 9/ (s, y, 2) da
(i) Ay

Pero como todas las cargas estdn a la misma fraccién, ¢, de sus valores finales, el
potencial @'(a; x, ¥, z) = a@(x. y, z), donde @ es el valor final del potencial en (x, ¥, 2).
Si sustituimos esta expresién, encontramos que la integracion sobre o es directa y da

1 1
U=3] pe dv + 3 | ote) or) de e

Esta ecuacién da el resultado deseado para la energia de una distribucion de carga. Es
importante hacer notar que el volumen de integracién V debe ser lo suficientemente
grande como para incluir toda la densidad de carga en el problema, y que el potencial

@ es sélo el debido a la propia densidad de carga p (y o). Generalmente las densidades

de carga se anulan fuera de alguna regién limitada, en cuyo caso puede considerarse
que V abarca todo el espacio. Si el espacio total se llena con un solo medio dieléctrico
excepto en ciertos conductores, el potencial estd dado por

o) = — —

1 J‘p(r)dv ) 1 o(r') da (6-9)
4re Jy |r — 1'| 4me )s |r — r'|
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Si se presentan varios dieléctricos, deben cumplirse las condiciones apropiadas en la
frontera, por ejemplo sumando soluciones adecuadas de la ecuacién de Laplace a la
ecuacion (6-9). Las ecuaciones (6-8) y (6-9) son generalizaciones de las ecuaciones
(6-6) y (6-5) para cargas puntuales, Estas dltimas ecuaciones pueden recuperarse como
caso especial si

o(r) = g g5(c — 1)

o) = 3 g8 — 1)

donde la prima en la segunda sumatoria indica que el término k = j no debe ser con-
siderado cuando se tiene una doble suma. Cuando p es una distribucidn continua, la
anulacion del denominador en la ecuacion (6-9) no causa que la integral diverja, de tal
forma que no es necesario excluir el puntor'=r.

Se establecid que hay conductores presentes en ¢l sistema. Aun cuando la ecuacidn
(6-8) cubre este caso bastante bien, es conveniente separar explicitamente la contribu-
cidn de los conductores. La ultima integral incluye, en parte, integraciones sobre las
superficies de estos conductores. Puesto que un conductor es una regién equipotencial,
cada una de estas integraciones puede realizarse:

1 1
> apda=s 059, (6-10)

2 conductor j

donde QJ. es la carga sobre el j-ésimo conductor.

La ecuacion (6-8) para la energia electrostdtica de una distribucidn de car-
ga. que incluye conductores, se convierte en

1
U=_JP¢dU+1 a(pda-*-lz 0, (6-11)
2 v 2 s 2 j

donde la dltima suma se efectia sobre todos los conductores y la integral de
superficie se restringe a superficies no conductoras.

Como vimos en el capitulo 3, en muchos problemas de interés practico todas las cargas
permanecen en la superficie de los conductores. En estas circunstancias, la ecuacién
(6-11) se reduce a

U=12 Qu (6-12)
&

Tendremos ocasidn de desarrollar esta ecuacion en una seccidn posterior de este capitulo.

Por ahora, nos gustaria comparar la ecuacién (6-12) con la ecuacién (6-6), que
fue deducida para una agrupacion de cargas puntuales. A primera vista parece que las
dos ecuaciones son idénticas. Sin embargo, hay una diferencia importante, La ecuacién
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(6-12) se obtuvo a partir de conductores macroscopicos descargados que fueron car-
gados gradualmente trayendo incrementos de carga. De esta forma, la energia descrita
por la ecuacién (6-12) incluye tanto la interacci6n energética entre los diferentes con-
ductores como la energia propia de la carga para cada conductor individual. Si sélo
hay un conductor, su energfa propia U = 10, ¢, se debe a la interaccién energética de
la agrupacién de cargas en el conductor. Sin embargo, para la derivacién de la ecua-
cién (6-6) cada carga puntual se trabajé como una unidad, De aqui que no esté incluida
la energfa para traer la carga puntual a partir de incrementos mas pequefios de carga, la
llamada energfa propia de la carga puntual. Un intento de calcularla darfa un resultado
infinito si la carga fuera un punto en el sentido matematico, pero no estd incluida en la
formulacién de la ley de Coulomb de la fuerza entre las cargas puntuales y no debe
considerarse ahora. Para mostrar que la ecuacién (6-12) proporciona el mismo resulta-
do en el limite cuando los conductores llegan a ser muy pequefios, aproximdndose a
cargas “puntuales”, el potencial del j-ésimo conductor puede expresarse como la suma
de dos términos

@ =@ht @n (6-13)

donde @, es la contribucién al potencial debida a la carga sobre el mismo conductor j,
Yy @,es la contribucién de la carga sobre otros conductores. Asi, la ecuacion (6-12) se
convierte en

=4 E}) Qipi + 3 E}) Qi9p2 (6-14)

El primer término de esta ecuacién representa las diferentes energias propias de los
conductores. Cada energia propia, 1 Qj.jj,, depende de los alrededores del conductor
(ya que la distribucién de carga en cada conductor se ajusta a su medio ambiente).
Ademds, el dnico potencial fisicamente significativo y asociado al conductor j es el
potencial total . De este modo, la descomposicién de la ecuacién (6-14) no tiene
mucho sentido en general. Sin embargo, si los conductores son tan pequefios que pue-
den tratarse como cargas puntuales desde el punto de vista macroscépico, la
redistribucion de la carga en el “punto” no es importante y cada energia propia puede
considerarse independiente de su entorno. Ademads, ya que por potencial de la carga
puntual jentendemos @y la segunda suma de la ecuacidn (6-14) representa la energia

_necesaria para colocar en una posicién determinada un grupo de conductores miy

pequefios previamente cargados, 1o que es equivalente a la ecuacién (6-6).

DENSIDAD DE ENERGIA )
DE UN CAMPO ELECTROSTATICO

En la seccién precedente se desarrollé una expresién para la energia electrostdtica de
una distribucién arbitraria de carga. Esta expresion, ecuacién (6-8), contiene una inte-
gracion explicita sobre 1a distribucidn de carga. Sin embargo, es posible expresar la
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energia electrostdtica del sistema de forma diferente, una forma alternativa frecuente-
mente més dtil. Por medio de transformaciones matematicas (integracién por partes),
convertimos la ecuacion (6-8) en una integral que contiene los campos vectoriales E y
D del sistema.

Consideremos nuevamente una distribucién de carga arbitraria caracterizada por
las densidades p y o. Por conveniencia, se considerard que el sistema de cargas estd
limitado, es decir, que es posible construir una superficie cerrada S’ de dimensiones
finitas que encierre toda la carga. Por otra parte, todas las densidades superficiales de
carga ¢ se considerardn situadas en las superficies de los conductores. Este tltimo
enunciado no es una restriccién en absoluto, ya que la densidad de carga superficial
sobre una zona interfacial entre dos dieléctricos puede extenderse ligeramente y en-
tonces considerarse como una densidad volumétrica p. Las densidades p y o estdn
relacionadas con el desplazamiento eléctrico:

p=V-D
en todas las regiones del dieléctrico, y

=D-n

sobre las superficies del conductor. De aquf que la ecuacién (6-8) se convierte en

=1J‘¢V-de+qu)D-nda (6-15)
2 2 Jg

Aqui, la integral de volumen se refiere a la region en la que V - D es diferente de cero,
y €sta es laregion externa a los conductores. La integral de superficie se efectiia sobre
los conductores.

El integrando de la primera integral de la ecuacién (6-15) puede transformarse
mediante una identidad vectorial que ya hemos tenido ocasién de usar varias veces, la
ecuacion (1.1.7) de la tabla 1.1:

pV-D=V-¢D -D:Vg

De las dos integrales de volumen resultantes de esta transformacién, la primera
puede convertirse en una integral de superficie empleando el teorema de la diver-

gencia. Finalmente, usando el hecho de que E = -V podemos escribir la ecuacion
" (6-15) como

1 1 1 -
U=- ¢D-n’da+—fD-Edv+-f:pD-nda (6-16)
2y 2 Jg

2 S+35

Esta ecuacién puede simplificarse considerablemente. La superficie S + §' sobre la
cual se calcula la primera integral de la ecuacion (6-16) es la superficie total que limita
el volumen V. Esta se compone de S (las superficies de todos los conductores del
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sistema) y de S’ (una superficie que limita nuestro sistema exteriormente y que pode-
mos suponer que se localiza en el infinito). En ambos casos, la normal n' estd dirigida
hacia afuera del volumen V. En la dltima integral, la normal n estd dirigida hacia
afuera del conductor y, en consecuencia, hacia el interior de V. De este modo, las dos
integrales de superficie sobre S se cancelan. S6lo queda demostrar que la integral
sobre §' se anula.

Si nuestra distribucién de carga, que es arbitraria pero limitada, contiene una
carga neta, entonces a grandes distancias del sistema de carga el potencial decae
inversamente con la distancia, es decir, como r-'. D decae como 2. El 4rea de una
superficie cerrada que pasa por un punto a una distancia r es proporcional a r2. En
consecuencia, el valor de la integral sobre S, que limita nuestro sisterna a la distancia
r, es proporcional a r-1y, cuando §' se traslada al infinito, su contribucidn se anula.

Si la distribucién de carga tiene una carga neta cero, entonces ¢l potencial a gran-
des distancias actia como algiin multipolo y decae mds rdpidamente que »~!. Nueva-
mente, puede verse que la contribucién de S’ se anula. Asi pues, para la energia
electrostatica tenemos

U=1fD-Edu (-7
2y

donde la integracién se realiza sobre el volumen del sistema exterior a los conducto-
res, es decir, sobre los diversos dieléctricos del sistema. Por supuesto, la integracion
puede extenderse para incluir todo el espacio, ya que el campo eléctrico E es igual a
cero en el interior de un conductor. Si se aplica esta formulacién a campos que estdn
producidos en parte por cargas puntuales, es necesario restar explicitamente sus “ener-
gias propias” infinitas. (Véase el problema 6-7.)

;Dénde estd localizada la energia electrostdtica del sistema eléctrico? Esta es
una pregunta cuyo significado preciso es dificil de averiguar; no obstante, es conve-
niente imaginar que la energfa estd almacenada en el campo eléctrico. La ecuacién
(6-17) muestra que dicho procedimiento no es del todo irrazonable y, ademas, pres-
cribe que la energfa puede distribuirse con una densidad ; D * E por unidad de
volumen.

Esto nos conduce al concepto de densidad de energia en un campo
electrostdtico:

u=4iD-E (6-18a)

Ya que la ecuacién (6-17) se dedujo con base en dieléctricos lineales, cada dieléctrico
estd caracterizado por una permitividad constante €. Ademds, el anélisis de los capitu-
los anteriores se ha limitado a dieléctricos isétropos. Por tanto, la ecuacién (6-18a) es
equivalente a

2
1 1D (6-18b)

U=

[ 38
[ g ]
m
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ENERGIA DE UN SISTEMA DE CONDUCTORES CARGADOS:
COEFICIENTES DE POTENCIAL

En la seccidn 3.12 se mostré que existe una relacién lineal entre los potenciales y las
cargas de un conjunto de conductores. De hecho, en un sistema formado por N con-
ductores, el potencial de uno de ellos estd dado por

N
%= 2 piQ; (3-52)
j=
La derivacién de la ecuacidn (3-52) se llevé a cabo para N conductores en el vacio. Sin
embargo, estd claro que esta derivacién también es vélida cuando se presentan
dieléctricos en el sistema, siempre y cuando estos dieléctricos sean lineales y estén
desprovistos de carga externa. El coeficiente p, es el potencial del i-ésimo conductor
debido a una unidad de carga sobre el conductor j. Estos coeficientes se llaman gene-
ralmente coeficientes de potencial.

En la seccidn 6.2 se desarrolld una expresion para la energia electrostdtica de un
conjunto de N conductores cargados, es decir, la ecuacidn (6-12). Combinando este

resultado con la ecuacidn (3-52), obtenemos

N N
U=1312 2 p;00 (6-19)

i=1 j=1
Asi pues, la energifa es una funcién cuadrética de las cargas en los diversos conduc-
tores.
Se pueden establecer tres enunciados generales acerca de los coeficientes Py (1)
P;= Py (2) todas las p;son positivas, y (3) p, > p; para toda j. El primero de estos
enunciados se obtiene a partir de la ecuacion (6-19), que expresa U como U (Q, ... Q,)-
Por tanto,

U 3U
U = )d +---+(—)d
(50,) %2 T
Si solamente se varfa dQ,, entonces
U 14
dU = (=) 40 =3 3 (py + P)Q, d0, (6-20)
ac?l 2j=1

Este incremento en la energia electrostdtica también puede calcularse directamente de

. la ecuacitn (6-2). Trayendo d@, desde una region a potencial cero, obtenemos

N
dU = dW = @, dQ, = Y, p,,Q; dQ, (6-21)
i=1

Las ecuaciones (6-20) y (6-21) deben ser equivalentes para todos los valores posibles
de 0, lo que implica que

%(Pu‘ + pa) = Py
0

Pipp = Py (6-22)
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Para demostrar el segundo y tercer enunciados, consideremos que todos los potencia-
les se miden desde una regidn a potencial cero. Ademds, supongamos que el conduc-
tor { tiene una carga positiva Q, y que todos los demds conductores estdn descargados.
Ya que el origen del flujo de desplazamiento es la carga sobre i, es posible seguir cada
linea de desplazamiento que sale del i-ésimo conductor, tal vez via otros conductores,
hasta dicha region. De este modo, @ >0,y p,> 0. De forma semejante, a menos que
el j-ésimo conductor esté cubierto por uno de los otros conductores, todas las lineas de
desplazamiento que invadan j pueden trazarse de regreso hasta el i-ésimo conductor
y todas las lineas que salen del j-ésimo conductor pueden trazarse hasta la region a
potencial cero. Por tanto,

pi > py >0

Sélo queda considerar el caso de un conductor que estd completamente cubierto por
otro conductor. Supongamos que el j-ésimo conductor, el que estd descargado, se en-
cuentra totalmente dentro de la cdscara conductora que encierra el i-€simo conductor.
El campo eléctrico en la regidn interior es obviamente cero; en consecuencia, los po-
tenciales de los dos conductores son los mismos, y F, = F,. Este andlisis prueba los
enunciados (2) y (3) que pueden combinarse en

pizp; >0 (6-23)

La utilidad de los coeficientes Py puede ilustrarse mediante un ejemplo sencillo.

EJEMPLO 6.1  El problema es encontrar el potencial de un conductor esférico descargade en

Uso del coeficiente de poten-  presencia de una carga puntual g a una distancia r del centro de la esfera, siendo
cial para calcular el potencial > R, y R el radio del conductor esférico.

6.5

electrostitico

Solucion: La carga puntual vy la esfera se consideran como un sistema de dos

conductores, y se utiliza la igualdad p, = p,. Si la esfera estd cargada (Q) y el

“punto” estd descargado, entonces el potencial del “punto” es g/47e . Por tanto,
1

dreyr

Pr T8 =

Evidentemente, cuando el "punto” tiene una carga g y la esfera estd descar-
gada, el potencial de esta (ltima es g/47e 1.

COEFICIENTES DE CAPACIDAD E INDUCCION

La ecuacién (3-52), deducida en el capitulo 3 y analizada nuevamente en la seccién
6.4, es un sistema de N ecuaciones lineales que nos da los potenciales de los conduc-
tores en funcién de sus cargas. Este sistema de ecuaciones puede resolverse para las
Q, de tal forma que
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FIGURA 6.1

Los conductores 1y 2
forman un condensador.
Aqui p,= p,, ya que,
por la ley de Gauss,
cuando 1 y 2 estdn
descargados deben estar al
mismo potencial,
independientemente de la
carga sobre 3.
Anilogamente, p,, = Doy

6.6

electrostdtica, llamado condcnsado_r.

N
0: = 2 ¢y (6-24)
i=1

donde c, se llama coeficiente de capacidad y ¢; (i # ) es un coeficiente de induccidn.
La solucién a la ecuacién (3-52), expresando cada una de las ¢ en términos de las Py
puede llevarse a cabo mediante la inversién de matrices.

Las propiedades de las ¢ se deducen de aquellas de las P, que ya se han analizado.
Asi pues, (1) C;=Cys (2) ¢;>0; (3) los coeficientes de induccién son negativos o cero,
(Véase el problema 6.10.)

La ecuacion (6-24) puede combinarse con la ecuacién (6-12) para dar una expre-
si6n alternativa de la energia electrostdtica de un sistema de N conductores:

N N
U=} 2 CiP:p; (6-25)
i=1 j=1
CONDENSADORES

En esta seccién analizaremos un dispositivo importante para almacenar energia

Dos conductores que pueden almacenar cargas iguales y opuestas (xQ),
con una diferencia de potencial entre si que es independiente de que los
demds conductores del sistema tengan cargd o no, forman lo que se llama
un condensador.
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Esta independencia de otras cargas* implica que uno de los conductores del par que
forma el condensador estd cubierto por el otro. En otras palabras, el potencial aportado
a cada uno de los conductores del par por otras cargas debe ser el mismo. Dicha situa-
cion se ilustra en la figura 6.1, en la que los conductores 1 y 2 forman un dispositivo de
este tipo. En general, si dos conductores, 1y 2, forman un condensador, podemos
escribir

1 =pu@ —pQ + @,
P2 =pn@ — pnQ + ¢,

donde +Qes lacargaen 1, -Qeslacargaen2 y @ _es el potencial comtin aportado por
otras cargas.
S1 las ecuaciones (6-26) se restan, encontramos que

Ap = @1 — @2 = (pn + p2 — 2p11)0Q (6-27)

De esta forma, la diferencia de potencial entre los conductores de un condensador es
proporcional a la carga almacenada Q. (Evidentemente, la carga total almacenada es
cero, pero, por convenio, el valor absoluto de la carga sobre uno de los dos conducto-
res se llama carga del condensador.)

(6-26)

La ecuacién (6-27) puede escribirse como

0 =CAgp (6-28)

donde C = (p, + p,, —2p,,)! se llama capacidad del condensador.

Evidentemente, C es la carga almacenada por unidad de diferencia de potencial. En el
sisterna mks, C se mide en coulombs por volt, o farads (1 F= | C/V).

De la ecuacién (6-12) con la ecuacién (6-28), la energfa de un condensador
cargado puede expresarse como

107
2°¢C

Si los dos conductores que forman el condensador tienen formas geométricas

U=%QA¢=%Cm¢f= (6-29)

. sencillas, la capacidad puede obtenerse analiticamente. Asi, por ejemplo, es ficil cal-

cular la capacidad de dos placas paralelas, dos cilindros coaxiales, dos esferas
concentricas, o la de un cilindro y un plano. La capacidad de un condensador de placas
paralelas (Fig. 6.2) se deducird aquf; otros casos sencillos se han dejado para los ejer-
cicios al final del capitulo.

* Lo que hemos descrito es un condensador ideal. En la practica, los condensadores son afectados hasta
cierto punto por las cargas en sus alrededores.
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FIGURA 6.2

Campo eléctrico entre
placas paralelas de drea
finita cargadas

opuestamente,

FIGURA 6.3 ll =

Conexién de I| e

condensadores (a) en o gy C, av C,

paralelo y (b) en serie, . Ay
l Cy ——

(a) (b)

Con excepcién del campo deformado en el borde de las placas paralelas, el cam-
po eléctrico entre ellas es uniforme. Un condensador ideal de placas paralelas es aquel
que tiene una separacién 4 muy pequefia entre las placas comparada con las dimensio-
nes de las mismas. De esta forma, el campo deformado puede despreciarse en el caso
ideal. Si la regién entre las placas se llena con un dieléctrico de permitividad €, enton-
ces el campo eléctrico entre las placas es

1
E=—o=2-
€ €A

" donde A es el drea de una placa. La diferencia de potencial A@ = Ed. Por tanto,

Ll Q _ EA o g gl '-_. . \_'___
SR A A & 4 ° 7 (6:30)

es la capacidad de este condensador.

Cuando un condensador se considera parte de un circuito eléctrico, generalmente
se representa con el simbolo H&. Dos o mds condensadores pueden unirse conectando
uno de los conductores del primer condensador a un conductor del segundo. Las
maneras posibles en las que se pueden unir dos condensadores son por conexién en
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paralelo (Fig. 6.3a) o por conexién en serie (Fig. 6.3b). Después de que se han unido
los condensadores, generalmente es conveniente hablar de 1a capacidad de la combi-
nacién. En el caso de la conexi6n en paralelo, el mismo voltaje A@ que aparece a
través de cada condensador aparece también a través de la combinacién. En conse-
cuencia, la capacidad equivalente estd dada por

Qmal Ql Q2
=t_=—+——=cl+C2 (6-313-)

C
Ap Agp Ay

Si dos condensadores descargados se conectan en serie y posteriormente se cargan, la
conservacidn de la carga requiere que cada condensador adquiera la misma carga. De
esta forma, la capacidad equivalente C de la combinacién se relaciona con C y C,
mediante la expresién

Ap Ap, +Ap, _ 1 1

1
LT e N MR o g (6-31b)
c @ Q ¢ G

FUERZAS Y MOMENTOS DE ROTACION

Hasta ahora, en este capitulo hemos desarrollado varios procedimientos alternativos
para calcular la energfa electrostdtica de un sistema de cargas. Mostraremos ahora
¢6mo la fuerza sobre uno de los elementos del sistema de cargas puede calcularse a
partir del conocimiento de la energia electrostdtica.

Supongamos que tenemos un sistema aislado formado por varias partes (conduc-
tores, cargas puntuales, dieléctricos) y permitimos que una de estas partes haga un
pequefio desplazamiento, dr, debido a la influencia de las fuerzas eléctricas F que
actdian sobre ella. En estas circunstancias, el trabajo realizado por la fuerza eléctrica
sobre el sistema es

dW =F-dr = F,dx + E dy + F, dz (6-32)

Debido a que el sistema estd aislado, el trabajo se hace a costa de la energia electrostatica
U. En otras palabras, de acuerdo con la ecuacion (6-1),

dW = —dU (6-33)

Combinando las ecuaciones (6-32) y (6-33) se obtiene

~dU = F,dx + F,dy + F, dz

au

* ox

con expresiones semejantes para F y F. Esto es, en este caso F es una fuerza
conservativay F = - VU.

(6-34)
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Si el elemento considerado estd restringido a moverse de tal forma que gire alre-
dedor de un eje, entonces la ecuacién (6-32) puede ser reemplazada por

dW = 1-de (6-35)

donde T es el momento de rotacién eléctrico y d es el diferencial del desplazamiento
angular. Al escribir T y 6 en funcién de sus componentes (7, 7,, 7,) y (d6,, d6,, ae,),
y al combinar las ecuaciones (6-33) y (6-35) obtenemos

ou
T, = 691 (6-36)

y asi sucesivamente.
De esta forma hemos alcanzado nuestro objetivo:

ne-(2),
= (j_z)g (6-362)

donde el subindice Q se ha afiadido para indicar que el sistema estd aislado y, en
consecuencia, su carga total permanece constante durante el desplazamiento dr o d6.
Para aprovechar este método, es necesario expresar U de forma analitica y conocer la
dependencia especifica de U con respecto a la coordenada x o 8,. M4s adelante se dard
un ejemplo que muestra la utilidad del método.

Sin embargo, las ecuaciones (6-34a) y (6-36a) no cubren todoq los casos de inte-
rés ya que, como se menciond en su deduccion, se limitan a sistemas aislados en los
que la carga del sistema permanece constante. En otro tipo importante de problemas,
todas las cargas se encuentran en las superficies de los conductores y se mantienen a
potenciales fijos por medio de fuentes de energfa externas (es decir, por medio de
baterfas). Aqui nuevamente podemos permitir que una de las partes del sistema se
mueva bajo la influencia de las fuerzas eléctricas que actdan sobre ella y el trabajo
realizado (esta vez por el sistema y las baterias) estard aiin relacionado con la fuerza
por la ecuacién (6-32). En este caso, el trabajo se convierte en

dW = dW, — dU (6-37)

_donde dW, es el trabajo suministrado por las baterias. Antes de que procedamos a

encontrar una expresion para U y la fuerza sobre alguna parte del sistema para este
caso, serd necesario eliminar dW, de la ecuacién (6-37).

La energia electrostitica U de un sistema de conductores cargados ya se ha dado
en la ecuacidn (6-12). Si ahora parte del sistema se desplaza mientras el potencial de
todos los conductores permanece fijo,

dU =} 3 ¢, dQ, (6-38)
I
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FIGURA 6.4

Bloque de dieléctrico
sacado parcialmente de
entre dos placas cargadas.

Ademds, el trabajo proporcionado por las baterfas, dW,, es el necesario para mover
cada uno de los incrementos de carga dQ, desde el potencial cero hasta el potencial del
conductor apropiado. Por la ecuacién (6-2) este trabajo es

aw, = 2 @, dQ; (6-39)
Por tanto, !
dw, = 2dU (6-40)

Al usar esta ecuacion para eliminar dW, de la ecuacion (6-37) y al combinar el resul-
tado con la ecuacion (6-32), obtenemos

dU = F,dx + F,dy + F, dz

= (%})w (6-41)

Aqui el subindice ¢ se usa para indicar el hecho de que los potenciales se mantie-
nen constantes durante el desplazamiento virtual dr. De manera semejante, podemos
derivar

_{8U
T, = (3_91)-;9 (6-42)

Para ilustrar el método de 1a energia, consideremos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6.2 Un condensador de placas paralelas separadas una distancia d tiene la regién

Fuerza recuperadora sobre  entre las placas llena de un bloque de sélido dieléctrico de permitividad . Las
un bloque dieléctrico parcial-  dimensiones de cada una de las placas son:  de largo y w de ancho. Las placas se
mente sacado de un  mantienen a una diferencia de potencial constante A@. Si el bloque de dieléctrico

condensador

se saca a lo largo de la dimensidn / hasta que sélo 1a longitud x permanece entre
las placas (véase la Fig. 6.4), calcule la fuerza que tiende a arrastrar el bloque a
su posicién inicial.
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Solucidn. La energfa del sistema puede calcularse por varios métodos. Asf, por
ejemplo, ya que E = Dj/d es igual en todas partes entre las placas, podemos usar

1
U=—f€E2dv
2y

donde la regi6n de integracién debe incluir s6lo aquellas partes del espacio en las
que E'0.Despreciando los efectos de deformacion en el borde del condensador,

encontramos
1 [Ag\? 1 [Ag\?
U= Ee(-d—tp) dwx + EED(T@) dw(l — x)
La fuerza puede calcularse a partir de la ecuacién (6-41):
(Ap)* 1

1
F, = 5(6 — €q)w = E(K - 1eoE*wd

d

en la direccidn en que se incrementa x.

El caso en el que las placas estdn aisladas (carga constante Q) se trata en los
problemas 6.19 y 6.24,

RESUMEN

La energia potencial electrostatica de un sistema de cargas puntuales se calcula como
el trabajo que tendria que hacer un agente externo en contra de las fuerzas de Coulomb
entre las cargas para reunirlas en la configuracién dada. Esto se expresa como

U=312q9
donde ¢, el potencial en la posicién de la carga q; debido a todas las ofras cargas, es

' Gy

qjj - Z 4.’!60?}-}‘

con el término k = j excluido. Para una distribucién general de carga, la energfa
electrostitica, siempre y cuando todos los dieléctricos presentes sean lineales, se con-

_vierte en

lf=%jp¢du

donde el potencial @es el producido por la densidad de carga externa p en presencia de
un medio dieléctrico (p puede incluir la carga concentrada en una distribucién super-
ficial o en cargas puntuales). La integracién por partes transforma la energia que estd
en dieléctricos lineales en una integral,

U=Judv



158 6 Energia electrostatica

de la densidad de energia del campo eléctrico,
1 1D?

1
=—E-D=-¢E*==
=g 25 e

Cuando esta férmula se aplica a cargas puntuales, la “energfa propia” infinita de éstas
debe restarse.

¢ Cuando toda la carga es una distribucién superficial sobre conductores, cuyas
superficies son equipotenciales, la energia electrostitica se expresa como

T
U=12 0w
Se encuentra entonces que los coeficientes en las funciones lineales
@ = 2 Py Q;
y en las funciones inversas
Q= Z Ci P,
satisfacen las condiciones
Pi = Pjir Cij = Cj

(Ademés, p,2 p,>0yc¢,>02c;)

= En el caso especial en el que dos conductores forman un condensador,

U=10Agp
con
Q=CAg
Para un condensador de placas paralelas,
€A
C=—
d

¢ Lafuerza eléctrica sobre una parte de un sistemna aislado, con carga constante en
cada conductor, es menos el gradiente de la energia electrostitica,

£ =-(2Y
aIQ

Si el sisterna no estd aislado, pero el potencial de cada conductor se mantiene constan-
te por un agente externo (bateria), la fuerza estd dada por
d

\Ox/ g



CAPITULO 7

Corriente eléctrica

Hasta ahora hemos tratado con cargas en reposo; ahora deseamos considerar cargas en
movimiento uniforme. Esto implica estudiar conductores de electricidad, ya que, por
definicién, un conductor es un material en el que los portadores de carga son libres de
moverse bajo campos eléctricos estacionarios (véase la Sec. 2.5). La definicion ante-
rior incluye no sélo los conductores convencionales, tales como metales y aleaciones,
sino también los semiconductores, electrélitos, gases ionizados, dieléctricos imperfec-
tos y aun el vacfo en las proximidades de un citodo emisor termoidnico. En muchos
conductores, los portadores de carga son electrones; en otros casos, la carga puede ser
conducida por iones positivos o negativos.

La carga en movimiento constituye una corriente y el proceso por el cual la carga
se transporta se llama conduccidn. Para ser precisos, la corriente [ se define como la
velocidad a la que se transporta la carga a través de una superficie dada en un sistema
conductor (por ejemplo, a través de una seccién transversal determinada de un alam-
bre). De este modo,

« 29

I
dt

7-n
donde Q = Q(z) es la carga neta transportada en el tiempo . La unidad de corriente en

el sistema mks es el ampere (A), llamado asf en honor del fisico francés André Marie
Ampére. Evidentemente,

coulomb

1 ampere =1
segundo
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FIGURA 7.1

Diagrama esquemdtico del
movimiento de los
electrones en un metal.
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7.1

NATURALEZA DE LA CORRIENTE

En un metal la corriente es transportada completamente por electrones, mientras que
los iones positivos pesados estén fijos en posiciones regulares de la estructura
cristalina (Fig. 7.1). Sélo los electrones atémicos de valencia (los mds exteriores) tie-
nen libertad para participar en el proceso de conduccién. Los otros electrones estdn
ligados fuertemente a sus iones. En condiciones de estado estacionario, los electrones
pueden introducirse en el metal por un punto y extraerse por otro, produciéndose una
corriente, pero el metal como un todo es electrostiticamente neutro. Fuerzas
electrostdticas intensas impiden que un exceso de electrones se acumule en cualquier
punto del metal. De forma semejante, una deficiencia de electrones es corregida por
fuerzas electrostaticas de signo contrario. Veremos posteriormente que el exceso de
carga se disipa con extremada rapidez en un conductor. Observemos, pues, que es
posible estudiar ¢l tema de la corriente eléctrica sin tener en cuenta los efectos
electrostdticos detallados que estén asociados con los portadores de carga.

En un electrdlito, la corriente es conducida tanto por iones positivos como por
lones negativos, aunque, debido a que algunos iones se mueven m4s ripidamente que
otros, la conduccién por un tipo de ion predomina generalmente. Es importante hacer
notar que iones positivos y negativos que viajan en sentidos opuestos (Fig. 7.2) contri-
buyen a producir corriente en el mismo sentido. La base de este hecho se evidencia a
partir de la ecuacién (7-1), ya que la carga neta transportada a través de una superficie
dada depende tanto del signo del portador de carga como del sentido en el que se esté
moviendo. Asf pues, en la figura 7.2, tanto los grupos de portadores positivos como los
negativos producen corrientes hacia la derecha. Por convenio, el sentido en que se
mueve el portador positivo (o, de manera equivalente, el sentido opuesto a aquel en
que se mueve el portador negativo) se toma como la direccién o sentido de la co-
rriente. En general, una corriente eléctrica se origina como respuesta a un campo
eléctrico. Si se establece un campo eléctrico en un conductor, dicho campo causa que
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FIGURA 7.2 [ ———
Corriente producida por el

movimiento de portadores I

de carga negativos y | @
positivos. O&— |

los portadores de carga positiva se muevan en ¢l sentido general del campo y los
portadores negativos en el sentido opuesto al del campo. En consecuencia, todas las
corrientes producidas en el proceso tienen la misma direccién que el campo.

En una descarga en un gas, la corriente es transportada tanto por electrones como
por iones positivos, pero como los electrones tienen mayor movilidad que los iones
pesados, pricticamente toda la corriente es transportada por electrones. La conduc-
cién en gases es algo mds complicada porque las poblaciones electrénica y idnica
varfan enormemente con las condiciones experimentales (estdn determinadas princi-
palmente por la presién del gas y la caida de potencial a través del gas). En ciertas
condiciones se originan cascadas, proceso en el que los pocos iones que estdn presen-
tes inicialmente se aceleran y ocasionan colisiones ineldsticas con dtomos neutros,
produciendo asf iones y electrones adicionales. Los iones adicionales también pueden
dar lugar a colisiones ionizadoras, con el resultado de que la densidad de portadores
crece enormemente.

En las figuras 7.1 y 7.2 hemos representado los portadores de carga dividiéndolos
en grupos, cada uno de los cuales tiene un movimiento comiin llamado movimiento de
deriva del grupo. Sin embargo, la figura se ha simplificado sobremanera. Cada grupo
de portadores de carga representa realmente un conjunto de particulas en equilibrio
térmico con su medio ambiente, de manera que cada particula tiene un movimiento
térmico asf como un movimiento de deriva. Pero el movimiento térmico, aunque pue-
de ser grande, también es aleatorio y, en consecuencia, no da lugar a un transporte de
carga organizado. Por otra parte, el movimiento de deriva no es aleatorio. Por consi-
guiente, al considerar estos procesos de conduccion es admisible olvidar el movimien-
to aleatorio, que no contribuye a la corriente total, y utilizar la representaci6n sencilla
de las figuras 7.1 y 7.2. No obstante, para otros procesos de transporte, tales como la
conducci6n en un gradiente térmico (que da lugar al efecto termoeléctrico), es necesa-
rio tener en cuenta el movimiento térmico en forma detallada para entender completa-
mente el fendmeno,

Las corrientes que hemos descrito hasta ahora en esta seccién se llaman corrien-
tes de conduccién. Estas corrientes de conduccidn representan el movimiento de de-
riva de los portadores de carga en un medio neutro, que como un todo, puede estar y
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FIGURA 7.3

Movimiento de deriva de
portadores de carga a
través del plano da en un
tiempo &t

i R
A

=4

-—v-n&r—-—l

7.2

generalmente estd en reposo. Los liquidos y los gases pueden ademds experimentar un
movimiento hidrodindmico y, si el medio tienc una densidad de carga, este movimien-
to hidrodindmico producird corrientes. Tales corrientes, que provienen del transporte
masivo de un medio cargado, se llaman corrientes de conveccion. Las corrientes de
conveccidn son importantes en relacion con la electricidad atmosférica. De hecho, las
corrientes de conveccidn ascendentes en las tormentas son suficientes para mantener
el gradiente de potencial normal de la atmésfera por encima de 1a Tierra. El movimien-
to de particulas cargadas en el vacio (tales como electrones en un diodo al vacio)
constituye también una corriente de conveccién. Una caracterfstica importante de la
corriente de conveccion es que no es electrostticamente neutra y su carga electrostdtica
por lo general debe tomarse en cuenta,

En el resto de este capitulo trataremos exclusivamente con corrientes de conduccién.

DENSIDAD DE CORRIENTE: ECUACION DE CONTINUIDAD

En esta seccién consideraremos primero un medio conductor que tiene sélo un tipo de

. portador de carga, cuya carga es g. El mimero de estos portadores por unidad de volu-

men sc representard con N. De acuerdo con la seccién anterior, despreciaremos su
movimiento térmico aleatorio y asignaremos la misma velocidad de desplazamiento o
deriva v a cada portador. Estamos ahora en posicién de calcular la corriente que pasa
por un elemento de drea da tal como el ilustrado en la figura 7.3. Durante el tiempo 6,
cada portador recorre una distancia v &. Es evidente, a partir de la figura, que la carga
00 que atraviesa da durante el intervalo &t es g veces la suma de todos los portadores
de carga en el volumen v - n 6t da, donde n es un vector unitario perpendicular al drea
da. De la ecuacidn (7-1), la corriente que pasa a través de da es:
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_6Q gNv-nbtda

a4 ot ot

= Nqgv-nda (7-2)

Si hay presente mds de una clase de portadores de carga, habrd una contribucién de la
forma (7-2) para cada tipo de portador. En general, la corriente que pasa por el drea da es

d= [2 N,-q,—v,—] “nilg (7-3)

Aqui la sumatoria se efectiia sobre los distintos tipos de portadores.

La cantidad entre corchetes es un vector que tiene dimensiones de corriente
por unidad de 4rea; esta cantidad se llama densidad de corriente y estd dada
por el simbolo J:

J= 2 Nigiv, (7-4)

La densidad de corriente puede definirse en cada punto de un medio conductor y es,
por tanto, una funcién vectorial puntual. Es una cantidad dtil, una cantidad que entra
directamente en las ecuaciones diferenciales fundamentales de 1a teoria electromagné-
tica. La unidad mks de J es el ampere/metro? (A/m?). La ecuacion (7-3) puede escribir-
se en la forma

dl =J-nda

y la corriente que pasa a través de la superficie S, que es un drea superficial de forma
arbitraria y de tamafio macroscdpico, estd dada por la integral

= . 7-5
I J;J nda (7-3)

La densidad de corriente J y la densidad de carga p no son cantidades indepen-
dientes, sino que estdn relacionadas en cada punto por una ecuacién diferencial, la
llamada ecuacidn de continuidad. Esta relacion tiene su origen en el hecho de que la
carga no puede crearse ni destruirse. La ecuacion se deduce con mayor facilidad apli-
cando la ecuacién (7-5) a una superficie S arbitraria cerrada. La corriente eléctrica
que entra en V, el volumen encerrado por S, estd dada por

1=—3§J-nda=—jv-1dv (7-6)
5 v

En esta eculacic’m, la dltima integral se obtiene utilizando el teorema de la divergencia.
El signo menos aparece porque n es la normal hacia afuera y deseamos considerar 1
positiva cuando el flujo neto de carga va del exterior de V hacia su interior. Pero de la
ecuacion (7-1), I es igual a la razén con que la carga se transporta al interior de V:
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0 d
_40_d 7.7
& L pray Ll

Como estamos considerando un volumen fijo V, la derivada con respecto al tiempo
opera s6lo sobre la funcién p. Sin embargo, p es funcién tanto de la posicién como del
tiempo, de modo que la derivada con respecto al tiempo se convierte en derivada
parcial con respecto al tiempo cuando pasa al interior de la integral. En consecuencia,

1

ap :
1= [ 24 :
Lot v (7-7b)
Las ecuaciones (7-6) y (7-7b) pueden ahora igualarse
ap )
— +V:J]dv=0 2
LG &

Pero V es completamente arbitrario y la tinica forma en que la ecuacién (7-8) sea
vélida para un elemento de volumen arbitrario del medio es que el integrando se anule
en cada punto, lo que conduce al siguiente resultado.

La ecuacién de continuidad es:

E'E)—+V-J=0 (7-9)
ot

LEY DE OHM: CONDUCTIVIDAD

Experimentalmente se encuentra que en un metal a temperatura constante la densidad
de corriente J es linealmente proporcional al campo eléctrico.

Por tanto, 1a ecuacidn constitutiva es
J=gE (7-10)
La constante de proporcionalidad g se denomina conductividad. La ecua-

cién (7-10), que se llama ley de Ohum, es una muy buena aproximacién para
un gran niimero de materiales conductores comunes.

Sin embargo, en el caso general, la ecuacidn (7-10) debe sustituirse por

J=g(E)E
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donde g(E) es funcion del campo eléctrico. Los materiales para los que la ecuacién
(7-10) es vilida se llaman medios lineales isétropos o medios 6hmicos. Aqui nueva-

mente, come con los dieléctricos, nos interesard principalmente el caso lineal.
El reciproco de la conductividad se llama resistividad 1;* asi,

n=z
g

(7-11)

La unidad de 7 en el sistema mks es volt metro/ampere o simplemente ohm/metro,

TABLA 7.1
Resistividad n7 y

cocficiente de temperatura
de la resistencia ot de
algunos materiales a

20°C.

1dn

Material 7, Qm &% ndT’ 6
Aluminio 2.65 x 104 0.0043
Cobre 1.67 x 108 0.0039
Oro 2.35x 108 0.004
Hierro 9,71 x 108 0.0065
Niquel 6.84 x 10-8 0.0069
Plata 1.39 x 10-8 0.0041
Mercurio 95.8 x 108 0.0009
Tungsteno 5.51 x 10-® 0.0045
Constantin (Cu 60, Ni 40) 49,0 x 1038 0.0000
Nicromo 100.0 x 10-% 0.0004
Germanio (puro) 0.46 -0.048
Germanio (5 x 10-6% As) 0.011
Grafito 1.4 x 105
Solucién saturada de NaCl 0.044 -0.005
Oxido de aluminio 1x 10"

Vidrio 1010 — 104
Iodo 1.3 x 107
Cuarzo (Si0,) 1x 1014
Azufre 2 x 1015
Madera 108 — 10U

Fuente: Datos tomados del Handbook of Chemistry and Physics, 58a. ed., Cleveland, Ohio, CRC Press
Inc., 1978.

* Los simbolos comunes para la resistividad y la conductividad son p y o, respectivamente, pero para
evitar la posible confusién con la densidad volumétrica de carga py la densidad de carga superficial g,
utilizaremos los simbolos 17y g.



7.3 Ley de Ohm: conductividad 169

FIGURA 7.4 Gl " T
Geometrfa de un segmento N — D/
de alambre recto. L |

I ‘ ]

donde el ohm () se define como
1volt

lohm = ———
1 ampere

La unidad de conductividad g es Q- m™, o S/m. Un siemens (S) es el reciproco del
ohm. (A un siemens antes se le decia mho.)

En la tabla 7.1 se dan las resistividades de algunos materiales comunes. Es evi-
dente de esta tabla que todos los materiales conducen la electricidad hasta cierto gra-
do, pero que los materiales que hemos llamado aislantes (dieléctricos) son conductores
mucho peores que los metales en un factor enorme (tan grande como 10%3). La dife-
rencia entre un conductor y un aislante se analizard de forma mds cuantitativa en la
seccién 7.7.

Consideremos una muestra conductora, que obedece la ley de Ohm, en forma de
un alambre recto de seccién uniforme, cuyos extremos se mantienen a una diferencia
de potencial constante A. (Véase la Fig. 7.4.) Se supone que el alambre es homogé-
neo y que estd caracterizado por una conductividad constante g. En estas condicio-
nes, existird un campo eléctrico en el alambre que esté relacionado con A@ por la
ecuacién

Ap = fE-dl (7-12a)

Es evidente que no puede haber componente de estado estacionario del campo eléctri-
co perpendicular al eje del alambre, ya que por la ecuaci6n (7-10) esto produciria que
la superficie del alambre se cargara continuamente. Por tanto, el campo eléctrico es
puramente longitudinal.

Ademds, debido a la forma geométrica, el campo eléctrico debe ser el mismo en
todos los puntos del alambre. Por consiguiente, la ecuacién (7-12a) se reduce a

Ag = El (7-12b)
donde [ es la longitud del alambre. Pero un campo eléctrico implica una corriente de

densidad J = gE. La corriente que pasa por una seccién del alambre es

I=J’J-nda=JA (7-13)
A

siendo A el drea de 1a seccidn transversal del alambre. Combinando la ecuacién (7-13)
con (7-10) y (7-12b), obtenemos
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)
que proporciona una relacion lineal entre I y Ag.
La cantidad //gA se llama resistencia del alambre y se representard con el simbolo
R. Utilizando R, podemos escribir de nuevo la ecuacién (7-14):

Ag = RI (7-15)

=84 @ (7-14)

que es la forma familiar de la ley de Ohm (R se mide evidentemente en ohms). La
ccuacién (7-15) puede considerarse como una definicién de la resistencia de un objeto
o dispositivo por el que pasa una corriente constante. En el caso general, R dependeri
del valor de esta corriente. Sin embargo, como ya mencionamos, nos interesan princi-
palmente los materiales lineales, llamados materiales Ghmicos, y en éstos R es inde-
pendiente de la corriente.

El trabajo realizado por el campo cuando una carga dQ se mueve a través de una
diferencia de potencial Ap es dW = dQ Ag. La potencia correspondiente es

P=1Ag = I’'R = (Ag)*/R

donde las dos dltimas formas se obtienen por combinacién con la ley de Ohm. Esta
potencia se disipa por calentamiento de Joule del material.

CORRIENTES ESTACIONARIAS EN MEDIOS CONTINUOS

Hay una analogia muy estrecha entre un sistema electrostatico de dieléctricos limitado
por superficies equipotenciales, por una parte, y un sistema que conduce una corriente
estacionaria, por otra. Esta analogfa es el tema de la presente seccién.

Consideremos un medie conductor 6hmico (lineal), homogéneo, en condiciones
de conduccién en estado estacionario. Puesto que estamos tratando especificamente
con el estado estacionario, la densidad de carga local p(x, y, z) estd en su valor de
equilibrio, y dp/dr = 0 para cada punto del medio. En consecuencia, la ecuacién de
continuidad (Ec. 7-9) se reduce a

v-J=0 (corrientes estacionarias) (7-16)

Utilizando la ley de Ohm en combinacién con (7-16) obtenemos

V-gE=0
que para un medio homogéneo se reduce a
V-E=0

Pero ya que V x E = 0 para un campo estético, E puede derivarse de un potencial
escalar:

E=-Vgp

La combinacién de las dos ultimas ecuaciones da
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Vg =0 (7-17)
que es la ecuacion de Laplace.

Por tanto, vemos que un problema de conduccién en estado estacionario puede
resolverse de 1a misma forma que los problemas electrostaticos. La ecuacién de Laplace
se resuelve con una de las técnicas analizadas en el capitulo 3, y la solucion estd deter-
minada, como siempre, por las condiciones en la [rontera. Las condiciones en la fron-
tera que son suficientes para resolver el problema son aquellas que especifican ya sea
¢ o J en cada punto de la superficie del medio conductor. Especificar J en la superficie
es equivalente a especificar E, ya que los dos vectores estén relacionados por la ley de
Ohm. Una vez que se ha hallado la solucién apropiada de la ecuacién de Laplace,
puede determinarse E (y en consecuencia J) en cada punto dentro del medio a partir de
la operacidn gradiente. _

En la conduccidn en estado estacionario, la corriente que atraviesa un drea de la
zona interfacial entre dos medios conductores puede calcularse en dos formas; en fun-
cion de la densidad de corriente en ¢l medio 1 o en funcién de la densidad de corriente
en el medio 2. Como los dos procedimientos deben conducir al mismo resultado, la
componente normal de J debe ser continua al atravesar la zona interfacial;

Jin s 12,, (74-183)

FIGURA 7.5

Cuba electrolitica
bidimensional. Los tres
conductores metdlicos se
mantienen a los
potenciales ¢, 0,y ¢,
donde, por conveniencia,
Se supone que @, > @, >
©,. El simbolo v~ denota
un resistor cuyo valor
puede variarse y G s un
galvandmetro. La
resistencia de los alambres
se considera despreciable.
Silos resistores R, y R, se
ajustan de tal modo que no
pase corriente a través de
Gentonces @ =@ yla
misma corriente /' pasa a
través de R, y R,. En estas
circunstancias, @ =@ —
I'Ri=¢,+IR, 0 =

sutda

@ =@ - Q’_!)Rl"r(Rl * Rz)'
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81E1n = g2E, (7-18b)

Esta ecuacién es andloga a la ecuacién de continuidad de D, al atravesar las zonas
interfaciales entre dieléctricos en problemas electrostaticos.
Puesto que el campo es estdtico en cada medio,

%E-dl=0

para una trayectoria cerrada que liga ambos medios, y
El.r = EZ.‘

por la derivacién de la seccién 4.7, Esta ecuacién es evidentemente la misma para
ambos tipos de problemas (electrostéticos y de conduccién estacionaria).

Un ejemplo de las ideas anteriores se muestra en la “cuba electrolitica™ de la
figura 7.5. Aqui, varios electrodos metdlicos, que se conectan a fuentes externas de po-
tencial, se colocan en un medio conductor liguido (idealmente de extensién infinita) de
conductividad moderada (tal como una solucién salina). Como la conductividad de la
solucidn salina es mucho menor que la de un metal (véase la tabla 7.1), el campo elécirico
en el metal (para la misma densidad de corriente) es mucho menor que en la solucidn. La
razén entre campos es tan pequefia que E en el metal puede despreciarse y es posible
considerar que cada electrodo metdlico es una superficie equipotencial. Puede utilizarse
una pequefia sonda, como se ve en la figura 7.5, para explorar el potencial en la solu-
cion, y de esta forma hacer un esquema de las superficies equipotenciales. Una posible
utilidad de este experimento es la de proporcionar una solucién numérica para la ecua-
cion de Laplace que, en caso de que la forma geométrica sea complicada, puede ser
dificil de determinar analiticamente. La solucién encontrada no se limita al problema de
conduccidn, sino que se aplica igualmente al problema electrostético equivalenteen el

(7-19)

FIGURA 7.6

Problema electrostitico
equivalente al problema de
conduccion de la figura
anterior. Como la figura
7.5 representa una
conduccion bidimensional,
el problema electrostdtico
también es bidimensional,
y cada conductor es un
cilindro de longitud
infinita.

Dielectrico
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que los mismos electrodos metdlicos estdn rodeados por un medio dieléctrico (Fig.
7.6). El método de la “cuba electrolitica” se utilizé ampliamente en el pasado para
resolver problemas electrostdticos con formas geométricas complicadas, pero actual-
mente estos problemas se suelen resolver con un computador,

Como un segundo ejemplo de la relacién entre conduccién y electrostética, con-
sideremos dos electrodos metdlicos en un medio infinito 6hmico homogéneo, de
conductividad moderada g. Si los electrodos metdlicos se mantienen a los potenciales
@,y ©,, la corriente / entre ellos es

Py~ P2

Jroitile . F2

R

que define la resistencia R entre los dos electrodos*, Esta corriente puede expresarse
en funcién de la densidad de corriente J en el medio;

I=§J-nda
s

donde S es cualquier superficie cerrada que rodea completamente uno de los electro-
dos (excepto por un alambre de metal aislado que conduce la corriente al electrodo
para mantenerlo a potencial constante). Pero

J=gE
Combinando las tres tltimas ecuaciones, obtenemos

@ =@
f:giE-ndﬂ (7_20)

Si el mismo campo eléctrico se produjera por cargas electrostéticas sobre los dos elec-
trodos metélicos en un medio dieléctrico, entonces, por la ley de Gauss,

1
ng-nda=~Q (7-21)
5 €

donde Q es la carga sobre el electrodo metélico rodeado por la superficie Sy € es la
permitividad del medio. En estas circunstancias, los dos electrodos formardn un
condensador:

0 =C(e:— 92) (7-22)
Al sustituir las ecuaciones (7-21) y (7-22) en (7-20), obtenemos

€
RC = g (7-23)

Este resultado relaciona la resistencia entre dos conductores en un medio conductor
débil y la capacidad del problema electrostético equivalente.

* Ya que [ es el equivalente a O en el problema electrostitico, / es proporcional a Ag y 1/R se define como
la constante de proporcionalidad. Véase la ecuacion (7-22).
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De hecho, esta relacién es mds que una analogia entre medios dieléctricos y con-
ductores. También es vdlida para cualquier medio que tenga conductividad g y
permitividad €. Ya que no existe un dieléctrico ideal, todo dieléctrico real tiene una g
distinta de cero, aunque sea muy pequefia. Por otro lado, incluso un buen conductor
tiene su propio valor de €, por pequefio que sea. De aqui que un condensador tenga
una resistencia de fuga y que una resistencia tenga una pequefia capacidad asociada, y
en cada caso R y C del dispositivo estdn relacionados por la ecuacién (7-23) (aproxi-
madamente, ya que el medio no es infinito).

APROXIMACION AL EQUILIBRIO ELECTROSTATICO

En el capitulo 2 se demostré que el exceso de carga reside sobre la superficie de un
conductor. Esta situacién es el estado de equilibrio. La aproximacién al equilibrio no
se estudi6 en el capitulo 2, pero se establecié que para buenos conductores (metalicos)
el equilibrio se alcanza muy rdpidamente. Cuanto menos conductor sea el material,
mds lenta serd la aproximacion al equilibrio electrostético. De hecho, si la conductividad
del material es extremadamente baja, puede tardar afios o aun m4s en alcanzar el equi-
librio electrostitico.

Consideremos un medio isétropo homogéneo, caracterizado por una conductividad
g y permitividad €, as como por una densidad de carga volumétrica p,(x, y, z). Si este
sistema conductor se aisla repentinamente de los campos eléctricos aplicados, tenderd
hacia la situacién de equilibrio en la que no hay exceso de carga en el interior del
sistema. Segtin la ecuacién de continuidad,

op

il 7-9)
S v-J (7-9)

que, con ayuda de la ley de Ohm, se expresa como

dp

— +gV-E=0 7-24
b (7-24)
Pero V - E se relaciona con las fuentes del campo. De hecho, V - E = p/e, de modo que
o9p &
—— 4+ 245=0 7-25
5% g p (7-25)
La solucién a esta ecuacion diferencial parcial para g y € constantes es
p(x,y, 2, 1) = polx, y, z)e”#" (7-26)

y se ve que el estado de equilibrio se alcanza exponencialmente.
De la ecuacidn (7-26) es evidente que la cantidad /g tiene dimensiones de tiem-
po; se le llama constante de tiempo o tiempo de relajacion ¢, del medio:

L. =

L

€
Siaeq (7-27)
g
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La constante de tiempo mide la velocidad a la que el medio se aproxima al equilibrio
electrostdtico. M4s precisamente, es el tiempo que ha de transcurrir para que la carga
en una regién determinada disminuya a 1/e de su valor original.

Un material mostrard su comportamiento como conductor en un campo particu-
lar aplicado si su constante de tiempo es mucho menor que el tiempo que caracteriza
un cambio en el campo aplicado. Para algunas aplicaciones, una constante de tiempo
menor que 0.1 segundos es suficiente, y como la mayorfa de las permitividades no
metdlicas* caen en un intervalo de €, a 10€, se requiere un material de resistividad
menor de 10% 0 101 Q - m. Para aplicaciones de alta frecuencia se necesita una cons-
tante de tiempo menor y, por consiguiente, una resistividad menor para que haya real-
mente un comportamiento como conductor. De hecho, 1a ecuacién es

1
[ K }
donde f es la frecuencia mds alta que interviene en el experimento. Exactamente la
condici6én opuesta se aplica para el comportamiento como dieléctrico,

REDES DE RESISTENCIAS Y LEYES DE KIRCHHOFF

Hasta agui hemos analizado la conduccion principalmente desde el punto de vista del
transporte de carga en un medio conductor, y hemos enfocado el problema en términos
de las ecuaciones diferenciales que deben aplicarse en cada punto. La cantidad impor-
tante por determinar en estos casos es la densidad de corriente J. Pero en muchos
problemas de interés préctico los portadores de carga estdn restringidos a seguir una
trayectoria de baja resistencia, llamada circuito, y entonces las cantidades de interés
son las corrientes en cada parte del circuito. En esta seccién limitaremos nuestro and-
lisis a circuitos por los que circulan corrientes estacionarias (constantes), es decir,
circuitos de corriente directa. Un circuito puede estar formado por varias ramas; de
hecho, es posible definir un circuito como una malla de varios caminos de conduc-
cién, cada uno de las cuales puede contener voltajes aplicados o fuentes de voltaje. El
problema central para el andlisis de circuitos es: conocidas la resistenciay la fuente de
voltaje en cada rama del circuito, encontrar la corriente en cada una de estas ramas.

En el capitulo 2 se demostrd que la integral de la componente tangencial de un

campo electrostitico alrededor de cualquier trayectoria cerrada se anula. Es decir, para

un campo electrostético,

ng cdl =0 (7-28)

* No podemos aplicar la ecuacién (7-27) a un metal, ya que no se conoce el valor apropiado de €; de
hecho, f =7 = 1014 5, donde 7es el tiempo de colisién que se discutird en la seccién 7.7. Como se vers,

para tiempos més cortos que T no es vilido considerar que J = gE.
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Para un material 6hmico, J = gE. En general, en el caso is6tropo esta expresion se
modifica a J = g(E)E, pero g(E) es siempre una cantidad positiva, de tal modo que la
ecuacién (7-28) implica que J - dl = 0. En consecuencia, se tiene que una fuerza
puramente electrostatica no puede hacer que una corriente circule en el mismo sentido
alrededor de un circuito completo. O, dicho de otra manera, una corriente constante no
puede ser mantenida solamente por fuerzas electrostéticas. Sin embargo, una particula
cargada g puede experimentar otras fuerzas (mecdnicas, “quimicas”, etc.) ademads de
la fuerza electrostdtica macroscépica, de tal modo que, en parte del circuito, la carga se
mueve en direccion opuesta a E. En las secciones anteriores hemos dejado de lado la
cuestién de la causa de la corriente eléctrica suponiendo que dos puntos en un objeto
conductor se mantenfan a una diferencia de potencial constante A por medio de fuen-
tes externas de energia. Hasta aquf, todavia es suficiente para nuestros propdsitos su-
poner que existen tales fuentes de voltaje,* pero haremos una breve pausa para analizar
cémo de hecho se pueden producir.

En el laboratorio, un voltaje constante es generalmente producido por una bateria
o por una fuente electrénica de alimentacién (la cual rectifica y suaviza la sefial de
vollaje), pero podria producirse por una variedad de otros medios; por ejemplo, un
generador de Van de Graaff. Este dltimo es conceptualmente el caso mds sencillo de
analizar. En el generador de Van de Graaff las cargas se depositan literalmente en un
extremo de una cinta mévil y se transportan a otro punto de energia potencial superior
situado en el otro extremo, donde se quitan de la cinta. En una operacién de estado
estacionario, E + dl = 0 a lo largo de cualquier trayectoria cerrada. Por ejemplo, la
integral es negativa a lo largo de la cinta e igualmente positiva a lo largo de una trayec-
toria exterior entre los extremos de la cinta. Puede haber un flujo de corriente constan-
te externa a través de unaresistencia conectada entre los extremos. La potencia aportada
simplemente es la potencia mecdnica necesaria para mover la cinta que transporta las
cargas en direccién opuesta al campo eléctrico. La operacién de una bateria es similar
(excepto que las “fuerzas” que intervienen en una baterfa dependen de la mecénica
cudntica de la electroquimica), y E * dl = 0 alrededor de cualquier trayectoria cerra-
da, aun cuando pase a través del electrélito de la baterfa. Sin embargo, lo que importa
para el andlisis de circuitos es simplemente que E - dl = () alrededor de una trayecto-
ria cerrada que contenga las ferminales de la fuente de voltaje, pasando parte de la
trayectoria a través de la red de resistencias y la otra parte directamente a través de las
terminales, pero por fitera de la fuente. El objeto de la teorfa de circuitos eléctricos es
desarrollar un procedimiento para analizar la parte que atraviesa la red de resistencias;

‘no necesitaremos analizar la causa (mecdnica, quimica o la que sea) de la diferencia de

potencial entre las terminales de la fuente de alimentaci6n, sino simplemente referir-
nos a ésta como un voltaje aplicado, V. Una fuente ideal proporcionarfa un voltaje ¥V,

* En otros textos, el voltaje aplicado por una fuente se llama generalmente fuerza electromotriz (o fem),
aunque voltaje aplicado es el término que se usa en el laboratorio para esta diferencia de potencial. El
término histérico fem y su concepto mismo son bastante confusos ¢ innecesarios y, por tanto, no se
empleardn aqui. Reservaremos el término fem para un concepto un poco diferente que estudiaremos més

adelante (Cap. 11).
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FIGURA 7.7

Conexion de dos resistores
(a) en serie y (b) en
paralelo.

Rl RZ Rl _Il_...
VATAA - NN—— AN
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que seria independiente de la corriente proporcionada por la fuente, pero el voltaje en
terminales de una fuente real depende en cierto grado de la corriente V" = V(). La
suposicién mds sencilla que se aplica por lo general es que la dependencia es lineal;

EI’F:%_R;I

El coeficiente R, se llama resistencia interna y 'V, se llama voltaje en circuito abierto
(o fem en la mayoria de los otros textos).

Antes de entrar en el problema general de las redes, veremos primero las co-
nexiones elementales en serie y en paralelo de los resistores. La resistencia definida en
la seccidn 7.3 es una propiedad del objeto material en consideracién y depende tanto
de la naturaleza del material que compone el objeto como de la forma que éste tiene.
(En cambio, la resistividad depende sélo de la naturaleza del material conductor.) Un
objeto conductor de forma adecuada que se caracteriza principalmente por su resisten-
cia recibe el nombre de resistor y se representa generalmente con el simbolo 4w Los
resistores pueden conectarse para formar una red de resistencias y las formas en que
dos resistores pueden combinarse se ilustran en la figura 7.7. La figura 7.7a muestra
una conexién en serie en la que la misma intensidad de corriente [ pasa por ambos
resistores. Aplicando la ecuacidn (7-15) a cada resistor y observando que la diferencia
de potencial* V =V, + V,, encontramos que

V= R]l + Rz[ = (R] + Rz)f
Por tanto, la resistencia equivalente de la combinacion es

R =R;+ R, (conexibn en serie) (7-29)

"En la conexidén en paralelo (Fig. 7.7b), la diferencia de potencial a través de cada

resistor es la misma, y la corriente total que pasa por la combinacién es /=1, + 1,
Aplicando la ecuacidn (7-15), vemos que

Vv |74 1 1
g el
R R B R

* En esta seccion usaremos el simbolo ¥ en lugar de A¢ para la diferencia de potencial, de acuerdo con la

notacidén mas comin de circuitos eléctricos.
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FIGURA 7.8

Red de resistores.
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y la resistencia equivalente R de la combinacién se obtiene de

1 1 1

—_—= — 4 — x - - 1
R R, "R, (combinacién en paralelo) (7-30)

La resistencia equivalente de una red més complicada, como la de la figura 7.8, puede
determinarse combinando los resistores por pares, de acuerdo con las ecuaciones (7-29)
0 (7-30), y repitiendo luego el procedimiento hasta que quede sélo una resistencia
equivalente. Aunque este procedimiento no es aplicable a todas las redes, toda red que
tenga dos terminales puede ser reducida a una resistencia equivalente por el procedi-
miento que se describe en el siguiente parrafo.

Cualquier problema de redes puede resolverse de una forma sistemdtica por me-
dio de dos reglas llamadas leyes de Kirchhoff.* Antes de enunciar estas leyes, defini-
remos dos términos. Un node es un punto del circuito donde concurren tres o mds
conductores, tal como el punto a, b, ¢ o d de la figura 7.9. Una malla es cualquier
trayectoria conductora cerrada en la red.

Podemos enunciar ahora las leyes de Kirchhoff:

L. La suma algebraica de las corrientes que circulan hacia un nodo es
cero; es decir,
SL=0 M

II. La suma algebraica de las diferencias de voltaje en cualquier malla
de la red es cero; es decir,

2V=0 @

La primera ley es sélo un enunciado formal del hecho de que la carga no se acumula en
ningtin nodo del circuito como resultado de la corriente constante. Es una reformulacién

* Llamadas asi en honor de Gustay Robert Kirchhoff (1824-1887).
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FIGURA 7.9

Circuito tipico que
requiere la aplicacién de
las leyes de Kirchhoff. El
simbolo =i se emplea
para representar una
fuente de voltaje. En un
problema tipico de
circuitos, se especifican
las V" y las R, y hay que
calcular las corrientes. Dos
de las seis ecuaciones para
las corrientes del circuito
mostrado son:

A+ +I,=0y ¥,
=I.R+ILR +1R,.
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de la ecuacién de continuidad en la forma de las ecuaciones (7-6) y (7-7), lo que es
equivalente a

V-I=0 (corrientes estacionarias) (7-16)
La segunda ley es simplemente una reafirmaci6n de
% E-di=0 (campos estdticos) (7-28)
Para aplicar las leyes de Kirchhoff necesitamos recordar la ley de Ohm:
La caida de potencial en una resistencia RJ. es
V; = LR, (resistor) (7-15)

donde se considera que el potencial mds alto estd en el extremo por donde se supone

que entra la corriente en la resistencia. La ecuacién (7-15) es una forma equivalente de

J=¢gE (medio lineal) (7-10)

Finalmente identificaremos los voltajes aplicados
V=7

Combinando ésta y la ecuacién (7-15) podemos reescribir la segunda ley de Kirchhoff
como

(voltaje aplicado)

2V =2 IR (ITa)
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Sideben tenerse en cuenta las resistencias internas de la fuente, pueden transferirse al
segundo miembro de (Ila).

Antes de aplicar las leyes de Kirchhoff a un problema especifico, es necesario
considerar los sentidos para las corrientes en cada uno de los ramales. Estos sentidos
deberin indicarse en el esquema del circuito. La formulacién de las ecuaciones Dy
(IIa) se lleva a cabo entonces tomando como base los sentidos asignados. Si la solu-
cién numérica de estas ecuaciones da un valor negativo para una corriente particular,
cl sentido correcto de esa corriente es el contrario al supuesto. En el problema ilustra-
do en la figura 7.9 hay seis corrientes desconocidas. Estas se designan con los simbo-
los 7, Ir L1, !5 e ,’b; a cada una se le ha asignado un sentido.

La primera ley de Kirchhoff puede aplicarse a cada nodo del circuito, pero las
ccuaciones asf obtenidas no son todas independientes. La regla general es que si hay #
nodos, s6lo s - 1 de éstos producirdn ecuaciones independientes. En el problema de la
figura 7.9 hay seis corrientes desconocidas, La solucién requiere tres ecuaciones de
nodos y tres ecuaciones de mallas.

Las sumas en (I) y (ITa) son sumas algebraicas. En (I) la corriente se considera
positiva si su sentido supuesto es hacia el nodo en cuestién, o negativa si se le ha
asignado un sentido tal que se aleja de la unién. Al aplicar las ecuaciones de malla,
algin sentido (ya sea el de las agujas del reloj o el contrario) debe tomarse como el
sentido del recorrido. Una fuente de voltaje se toma con signo positivo si el voltaje
(por si mismo) produce una corriente positiva en el sentido del recorrido. Un término
IR se toma con el signo positivo si la corriente a través de cada resistor en cuestién va
en la direccién de recorrido de 1a malla.

EJEMPLO 7.1  Considere la red de resistencias que se muestra en la figura 7.10. Los resistores
Corriente enunaredde R, R; y Ry, asf como los voltajes V', y ¥/, estdn especificados. El problema es

resistencias con dos fuentes de  encontrar las corrientes en los resistores.

voltaje

Solucién: Lafigura 7.10 se ha dibujado y sefialado de modo semejante a la figura
7.9. Marcarelas las corrientes consideradas I, 1, , eI, que pasan por los resistores
de tal modo que estén de acuerdo con las de 1a figura 7.9. Aplicando las leyes de
Kirchhoff encontramos que:

13 + 1’5 - 11 = D
Vl = IlRl + I5R5
Vo= LR; — LRs

Utilizaremos la primera de estas ecuaciones para eliminar I, de la dltima. Luego,
resolveremos cada una de las ecuaciones restantes para I, y las igualaremos.
Despejando /, obtenemos

" V2 + 1
. R; + fR,
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FIGURA 7.10

Red de resistencias para el
ejemplo 7.1,

R,
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+
7
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e
R
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7.7

donde f =1+ Ry/Rs.

TEORIA MICROSCOPICA DE LA CONDUCCION

Con base en un modelo microscépico de un conductor es posible entender el compor-
tamiento lineal expresado como la ley de Ohm, asi como otras caracteristicas experi-
mentales de la conduccién. Consideremos una particula libre del medio, con cargagy
masa m. Bajo la influencia de la fuerza eléctrica local, gE, su velocidad de deriva
aumentard de acuerdo con m dv/dt = gE. Si la particula cargada se encontrara en el
vacio, continuaria acelerdndose. Sin embargo, en un medio material por el que pasa
una corriente constante, la velocidad de deriva es constante y, por tanto, la fuerza total
sobre la particula debe ser cero. Otra fuerza, debida al medio, debe actuar ademdés de la
fuerza eléctrica. La suposicidn mds sencilla posible es que esta fuerza de equilibrio sea
proporcional a la velocidad, de modo que la ecuacién del movimiento es

dv
R (7-31)
mdr q A 4

Puede verse inmediatamente que, cuando dv/df = 0,

vi=—E (7-32)

Esta ecuacién es la solucién en estado estacionario para la velocidad de deriva. Sin
embargo, es interesante examinar la solucién completa de la ecuacidn (7-31):

v(t) = %E(l — gGimy (7-33)
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si se toma la condicién inicial v(0) = 0. Esta ecuacién demuestra que la velocidad de
deriva se aproxima exponencialmente a su valor estacionario, como e, donde el
tiempo de relajucion T es

T = G (7-34)

Eliminando G de las ecuaciones (7-32) y (7-34) encontramos que la velocidad de
deriva en estado estacionario es

v, =L (7-35)
m

Combinando ésta con la ecuacién (7-4) para un solo tipo de portador de carga, obtene-
mos la densidad de corriente

Ng*t

J = Ngv, = E (7-36)

que es proporcional al campo de acuerdo con la ley de Ohm. Comparando ésta con la
ecuacion (7-10), tenemos la conductividad

_ Ng*t
m
0, en ¢l caso de que haya varios tipos de portadores de carga,

A ng'fi
g=2 oy

(7-37)

Para un conductor electrénico razonablemente bueno, tal como un semiconductor
o un metal (pero no un electrélito), podemos interpretar 7 fisicamente como el tiempo
medio entre colisiones de un electrén de conduccién. En tales materiales el electrén se
acelera por un periodo corto, después del cual sufre una colisién con uno de los 4tomos
del material. Como resultado de esta colisién el electrén se desvia en una direccién
aleatoria, de modo que el efecto promedio de una colisién reduce la velocidad de deriva
del electrén a cero otra vez. Siel tiempo medio entre colisiones es Ty la velocidad media
neta es v, entonces el electrén pierde la cantidad de movimiento m v, después de cada
tiempo 7. En estado estacionario, el valor de la razén de momento perdldo mu /T es
igual a la razén de momento ganado ¢ y el resultado es idéntico a la ecuacién (7 -35).

~ El tiempo medio 7 se relaciona con el recorrido libre medio del electrén mediante

I =vst (7-38)

donde v, es la velocidad térmica de los electrones. Es importante recalcar que vpes
mucho mds grande* que la velocidad de deriva v, (aunque su sentido es aleatorio).
Para la mayoria de los metales, vp.es del orden de ]0“ m/s (casi independiente de la
temperatura), y para un semiconductnr es de cerca de un orden de magnitud mds

* S6lo por este hecho, 7 puede considerarse independiente del campo acelerador E.
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pequefio a temperatura ambiente. Por otra parte, la velocidad media de deriva ¢, no es
superior a 10-? m/s en metales normales. En los metales y semiconductores, el recorri-
do libre medio es tipicamente del orden de 10-* m a temperatura ambiente, de modo
que 7= 10 s en los metales. En los semiconductores, 7 puede ser de un orden de
magnitud mds grande. En uno u otro caso, T es también el tiempo en que se inicia o
decae una corriente dhmica. De este modo, la corriente cambia prdcticamente de
forma instantdnea después de que el campo se aplica, o quita, en resistores hechos con
estos materiales. Hacemos notar que en un metal el tiempo de relajacién 7 para el
decaimiento de la corriente, el tiempo de colisién y la constante de tiempo ¢ para
disipar el exceso de densidad de carga, resultan ser los mismos aunque son concep-
tualmente diferentes*.

Es evidente, de la tabla 7.1, que el grupo de materiales de mayor conductividad
eléctrica es el de los metales. Estos materiales tienen una alta conductividad porque
contienen una gran densidad de portadores de carga, del orden de uno por cada dtomo
del metal, y porque su velocidad de deriva por unidad de campo cléctrico cs alta. En
los metales sdlo consideramos un tipo de portador de carga, el electrén. En consecuen-
cia, las ecuaciones de conduccidn son mds sencillas en este caso:

J = —Nev, (7-39)
g = Ne(v/E) = Ne*t/m (7-40)

donde e ¢s el valor absoluto de la carga electrdnica. La velocidad de deriva del elec-
trén por unidad de campo eléctrico (v,/E) se llama movilidad del electrén. Una gran
movilidad implica un tiempo de colisién 7largo o, lo que es equivalente, un recorrido
libre medio grande. Para tener una idea del recorrido libre medio de los electrones de
un metal, tendremos que considerar la dindmica de las colisiones de los electrones.
Sabemos que el conductor es electrostdticamente neutro sélo en promedio, que hay
grandes variaciones en el potencial en distancias del orden de un angstrom, y que una
particula cargada, como un electrén, deberd chocar o dispersarse por variaciones de
potencial. Pero también sabemos que la naturaleza ondulatoria del electrén desempe-
fia un papel importante en su movimiento a la escala atémica. Una solucién del proble-
ma de las colisiones de los electrones empleando conceptos de mecanica ondulatoria
estd fuera del contexto de este libro. Simplemente enunciaremos el resultado: En un
cristal perfecto con un potencial periddico tridimensional, una onda electrénica no
choca; su tiempo de colision T es infinito. Asi pues, la conductividad finita de los
metales proviene de las imperfecciones en la estructura perfectamente periddica. Estas
imperfecciones son de dos tipos: (1) impurezas e imperfecciones geométricas (tales
como fronteras granulares en materiales policristalinos), y (2) imperfecciones
térmicamente inducidas que provienen del movimiento térmico de los dtomos en la
estructura. Ambos tipos contribuyen independientemente a la resistividad (regla de
Matthiessen), de modo que

* En un conductor malo, puede ser que’el tiempo de colisién no tenga significado o7, pucde ser inversamen-

mente proporcional a T de acuerdo con las ecuaciones (7-27) v (7-37).
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n=m+ nT) (7-41)
donde T es la temperatura absoluta.

En metales muy puros, la contribucién dominante a la resistividad a temperaturas
ordinarias es la dispersion de las ondas electrénicas por los dtomos desplazados
térmicamente. Asf, 1) = 71,(T). La seccidn eficaz de dispersién de un dtomo desplazado
es proporcional al cuadrado de su amplitud de vibracién (x2), en otras palabras, a su
energia potencial maxima. Suponiendo que las fuerzas eldsticas recuperadoras actdan
sobre los dtomos desplazados,

(Energia potencial), , = (Energia cinética) . o< kT
de modo que

N=n % ()" xx’=T (7-42)
0, expresado en palabras, la resistividad de un metal puro es proporcional a la tempe-

ratura absoluta. El coeficiente de temperatura de la resistencia, (1/7]) dn/dT, para un
metal muy puro es, por tanto,

¥= L ar=T (7-43)

que concuerda aproximadamente con los valores para los metales de la tabla 7.1. Ha-
blando estrictamente, el argumento anterior es vélido sélo para temperaturas superio-
res a la temperatura de Debye del metal (la temperatura por encima de la cual se
excitan todos los modos de vibracién atémica). A temperaturas algo menores que la de
Debye, 11 decae por debajo de la relacion lineal predicha por la ecuacién (7-42). A
temperaturas muy bajas, la contribucién de 17, no puede despreciarse.

La adicién de pequefias cantidades de una impureza soluble siempre aumenta la
resistividad. Una aleacién, que puede considerarse como un metal impuro, tiene siem-
pre mayor resistividad que la del metal base de menor resistividad (Fig. 7.11).

FIGURA 7.11

Resistividad de aleaciones
de cobre-niquel en funcién
de la composicion a 20°C.
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El coeficiente de temperatura o de una aleacion es evidentemente menor que el de un
metal puro, precisamente porque su resistividad es mayor, pero se han encontrado
algunas aleaciones con coeficientes de temperatura extremadamente pequeiios.

RESUMEN

Los principales usos tecnoldgicos de la electricidad dependen de las corrientes causa-
das por cargas en movimiento; éstas son importantes también para el magnetismo,
como veremos en el préximo capitulo. Se define la densidad de corriente en un punto
localizado del espacio como

J . z N,:q,"";
Puesto que la densidad de carga es
p= 2 Niqi

esta tiltima puede hacerse cero, aunque no asi la corriente. La corriente total a través de
una superficie S es

I=f]-nda
5
8]
dQ
I1=—=
dt

La conservacién de carga se expresa localmente con la ecuacion de continuidad
3p
ot
(De momento, consideraremos principalmente corrientes estacionarias, para las cua-
les V + J =0, asi como 8J/9r = 0.) La corriente de conduccién en un medio estd dada por

vV-J+ 0

_una ecuacidn constitutiva, que en el caso lineal mas sencillo define la conductividad g:

J=gE
que es la ley de Ohm.

* La resistencia de un conductor recto y de seccion transversal uniforme es
R =1/gA
* En un medio conductor continuo con corrientes estacionarias el potencial satisfa-
ce la ecuacidn de Laplace,

Vip =0
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PROBLEMAS

Las condiciones en la frontera que se aplican a E son las mismas que en un medio
dieléctrico, y aquellas que se aplican a J son semejantes a las que se aplican a D.
Consecuentemente, entre dos conductores inmersos en un medio infinito,

RC = £ (unidades mks)
8

= Si la densidad de carga volumétrica en un medio conductor no es inicialmente
cero, desaparece con una constante de tiempo

t. = 2 (unidades mks)
g

Para metales, este tiempo es del orden de 1014 5; para malos conductores puede ser de
muchos meses.

» Para circuitos eléctricos, las ecuaciones estdticas V * J =0y V x E =0 se convier-
ten en las leyes de Kirchhoff:

> L =0 enunnodo (I)

2 V,=0 enunamalla (II)

Para proporcionar la potencia disipada en los resistores por la corriente estacionaria,
deben aplicarse voltajes por medio de dispositivos (tales como baterias), cuya opera-
cién no puede describirse dentro del contexto de 1a electrostdtica, Luego, con la ley de
Ohm, la resolucién completa del problema es directa.

* Lateorfa microscépica de la conduccion 6hmica depende de la existencia de una
fuerza lineal retardadora que actda sobre las cargas libres en el medio, ademads de la
fuerza eléctrica aceleradora. Expresada en términos de un tiempo de relajacién T,
resulta

_ Ng’t
m
El tiempo T es la constante de tiempo para el establecimiento local de una corriente
6hmica después de la aplicacion del campo; en casos précticos Tes breve (1014 s para
metales). Para buenos conductores electronicos (metales, semiconductores) 7 se inter-
preta como el tiempo medio entre colisiones. En estos casos, depende del recorrido
libre medio electronico de acuerdo con

T =1l/vy

donde ;. es la velocidad térmica aleatoria (no la velocidad de deriva neta).

7.1 La méxima corriente que pasa por un alambre de cobre que tiene un drea de seccidn trans-
versal de 2 mm? es de 20 A, (a) ;Cudl es la densidad de corriente correspondiente en A/m?? (b)
Suponiendo que cada dtomo de cobre contribuye con un electrén de conduccidn, calcule la
velocidad de deriva electrénica que corresponde a esta densidad de corriente. (Nimero de



CAPITULO 8

El campo magnético de
corrientes estacionarias

El segundo tipo de campo que interviene en el estudio de la electricidad y del mag-
netismo es el campo magnético. Tales campos, o mejor dicho, los efectos de tales
campos, se han conocido desde épocas muy antiguas, cuando se observaron por
primera vez los efectos de la magnetita (Fe,0,), el imdn permanente que se encuen-
tra en forma natural. El descubrimiento de la propiedad que presenta este material
de poder indicar el norte y el sur tuvo una profunda influencia en la navegacién y
exploracidén primitivas. Sin embargo, excepto por esta aplicacidn, el magnetismo
fue muy poco utilizado y sus fenémenos se entendieron aun menos; esto durarfa
hasta principios del siglo x1x, cuando Oersted descubrié que una corriente eléctrica
producia un campo magnético. Este trabajo, junto con la obra posterior de Gauss,
Henry, Faraday y otros, llevé al campo magnético a una situacién prominente como
socio del campo eléctrico. El trabajo tedrico de Maxwell y otros (véanse los capitu-
los 11 y 16) ha demostrado que esta asociacidn es real y que los campos eléctricos y
magnéticos estdn inextricablemente entrelazados. Los esfuerzos de gente prictica
han dado como resultado el desarrollo de maquinaria elécirica, equipos de comuni-
caciones y computadores que dependen de fendmenos magnéticos y que desempe-
fian un papel muy importante en nuestra vida diaria. En este capitulo se dardn las

. definiciones bdsicas del magnetismo, se estudiard la produccién de los campos mag-

8.1

néticos por corrientes estacionarias, y se mencionardn algunos fundamentos impor-
tantes para trabajos que se desarrollardn posteriormente.

DEFINICION DE LA INDUCCION MAGNETICA

En el capitulo 2 se vio que la fuerza de Coulomb sobre una carga ¢ localizada en r
debida a una carga g, que se encuentra en el origen estd dada por
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1 gqr
L
4”6() r2 r

6-1)

donde se considerd implicitamente que las dos cargas estaban en reposo.

Silas cargas se movieran con velocidades constantes v y V. Tespectivamen-
te, existiria ademds una fuerza magnética F, ejercida sobre ¢ por g,

r
B = 2090 o (3, xE) 82

Aqui el nimero i, /47 tiene el mismo papel que 1/47e  tuvo en electrostética; es decir,
es la constante necesaria para hacer que la ley experimental sea compatible con un
conjunto de unidades. En unidades mks, por definicion,

S T e

4n
exactamente, y esta condicién nos conduce a la definicién primaria de coulomb.
(Véase la Sec. 8.3.) Del mismo modo que en el caso de la fuerza electrostdtica, es
conveniente valernos de las propiedades de una “carga de prueba” para definir un
campo magnético. En este caso, no solamente la carga de prueba g, sino también su
velocidad v, deben aparecer como factores:

F, = gv X B, (8-3)
donde la induccidn magnética B es
Ho 4 r
B=—Zv x- -4
PR &4

Si hay presentes varias carga méviles, las fuerzas y campos magnéticos deben sumar-
se. Del mismo modo, alguna clase de proceso de paso al limite debe incluirse también
en la definicién de B (como se hizo cuando se defini6 el campo eléctrico) para asegu-
rar que la carga de prueba no afecte a las fuentes de B. La unidad de induccién magné-
tica en el sistema mks segiin la ecuacidn (8-3) es el newton-segundo por coulomb-metro,
llamado tesla (T).

Si se encuentran presentes un campo eléctrico y un campo magnético, la
fuerza total sobre una carga mévil es F,+F,

F=g(E +vXxB) (8-3)

que se conoce como fiuerza de Lorentz.

La fuerza magnética entre dos cargas es méds compleja que la fuerza eléctrica,
debido a la dependencia con respecto a la velocidad y los productos cruz. Primero,
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las semejanzas entre ellas son que ambas fuerzas dependen del producto de las cargas
y del inverso del cuadrado de su separacién (ademds de una constante dimensional).
Sin embargo, la direccidn de la fuerza magnética no es a lo largo de la linea que une
las particulas (es decir, no es una fuerza central), a menos que v sea perpendicular ar.
La fuerza estd siempre contenida en el plano definido por r y v,. Mds importante adn,
la fuerza es siempre perpendicular a v; de la ecuacién (8-3), v - F_ = 0 para cualquier
campo B, de modo que una fuerza magnética nunca efectia trabajo sobre una parti-
cula cargada. Una comparacién més estricta entre E.y 'Fz puede verse si multiplica-

"mos el numerador y el denominador de la ecuacién (8-2) por € Comparando el

resultado con la ecuacién (8-1) se observa que € 4, debe tener dimensiones del in-
verso de una velocidad al cuadrado. Escribiremos

1
Epllg = ? ; (8-6)

donde c tiene las dimensiones de una velocidad, asf que

1 gq,v (vl r)
= —— = X [— X -
4e, 1 c c 7

Usando el valor definido de p, y el valor experimental de €, se encuentra que

¢ = 2.9979 x 10° m/s

que resulta ser exactamente el valor numérico que se obtiene experimentalmente
para la velocidad de la luz*. En el capitulo 16 veremos que esta coincidencia numeé-
rica no es accidental, sino que es una consecuencia necesaria si la luz es una onda
electromagnética. No necesitamos aqui profundizar en el significado de la relacién,
sino simplemente usar el hecho experimental. Esto significa que para un par de par-
ticulas dadas

B VU

o cc
Es decir, si las velocidades de las particulas son pequefias comparadas con la veloci-
dad de la luz, la interaccién magnética es mucho mds pequeiia que la interaccidn

eléctrica. De hecho, las ecuaciones (8-1), (8-2) y (8-4) son solamente una pri-
mera aproximaci6n a las expresiones relativistas correctas que serdn deducidas en el

* Laecvaci6n (8-6) debe ser vilida para cualquier sistema de unidades consistente. En unidades gaussianas,
donde e, = Y por definicién, y /4w = 1/c? es un valor experimental. Una diferencia ms problemdtica
entre los dos sistemas de unidades es que en las unidades gaussianas las dos ¢ se separan con las dos #,
de modo que ese define

q:¥
B=%
rZ

T L
X — F,=qg—xB

o |

Esta definicién tiene la ventaja de que B es dimensionalmente ignal que E (y que la forma relativista
ulc aparece explicitamente).
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capitulo 21, y son vélidas s6lo para v, << c. Podemos observar que los campos produ-
cidos por una carga g, con movimiento uniforme estén relacionados por

g=Y,E

c ¢

(Esta relacion es vilida para velocidades arbitrariamente grandes, aun cuando E y B
lleguen a modificarse, cuando v, sea comparable ac.) Por tltimo, vale la pena mencio-
nar que la fuerza magnética no depende tinicamente de la velocidad relativa de las dos
cargas, sino que resulta ser distinta para un sistema de coordenadas en movimiento;* y
no cambia simplemente de signo cuando se intercambian los signos de las particulas.
No necesitamos tratar estos conceptos por ahora, ya que se cancelan en las aplicacio-
nes que se han de hacer en este capitulo y en los siguientes.

Debido a que F, << F, a primera vista pareceria que la fuerza magnética siempre
puede despreciarse en comparacion con la eléctrica, pero hay sistemas de particulas en
los que esto no sucede. En particular, en una corriente de conduccién donde las cargas
positivas y negativas estdn presentes con iguales densidades, el campo eléctrico
macroscopico es cero, pero el campo magnético de las cargas méviles no. Este es el
caso de los electroimanes, motores, transformadores y otras situaciones donde las fuerzas
magnéticas tienen gran importancia préctica. Por este motivo, comenzaremos con el
estudio de interacciones magnéticas entre corrientes de conduccién. En la préxima
seccion analizaremos la fuerza sobre una corriente de conduccién en un campo mag-
nético existente y en la seccion 8-3 se estudiard la produccién de un campo magnético
por una corriente de conduccién dada.

FUERZAS SOBRE CONDUCTORES
POR LOS QUE CIRCULA CORRIENTE

A partir de la fuerza de Lorentz (Ec. 8.5) puede hallarse una expresion para la fuerza
sobre un elemento 4l de un conductor de corriente. Si 4l es un elemento del conduc-
tor cuyo sentido se considera en la misma direccion que el de la corriente / que pasa
por €l, entonces dl es paralelo a la velocidad de deriva v de los portadores de carga en
el conductor. 8i hay ¥ portadores de carga por unidad de volumen en el conductor, la
fuerza sobre el elemento 4l es

dF = NA |dl| qgv X B (8-7)

donde A es el drea de la seccién transversal del conductor y g es la carga por portador
de carga. Si intervienen varias clases de portadores de carga, entonces debe incluirse

* En particular, se anula en un sistema de coordenadas que se mueve con v. Esta dependencia respecto al
sistemna de coordenadas contradice la suposicién de la mecdnica cldsica de que las fuerzas son las mismas
en todos los sistemas inerciales de coordenadas. Esta es nuestra primera evidencia de que es necesaria la
teoria de la relatividad para explicar el electromagnetismo.



194

8 El campo magnético de corrientes estacionarias

una sumatoria en la ecuacién (8-7). Sin embargo, el resultado final, ecuacién (8-8), no
varfa, Como v y dl son paralelos, una forma alternativa de la ecuacion (8-7) es

dF = Ng |v|Adl x B (8-7)

No obstante, Ng [vl A es s6lo la intensidad de corriente para una sola especie de porta-
dor. Por tanto, la expresion

dF =1dl x B (8-8)

se usa para escribir la fuerza sobre un elemento infinitesimal de un conductor de carga.*
La ecuacién (8-8) puede integrarse para que dé la fuerza sobre un circuito com-
pleto (o cerrado). Si el circuito en cuestin se representa con el contorno C,

F= §5 Idl x B (8-9)
C

Mientras B dependa de la posici6n, la tnica simplificacién que puede hacerse en la
ecuacién (8-9) es sacar el factor / que estd dentro de la integral. Sin embargo, si B es
uniforme, es decir, independiente de la posicidn, entonces también puede sacarse del
signo de integracion para dar

F = I{ﬂgcdl} x B

La integral que queda es fécil de calcular. Puesto que es la suma de vectores
infinitesimales que forman un circuito cerrado, debe ser cero, Asi,

F = % IdixB=0 (B uniforme) (8-10)
e

Otra cantidad interesante es el momento de rotacidn o torque sobre un circuito
cerrado. Como el momento de rotacién es el momento de la fuerza, el momento de
rotacidn infinitesimal 47 estd dado por

dt =1 X dF = Ir x (dl X B) (8-11)

El momento de rotacién sobre un circuito cerrado es

T= IBE r X (dl x B) (8-12)
2
Una vez mds, a menos que B sea uniforme, no puede hacerse otra simplificacién. Sin
embargo, si es uniforme, puede lograrse un desarrollo directo al escribir
dl X B = i(dyB, — dzB)) + j(dzB, — dxB,) + k(dxB, — dyB,)
(8-13)

* Los experimentos originales que permitieron comprender las fuerzas magnéticas se llevaron a cabo con
circuitos conductores de corriente. Estos experimentos producen las ecuaciones (8-8) y (8-9).
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A partir de estas componentes, las componentes de r x (dl x B) resultan ser

[r x (dl X B)], = ydxB, — ydyB, — zdzB, + zdxB,
[r X (dl X B)], = zdyB, — zdzB, — xdxB, + x dyB,
[r X (dl X B)], = xdzB, — xdxB, — ydyB, + ydzB,

(8-14)

Como se supuso que B es independiente de r (campo uniforme), las componentes de B
pueden sacarse de las integrales que aparecen en el desarrollo de la ecuacién (8-12).
Las integraciones espaciales que deben efectuarse son de dos formas generales:

fEdE (8-15a)

3§ E dn (8-15b)

donde & representa cualquier coordenada y 7] representa cualquier coordenada distinta
de £ La primera de éstas es trivial porque representa la integral desde algdn limite
inferior &, hasta otro superior &, de & d&, més la integral desde &, hasta & de & d¢.
Como el intercambio de los limites introduce un signo menos, el resultado es cero, lo
que elimina seis términos de las ecuaciones (8-14), Las integrales de la forma (8-15b)
contienen sélo dos variables, £ y 7; por tanto, no importa si la integral se toma
alrededor de la curva real C o alrededor de su proyeccién sobre el plano &, 17, como
se muestra en la figura 8.1. Al utilizar la proyeccién en el plano &, 7 es f4cil ver lo
que representa la ecuacidn (8-15b). En la figura 8-2, el plano £, 77 se muestra con el
drea infinitesimal & d7). La integral puede escribirse como

h ]
§ean = [ span + [ Enyan (8-16)
FIGURA 8.1 {4
Proyeccidn de la curva C
sobre el plano &, 7. C
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FIGURA 8.2 AT

Cilculo de la integral
J&dn.

Esta ecuacion da sélo el drea encerrada por la curva proyectada, y en la figura es
positiva. Si £y 77 aparecen en orden ciclico para un sistema coordenado a derechas o
dextrégiro, entonces el sentido en que tiene que recorrerse el contorno dara una
normal en el sentido positivo de . Por tanto, podemos escribir

jgédn = Ag (8-17)

con &, 1, ¢ como permutacién ciclica de x, y, z- Utilizando este resultado para calcular
las integrales, se tiene

L= fjgclr x (dl x B)], = I(A,B, — A.B,) (8-18)

con expresiones semejantes para las componentes y y 2. Las tres expresiones se resu-
men claramente en

1=/AXxB (8-19)

donde A es el vector cuyas componentes son las dreas encerradas por las proyecciones
de la curva C en los planos yz, zx y xy.* La cantidad A aparece muy frecuentemente
en la teorfa magnética y se llama momento dipolar magnético del circuito. El simbolo
m se utilizard para el momento dipolar magnético:

m = JA (8-20)

con A definido como en el texto que sigue a la ecuacién (8.19).
Es ficil demostrar, por la técnica anterior, que la integral de r x dl alrededor de
una trayectoria cerrada da dos veces el drea encerrada por la curva. Entonces,

1
—55 rxdl=A (8-21)
2)c

* Observe que no se ha impuesto a C la restriccién de curva plana y que esta definicién de A hace ‘
innecesaria cualquier restriccion.



8.3 Ley de Biot y Savart 197

8.3

Esta expresion puede utilizarse para obtener

m = 1135 r X dl (8-22)
2 Je

como una expresion alternativa para el momento dipolar magnético.

Si en lugar de estar confinada en alambres, y la corriente estd en un medio, entonces
la identificacién

Ldl— Jdv (8-23)
es adecuada, como se indicé anteriormente. Podemos escribir entonces
dm = ir x Jdv (8-24)

que es (til para estudiar las propiedades magnéticas de la materia.

LEY DE BIOT Y SAVART

En 1820, algunas semanas después de que OQersted anunciase su descubrimiento de
que las corrientes producen efectos magnéticos, Ampére presentd los resultados de
una serie de experimentos que pueden generalizarse y expresarse en lenguaje mate-
mético moderno como

Ho dl, X [dl; X (r, — )]
F =—uj£3§
g 4E12|2 Ity — 1y

Esta expresién de aspecto asombroso puede entenderse con ayuda de la figura 8.3. La
fuerza F, es la fuerza ejercida sobre el circuito 2 debido a la influencia del circuito 1;
los dl'y los r se explican en la figura. Por definicién,

(8-25)

FIGURA 8.3

[nteraccién magnética
entre dos circuitos de
corriente.
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B _ 10-7N/A2

4
en unidades mks, y la ecuacidn (8-25) sirve como una definicién primaria del ampere
en términos del cual estd definido el coulomb. La ecuacién (8-25) aparentemente viola
la tercera ley de Newton, debido a la falta de simetria. Sin embargo, utilizando algunos
de los teoremas del andlisis vectorial, puede demostrarse que es realmente simétrica,
esto es, F, = —F,. (Véase el problema 8.4.)

De la ecuacién (8-9) es aparente que la ecuacion (8-25) implica

dl, X (r; — 1)
|r; — l'113

B(r,) = — 1,%

Esta ecuacion es una generalizacién de la ley de Biot y Savart,” cuyo nom-
bre se utilizar4 tanto para la ecuacién (8-26) como para la forma diferencial

(8-26)

Hn Ldl X (r;— 1)

dB( 2) = | L, — l’]|3

(8-27)

La ecuacidn (8-27) es una consecuencia inmediata de la ecuacidn (8-4) al aplicarla a
un conductor, si se usa el mismo argumento que condujo a la ecuacién (8-7). Por
tltimo, las ecuacionnes (8-26) y (8-27) toman las formas

I(r, 2wl
Bl = 4 L = )Ir:—(rr||3 < @ (8-28)

1“0 I(r) X (r; — 1y)
[, — l'1|

dB(r;) = dv, (8-29)
para una distribucién continua de corriente descrita por la densidad de corriente J(r).

Una observacién experimental es que todos los campos de induccién magnética
pueden describirse en funcién de una distribucién de corriente. Es decir, B tiene siem-
pre la forma de la ecuacién (8-28), con alguna J(r,). Esta observacién implica que

V-B=0 (8-30)

lo que a su vez implica que no hay polos magnéticos aislados. La ecuacién (8-30) es
vélida para cualquier B de la forma (8-28) u (8-26), como puede verificarse matemé4-
ticamente: tomaremos la divergencia de la ecuaci6n (8-28). Utilizando V * (F x G) =
F:VxG+G-+VxFsetiene

* Mencionaremos de paso que se han producido algunas controversias sobre los nombres de varias leyes.
Nosotros no deseamos entrar en tales controversias, pero el lector interesado puede acudir a la excelente
historia de E, T. Whittaker. History of the Theories of Aether and Electricity, vol. 1, Philosophical
Library, Nueva York, 1951.
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V2 BE) = ~ 2 [ 30 Va x 2 i,

[r, — 1

Sin embargo, (r, —r MIr, —r | es el gradiente de —1/Ir,—r I conrespectoar,. Y debido
a que el rotacional de un gradiente es cero, se deduce que

8.4

V.:B(r,) =0

APLICACIONES ELEMENTALES

DE LA LEY DE BIOT Y SAVART

El tipo de problemas a los que se puede aplicar la ecuacién (8-28) o la ecuacién (8-26)
estd limitado principalmente por las dificultades que se presentan al efectuar las inte-
graciones. Algunas de las situaciones que si se pueden manejar se consideran en esta
seccion. En las secciones siguientes se considerardn otras técnicas para obtener B.

EJEMPLO 8.1

El campo magnético de
un alambre largo y recto
portador de corriente

Imaginemos que el alambre estd sobre el eje x extendiéndose desde menos infini-
to hasta infinito y que conduce una corriente de intensidad /. E1 campo se calcu-
lard en un punto tipico r, sobre el eje y. La disposicién geométrica se explica
mejor con la figura 8.4,

Solucidn: De la ley de Biot-Savart, la induccién magnética es

B(r,) = %‘;1 _m%ﬂ (8-31)
Como r, - r, estd en el plano xy,

ix@m-n)=k-r 6k (8-32)
Ademds, Sel

E =tan(x — ) = —tan @ (8-33)
¥

|, — 5| =acsc(w — 8) =acsch (8-34)

Utilizando estas relaciones para convertir la ecuacién (8-31) en una integral so-
bre 6 desde 0 hasta 7, se obtiene

I = 1 i 1
B(r,) = ‘u—"j 0do = ‘u—“k(—cos g) = oy (8-35)
dma J . 4ma 0 27a
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FIGURA 8.4

Campo magnético en un

punto P debido a un
alambre recto y largo.

EJEMPLO 8.2

Campo magnético
axial de una espira circular
de alambre conductor

de corriente

Para utilizar este resultado con mayor generalidad, sélo es necesario observar que
el problema muestra una evidente simetria con respecto al gje x. Por tanto, con-
cluimos que las lineas de B son circunferencias en todo punto, con el conductor
como centro. Esto estd completamente de acuerdo con el resultado elemental que
da la direccién y el sentido de B segin la regla de la mano derecha.

Consideremos una espira circular de alambre por el que circula una corriente I. El
campo magnético producido por este circuito en un punto arbitrario es muy difi-
cil de caleular; sin embargo, si s6lo se consideran puntos sobre el eje de simetria,
la expresién de B es relativamente sencilla. En este ejemplo se utilizar4 un trata-
miento vectorial completo para demostrar la técnica. La figura 8.5 ilustra la dis-
posicién geométrica y las coordenadas que deben utilizarse. El campo se ha de
calcular en el punto r, sobre €l eje z; la espira circular estd en el plano xy.

Solucion: La induccién magnética estd dada por la ecuacién (8-26) en la que, de
la figura 8.5, se deben utilizar las siguientes expresiones:
dl = adO(—isenf + jcosf)

r,—r = —igacosf — jasenf + kz (8-36)
r, = 1l = (@ + 2"
Sustituyendo éstas en la ecuacidn (8-26) se tiene

_ ol ¥ (izacos 8 + jzasen6 + ka?)
4z Jy (22 + a®)*?

La integral de los dos primeros términos es cero, de modo que

B(z) de (8-37)

pol a’

M E

k (8-38)
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FIGURA 8.5
Campo axial de una espira dlX (ry-r,)
circular de alambre. Py

que, por supuesto, estd completamente a lo largo del eje z.

Una configuracién de corriente frecuentemente utilizada es la bobina de Helmholtz,
que consiste en dos bobinas circulares del mismo radio, con un eje comiin, separadas
por una distancia elegida de tal modo que la segunda derivada de B se anula en un
punto del eje que esté a la mitad de la separacidn entre las bobinas.

EJEMPLO 8.3 La figura 8.6 ilustra la configuracién de una bobina de Helmholtz. Nos gustaria
Campo axial de una  determinar el campo magnético en un punto en ¢l eje de 1a bobina.

bobina de Helmholt . : :
obina e BEIOTE Solucién: La induccién magnética en el punto P es

FIGURA 8.6
Campo axial de una N vueltas
bobina de Helmholtz.

—— lo—-a

2b

Pe
N vueltas
z
- e
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B.(2) =

Nugla® 1 1
} (8-39)

+
2 (22 + a2)3.’2 [(Zb = 2)2 4 a?.]m
que se obtiene al aplicar la ecuacion (8-38) a cada una de las dos bobinas. El

factor N se incluye para tener en cuenta la situacion de que cada bobina contiene
N vueltas. La primera derivada de B, con respecto a z es

dB, _ panai{_g 223 2(z —2b) }
dz 2 2(2 +a)?  2[(2b - 2)* + a7

En z = b, esta derivada se anula. La segunda derivada con respecto a z €s

(8-40)

d’B, _ 3uoNIa® { 1 5 2
dz? - 2 (22 TE az)sa 2(22 i az)m
x 1 5 2z -2by }
[(2b — 2)* + @]  2[(2b - 2)* + a*]"*

En z = b esta derivada se reduce a

d’B, 3uoNIa? (b* + a> — 5b* + b* + a*> — 5b?

d? |~ 2 { (b2 + a?)” ity
que se anula si a2 — 4b2 = 0. Por tanto, la eleccidn adecuada para b es

2b=a (8-42)

Esto es, la distancia entre las bobinas deber4 ser igual al radio. Con esta separa-
cién, la induccién magnética en el punto medio es

B, ="—; (8-43)

Las bobinas de Helmholtz desempefian un papel importante en la investigacion
cientifica, en la que se utilizan frecuentemente para producir un campo magnéti-
co relativamente uniforme sobre una pequefia regién del espacio. Consideremos
¢l campo magnético en un punto del eje cercano al punto medio entre las bobi-
nas. El campo B (z) puede desarrollarse en una serie de Taylor alrededor del
punto z = ya:

dB,
B,(z) = B.(3a) + (z — 1a)
aZ z=ﬁu
Como las tres primeras derivadas se anulan,
3'B,
B.(2) = B.h) + (s ~ 4y TF| 4
Si la cuarta derivada se calcula explicitamente, B (z) puede escribirse como
144 (z — a/2\*
B.(z) = B, 2{1——( )} 8-44
(2) (a/2) 125 - (8-44)



8.4 Aplicaciones elementales de la ley de Biot y Savart 203

FIGURA 8.7

(a) Solenoide; (b) campo
magnético axial de un
solenoide.

— EJEMPLO 84
Campo axial de un solenoide

Por tanto, para la regién en la que Iz — a/2| es menor que a/10, B (z) se desvia de
Bz(af'ZJ en menos de una y media diezmilésimas. i

El tesla es una unidad bastante grande para medir campos en el laboratorio,
y por ello generalmente se utiliza la unidad gauss para B del sistema gaussiano*
de unidades: un gauss es igual a 10~ tesla. Como referencia damos

_32aN 1
BV 907
para la induccién en el punto medio de la bobina de Helmholtz, Por supuesto que
N sigue siendo el nimero de vueltas en cada una de las dos bobinas.

Ien amperes, a encm, Ben gauss (8-43a)

Otro dispositivo al que se puede aplicar la ecuacién (8-38) es el solenoide. Un
solenoide puede describirse como N vueltas uniformemente enrolladas en una
forma cilindrica de radio a y longitud L. Dicha configuracién se muestra en la
figura 8.7(a).

Solucidn: La induccién magnética en el punto z, se halla dividiendo la longitud L
en elementos dz, como el que se muestra en la figura 8.7(b). aplicando la ecua-
cién (8-38) a cada elemento y sumando los resultados. Si observamos que el
elemento dz contiene N dz/L vueltas, encontramos que

* Este sisterna de unidades se presenta en el Apéndice II1.
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Nl - dz
B,(z)) = == . < :
(z0) L 2 [(z - 2)* + a*P? (45)
El cambio de variable, z — zy=acotq, conduce a
[NI T — )
B,(z)) = IMZJL j senada
NI
= M;L_ [—COS(.TI.' =t a|) 'i' COS (1’2] (8—46)

Los dngulos o, y &, (ambos < 7/2) se muestran en la figura 8.7(b). La ecuacidn
(8-46) se convierte en

NI [co + cos
Bz(zﬂ) = fo [ it = 2:|

L 2
Si el solenoide es largo comparado con su radio y z, no estd demasiado proximo

ni a cero ni a L, entonces tanto ¢, como ¢, son dngulos pequefios y pueden aproxi-
marse mediante

(8-47)

a g a
o= — . Oy =
ZOI L—Zg

(8-48)

Manteniendo los términos cuadréticos en los desarrollos de cos @, y cos ¢, obte-
_ nemos

NI { L }
L 42(2) 4(L i Zn)z
De esto concluimos que si z, = L/2 y L/a = 10, resulta un error del 2% al despre-

ciar los términos cuadrdticos y usar s6lo la férmula elemental.

B.(z)) = (8-49)

La férmula general para B (Ec. 8-26) es siempre una expresion correcta para el campo
magnético de un circuito de corriente, pero es dificil utilizarla en el caso general en el
que la geometria es compleja.

8.5

" LEY DE CIRCUITOS DE AMPERE

Para campos de induccién magnética dados por la ecuacién (8-26) o por la ecuacién
(8-28) que se deben a corrientes estacionarias, es decir, a corrientes que satisfacen

vV-J=0, (8-50)

puede deducirse una ecuacién muy importante para el rotacional de B simplemente
calculando el rotacional de la ecuacién (8-28). El rotacional implica una derivacién
con respecto a r, y, en consecuencia, opera s6lo sobre el factor (r, — r)Ir,—r %
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V. x BE) = &2 f [J(rl)(v2 rr—“i)

l'||3
= ,P]d“"

La derivada puede cambiarse ahora a una derivada con respecto a r, (con un signo
menos) en el segundo término, debido a la simetria entre r,yr:

= J(ry) - vz

V. x Be) = £2 [ [ o0 = 1) = 300 - ¥, 2 |,

El primer término se expresa en términos de la funcién delta de Dirac, como en la
ecuacién (2-57); su integracién nos da H,J(r,). Se puede demostrar mediante
una integracidn por partes que el segundo término se anula:
Xy — X3 X, —x; —iX
V,-(J : ;)= : v, I+ 1T v,——~—21
Ity — ey = rof vy — ol

para la componente x, y similarmente para las otras componentes. El término con
V - J se anula por la suposicién (8-50), y la integral de volumen del primer miembro
puede convertirse en una integral de superficie mediante el teorema de la divergencia;
esta integral se anula si la superficie elegida se encuentra fuera de una regién limitada
donde J no se anula. (El mismo resultado se deduce de la identidad 1.2.4 de Ia tabla
1.2.) De este modo el resultado final, que se llama forma diferencial de la ley de
Ampere, es

V x B(ry) = uo(r,) (8-51)

En el capitulo 9 esta ecuacién se modificard para que sea mds titil cuando se presenten
materiales magnéticos; sin embargo, la ecuacién (8-51) es vilida todavia mientras J
sea la corriente total y V- J = Q.

Se puede usar el teorema de Stokes para transformar la ecuacién (8-51) en una
forma integral que a veces es muy itil. Esta aplicacién del teorema de Stokes se expre-
sa como

JVXB-nda=5£B-dl (1-45)
5 [os

Utilizando la ecuacién (8-51) para V x B se tiene la ley de circuitos de Ampere

%B-dl:,u(,f.l-nda (8-52)
C 5

Esta ecuacién simplemente dice que la integral de Ifnea de B alrededor de
una trayectoria cerrada es igual a 41, veces la intensidad de corriente total
que pasa a través de la trayectoria cerrada.

Es conveniente verificar la ecuacién (8-52) para un caso sencillo. El alambre
largo recto proporciona un ejemplo particularmente bueno. En este caso, B, a un dis-
tancia r del conductor, estd dado por B(r) = 4. J/2 1 v es tancencial a la eirennfarancia
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FIGURA 8.8

Verificacién de la Ley de
circuitos de Ampére para
la forma geoméirica de un
alambre recto y largo.

Es conveniente verificar la ecuacién (8-52) para un caso sencillo. El alambre
largo recto proporciona un ejemplo particularmente bueno. En este caso, B, a un dis-
tancia r del conductor, estd dado por B(r) = [ I/27r y es tangencial a la circunferencia
de radio r con centro en el conductor. La figura 8.8 muestra la disposicién geométrica.
La corriente se dirige hacia arriba y C se describe en el sentido contrario al de las
agujas del reloj. De la figura,

B-dl = |B||dlcosy = |B|rd6 (8-53)

Con IBl como se dio antes,

2T U I

3513-.41:[ L rd6 = pol (8-54)
e o 27r

que representa un caso especial de la ecuacidn (8-52).

La ley de circuitos de Ampere es en muchas formas paralela a la ley de Gauss en
electrostitica. Con esto se quiere decir que puede usarse para obtener el campo mag-
nético debido a una determinada distribucién de corriente de gran simetria, sin tener
que calcular las complicadas integrales que aparecen en la ley de Biot. A continuacion
veremos un ejemplo.

EJEMPLO 85 Consideremos un cable coaxial que consiste en un pequefio conductor central de
Campo magnético de un cable radioa y un cable conductor exterior cilindrico coaxial de radio b, como se mues-
coaxial conductor  tra en la figura 8.9. Supongamos que los dos conductores transportan corrientes

totales iguales de intensidad /, pero de sentido contrario, con el eje dirigido hacia
afuera del papel. Lo que se desea es determinar el campo magnético en puntos
fuera y dentro del cable.
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FIGURA 8.9

Seccidn transversal de un
cable coaxial.

(&

8.6

Solucién: De la simetria del problema, esté claro que B debe ser tangente en todo
punto a la circunferencia centrada en el conductor central y trazada por el punto
en el que se desea calcular B. Ademds, B no puede depender del dngulo azimutal.
Las curvas apropiadas que deben usarse para aplicar la ecuacién (8-52) son cir-
cunferencias centradas en el conductor central. Para cada circunferencia de ra-
dio r

%B +dl = 2xrB (8-55)

que debe ser igual a i, veces la corriente total que pasa a través del circulo. Asi,
2arB = uyl, a<r<b

2arB = 0, b<r

Este resultado aparentemente trivial s6lo puede obtenerse, con dificultad consi-
derable, mediante la integracién de la ley de Biot.

(8-56)

EL POTENCIAL VECTOR MAGNETICO

El célculo de los campos eléctricos se simplificé mucho con la introduccién del poten-
-cial electrostatico. La posibilidad de hacer esta simplificacién resultd de la anulacién
del rotacional del campo eléctrico. El rotacional de la 1nducc1on magnctlca no se anu-

e —— N S

la, pero su divergencia si. = S

Como la divergencia de cualquier rotacional es cero, es razonable suponer
que la induccidn magnética puede expresarse como

B=VxA (8-57)

El campo vectorial A se llama potencial vector magnético.
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La tnica otra condicién que se impone a A es que _ 1 Bck "_

VXB=VXVxA=gd - PIES (8-58)
Utilizando la identidad

VXV XA=VV-A-VA (8-59)
y especificando que V + A =0, se tiene

VA = —ud (8-60)
Integrando cada componente rectangular y utilizando la solucién cle la ecuacién de
Poisson como guia, se tiene -+

t‘1 al A\ O s
A(r;) = ::; LE:J% e B Jde : (8-61)

Las integrales que intervienen en esta expresion son mucho mds ficiles de calcular
que las de la ley de Biot, pero son mds complicadas que las que se emplean para
obtener el potencial electrostético.

Una forma alternativa de obtener la ecuacién (8-61) es por transformacidn direc-
ta de la ecuacidn (8-28) a la forma de la ecuacién (8-57). Esto se hace observando que

l‘z—l'| i ].

(8-62)

-nl e
donde V, indica que la derivacién es con respecto a r,. La identidad vectorial
VX (pF) =@V XF-F X Vg (8-63)

que es vdlida para cualquier vector F y cualquier escalar ¢, nos da

1
V2 X {m = rIl-l(r.)} = =J(r) X V; (8-64)

[r — 1y

puesto que Jér,) no depende de r,. Combinando estos resultados en la ecuacin (8-28)
se tiene

n) 1
B(r,) = —J‘ J(r,) X T |‘d P JVJ(II) X v2|r2 = r;[dvl
_ Mo J(l'l)
= b va X e, (8-65)

El rotacional puede sacarse fuera de la integral, lo que deja la ecuacidn (8-65) exacta-
mente de la forma de la ecuacién (8-57). Por tanto, de este enfoque resulta también
Ho J(ry)

A(r) = 4_:; vt — 1l

dv, (8-61)

Para no dar la falsa impresién de que el potencial vector es tan iitil como el poten-
cial electrostitico al calcular campos sencillos, debe observarse que esencialmente no
hay casos en los que A pueda calcularse en una forma cerrada sencilla (aun cuando
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pudierarealizarse numéricamente para distribuciones limitadas de corriente). El alam-
bre largo y recto da un resultado infinito para A cuando se utiliza la ecuacién
(8-61).* El célculo para la espira circular contiene integrales elipticas, y asf sucesi-
vamente. Debe observarse también que el cdlculo del potencial vector en un solo
punto no es ltil, porque la induccidn magnética se obtiene por diferenciacién. El
principal uso del potencial vector estd en aproximaciones tales como las que se ana-
lizan en la siguiente seccién y en problemas en los que interviene la radiacién electro-
magnética (véanse los Caps. 16 y 20).

8.7 EL CAMPO MAGNETICO DE UN CIRCUITO DISTANTE
El potencial vector magnético debido a un pequeifio circuito a grandes distancias (Fig.
8.10) puede calcularse con relativa facilidad. La expresion para el potencial vector de
la ecuacidn (8-61) puede aplicarse a circuitos de corriente haciendo la sustitucion J dv
— [ dr. Asi,
pol % dr,
A =—Qp — "
(r) = o - (8-66)
Para circuitos cuyas dimensiones son pequefias comparadas conr,, el denominador se
puede aproximar. Para ello escribiremos, como en la ecuacién (2-46),
e =0l = (@3 +r} = 2r,-r,) 7" (8-67)
y desarrollamos en potencias de r /r, para obtener
2 1 SN ¢
lrz—r1|1=—[1+122+—--] (8-68)
r rz
FIGURA 8.10
Campo magnético en 1,
debido a un circuito
distante, r, se extiende &
sobre el circuito.
(Elorigen de r, y r,estd
dentro o cerca
del circuito.)
dr

* Existe un potencial vector finito para un alambre largo y recto, en coordenadas cilindricas A = — (u 1/
2x) In rk para un alambre situado en el eje z por el que circula una corriente /k. Este resultado puede
verificarse directamente calculando V x A. (Véase el Apéndice IV.)
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para el primer orden en r /r,. Utilizando esto en la ecuacién (8-66) se tiene

ol (1 1
A(l’z) = E {r—zédrl + r_gédl'l(r] ‘ 1'2) + - '} (8-69)
La primera integral se anula; el segundo integrando es un término del desarrollo
(l'] X dl'|) X = _I.'l(l'z * dl.']) + drl(l'] * l'z) (8_?0)

Para eliminar el primer término a la derecha de la ecuacién (8-70), la diferencial de
r (r,* r,) para un cambio pequefio de r, se escribe como

d[ri(r; - 1)] = ry(xy+ dry). + dry(x; - 1y) (8-71)

que es exacta. Sumando las ecuaciones (8-70) y (8-71) y dividiendo por dos se tiene

dry(r,-xr;) = 3(ry X dry) X1, + éd[l'l(l'z -1,)] (8-72)

Como el iltimo término es un diferencial exacto, no contribuye a la segunda integral
de la ecuacion (8-69). Asi, se desprende que

I
A(r) = :—; [ﬁ;n X drl] X % (8-73)
.

La ecuacion (8-22) define la cantidad entre corchetes como el momento dipolar mag-
nético, m, del circuito, En consecuencia,

mixr
Al,) = f—;—éﬁ (8-74)

En esta deduccidn se ha supuesto que todas las r| << r,. Por tanto, la ecuaci6n (8-74)

no es valida para un origen arbitrario, sino sélo para un origen cercano al circuito.
La induccién magnética puede determinarse tomando el rotacional de la ecua-

cion (8-74). Esto se logra facilmente utilizando identidades vectoriales. Primero,

B(r) = V % A(e) = £27 x (m x 72)

F2
o r rz] (8-73)
=—|-(m-V)5+mV-—
43[ (m:V) = m 5
El primer término entre corchetes puede transformarse observando que
3 l'g) m i I
—i{=) = — 3mx;—= 5
" on (r% r 13 {845)
Por tanto,
| &} m 3(“1 L rz)l'z
V) sm——— (8-77)

r r2
El segundo término implica sélo el calculo de
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r 3 3r
_2=_3_,2.?5_2=g (r, # 0) (8-78)

3
2 I3 2

v

Finalmente,

CE)E
B(r,) = % {_'E -+ ﬂmr—;)z] (dipelo magnético) (8-79)
La ecuacion (8-79) demuestra que el campo magnético de un circuito distante no de-
pende de su forma geométrica detallada, sino s6lo de su momento magnético m. Al
comparar con la ecuacidn (2-36) se ve que la ecuacidn (8-79) es de la misma forma
que el campo eléctrico debido a un dipolo eléctrico, lo cual explica el nombre de
campo dipolar magnético.

EL POTENCIAL ESCALAR MAGNETICO

La ecuacidn (8-51) indica que el rotacional de la induccién magnética es cero siempre
que la densidad de corriente sea cero.

Por tanto, la induccidn magnética en dichas regiones puede escribirse como
el gradiente de un potencial escalar:

B=-uVe* (8-80)

@* se llama potencial escalar magnético.

Sin embargo, la divergencia de B también es cero, lo que significa que
V:B=—u,V¢*=0 (8-81)

Por tanto, ¢* satisface la ecuacién de Laplace. Gran parte del trabajo de electrostitica
puede adoptarse directamente y emplearse para calcular ¢* en varias situaciones. Sin
embargo, debe tenerse cuidado al aplicar las condiciones en la frontera. Ademas, @*
de un circuito con corriente no es una funcidén de valor tnico. Un ejemplo sencillo se
ve en el problema 8.25.

La expresion para el potencial escalar de un dipolo magnético es particularmente

ditil. Si se observa que la ecuacién (8-79) puede escribirse como

m - r2
B S v( ) .
(r2) Ho ¥\ 4rs (8-82)
entonces es evidente que
* s m - 1'2
@*(r2) ppe: (8-83)

para un dipolo magnéticom. Observe la semejanza entre la ecuacién (8-83) y el poten-
cial de un dipolo eléctrico (Ec. 2-39).
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Un circuito grande C puede dividirse en muchos circuitos pequefios por medio de
una reticula, como se muestra en la figura 8-11. Si cada circuito pequefio formado por
la reticula transporta la misma intensidad de corriente que originalmente transportaba
el circuito C, entonces, debido a la cancelacidn de las corrientes en los lados comunes
de los circuitos adyacentes, el efecto neto es el mismo que el que se producirfa si la
carga solo circulara en el circuito C. Para cualquiera de las mallas pequefias, el mo-
mento magnético puede expresarse como

dm = Inda (8-84)

ya que cada una de las vueltas es suficientemente pequefia como para considerarse
plana. Aquf n es el vector normal unitario al pequefio circuito da. Utilizando esta ex-
presion en la ecuacién (8-83) e integrando sobre la superficie acotada por c se tiene

I (r,'nda
Py = —J‘ - i
@*(P) 77 (8-85)
En esta ecuacion, r, debe interpretarse como el vector que va desde da hasta el punto
P, esto es, —r en la figura 8.11, Haciendo el cambio r, = — se tiene como resultado

. __I r-nda
@*(P) = e J; 3 (8-86)

La cantidad r - n da es exactamente r veces la proyeccién de da sobre un plano per-
pendicular ar. Asf, r - n da/r® es el dngulo sélido subtendido por da en P. La ecuacién
(8-86) puede entonces escribirse como

S IR
G = (8-87)

donde € es el d4ngulo sélido subtendido por la curva C en el punto P.

El potencial escalar magnético puede usarse para calcular el campo magnético
debido ya sea a circuitos que conducen corriente 0 a capas dobles magnéticas (capas
de dipolos). En ocasiones este procedimiento es itil al tratar problemas de circuitos;
sin embargo, se usa principalmente con los materiales magnéticos.

FIGURA 8.11

Circuito de corriente
macroscopico construido a
partir de dipolos
magnéticos elementales,
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FLUJO MAGNETICO

La cantidad

@ = J' B-nda - (8-88)
5

se conoce como flujo magnético y se mide en webers (Wh).* Es andlogo al
flujo eléctrico analizado anteriormente, pero su importancia es mucho mayor.

El flujo que pasa a través de una superficie cerrada es cero, como se puede ver al
calcular

3EB-nda=JV-de=0 (8-89)
5 v

De esto también se desprende que el flujo que atraviesa un circuito es independiente
de la superficie particular usada para calcular dicho flujo. Estos resultados se utiliza-
rdn en el capitulo 11, cuando se estudie la induccion electromagnética.

RESUMEN

La magnetostdtica se basa en la suma de una fuerza magnética a la fuerza de Coulomb
cuando las cargas estdn en movimiento. En unidades mks, la fuerza de Lorentz sobre
una carga de prueba ¢ con velocidad v es

F=g(E+ v xB)

El campo magnético de una carga g, que se mueve con velocidad uniforme v, es

v; E
= — —

¢ €
donde E es el campo eléctrico producido por g, y

¢ =1/Veouo =3 x 10°m/s

es la velocidad de la Iuz. (En unidades gaussianas, hay que sustituir B en estas férmu-
las por B/c.) Los resultados se aplican a las corrientes de conduccidn escribiendo

Ngdvv =Jdv = 1dl

donde Ng = p, pv = J para los tipos de particulas cargadas que estén en movimiento.

* De aqui que un tesla sea igual a un weber/m?, que fue lo que se utilizé anteriormente como la unidad
mks de B.
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¢ Lafuerza sobre un elemento de alambre dl en un campo magnético B es

dF = Idl x B
El momento de rotacién sobre un circuito en un campo uniforme B es
T=mXxXB

+ El momento dipolar magnético del circuito es
m= 1 % r X dl
o

La integral 2§ r x dl es el vector cuyas componentes son las dreas encerradas por la

proyeccion de la curva C sobre los planos coordenados.
¢ El campo magnético producido por un elemento de corriente 7 dl’ es
po Idl' X (r — ')
dB(t) = —— —~=
®) dr e -1

donde p /4= 10-7 N/A? en unidades mks. El campo debido a un circuito completo se
calcula integrando esto a lo largo del circuito. Para una distribucién general de co-
rriente J(r") como fuente, se tiene

Ha"’ JX)yx(x-r) |
Byt [ 5 DR,
A e

Diferenciando esta ecuacién, encontramos que no hay monopolos magnéticos:
V':B=20

Ademis
VXB=pud

para una distribucién de corriente estacionaria con

V-I1=0
Estas son las ecuaciones diferenciales basicas que deben ser satisfechas en cada pun-
to por todos los campos magnetostdticos. (La ecuacion de divergencia para B es satis-
fecha aun por campos variables con el tiempo y es la segunda de las cuatro ecuaciones
fundamentales de Maxwell.)

* La ley de Ampére se obtiene de la ecuacién del rotacional al integrar ambos
miembros sobre una superficie arbitraria S y aplicar el teorema de Stokes:

3§B-dl=p01
C

donde [ = [s¢J-nda

es la corriente total que pasa a través de S limitada por C. Esta ecuacién tiene utilidad
practica para calcular B en algunas situaciones especiales con gran simetrfa, en las que
puede verse que B es constante en magnitud y direccién con respecto a alguna curva
adecuada C.
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* La existencia de una funcién potencial vector A(r) tal que

B=VXxXA
se deduce de la ecuacion de la divergencia. Para una distribucién de corriente dada,
I,
po [ I()
A) =— | ——dv'
) 47 Jyr — v'|

* A grandes distancias de la region donde se encuentran las corrientes fuente J, el
desarrollo multipolar de A da

A(r) = R + : -+ (No hay término monopolar.)

* Enregiones donde J =0, se puede definir un potencial escalar magnético ¢*(r)
(yaque V x B =0), tal que

B=—puVo*
Al igual que el potencial electrostdtico, ¢* satisface la ecuacién de Laplace
VZ(;p* =0

pero las diferentes condiciones en la frontera pueden proporcionar diferentes conjun-
tos de soluciones. La solucidn dipolar es la misma que en el caso electrostdtico:

m-r
* (l' —
) 4mr’
8.1 Una particula cargada de masa m y carga ¢ se mueve en un campo uniforme de induccién
magnética By, Demuestre que el movimiento més general de la particula describe una hélice,
cuya seccion transversal es una circunferencia de radio R = mu,/gB. (Aqui v, es la componente
de la velocidad de la particula que es perpendicular a B )

8.2 El hamiltoniano para una particula cargada que se mueve en un campo uniforme de induc-
cién magnética, B, que es paralelo al eje z, estd dado por

1

. qB,
<= —p2 . 350 z
2m? 2m (xpy = ype) +

q°B}
8m

* +y?)
Demuestre que las ecuaciones del movimiento que pueden deducirse de # son compatibles con

los resultados del problema 8.1.

8.3 Un protén cuya velocidad es de 107 m/s se lanza perpendicularmente a un campo uniforme
de induccién magnética de 0.15 T. (a) ;Cudnto se desvia la trayectoria de la particula de una
linea recta después de que ha recorrido una distancia de 1 em? (b) ;Cuénto tarda el protén en
recorrer un arco de 30°7

8.4 Demuestre que la ley de fuerza de la ecuacidn (8-25) puede transformarse en

Hy n—-rn
F=——11§§dl-dl—
? TS S I|1'2"’|'L|]

que es claramente simétrica en el sentido de que F, = -F .



CAPITULO 9

Propiedades magnéticas
de la materia

En el capitulo 8 analizamos técnicas para hallar el campo de induccién magnética
debido a una distribucién especifica de corrientes. Asf por ejemplo, si estamos con-
siderando un circuito cerrado constituido por un alambre por el que circula una co-
rriente, el campo magnético en la regién de vacio que rodea al alambre puede
calcularse con la ayuda de la ley de Biot. Ahora llenemos la regién que rodea al
alambre con un medio material. ;Se alterard la induccién magnética por la presencia
de esta materia? La respuesta es “si . En este capitulo analizaremos la influencia de
la materia en el campo magnética.

Toda materia consiste fundamentalmente en dtomos, y cada dtomo contiene
electrones en movimiento. Estos circuitos electrénicos, cada uno de los cuales estd
confinado a un solo dtomo, son los que llamaremos corrientes atémicas. Por tanto,
parece que tenemos dos clases de corriente: (1) una corriente normal, que consiste en
transporte de carga, esto es, el movimiento de electrones libres o de iones cargados, y
(2) corrientes atémicas, que son corrientes puras que circulan sin dar origen a
transporte de carga. Sin embargo, ambas clases de corrientes pueden producir
campos magnéticos.

| MAGNETIZACION |

Cada corriente atémica es un minisculo circuito cerrado de dimensiones atémicas,
de tal modo que es razonable que el campo magnético “distante” de un 4tomo pueda
describirse apropiadamente como el de un dipolo magnético. De hecho, una amplia
gama de estudios experimentales, asi como la formulacién de la mecdnica cudntica,
que es nuestro método més exacto para el calculo de fendmenos atémicos, nos dicen
que la parte dominante del campo de induccién magnética distante debido a un solo
dtomo se determina especificando su momento dipolar magnético, m.
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Sea m, el momento magnético del i-ésimo dtomo. Definiremos ahora una cantidad
vectorial macroscépica, la magnetizacion M, utilizando el mismo método que se
empleé para definir la polarizacién en el capitulo 4,

Sumemos vectorialmente todos los momentos dipolares de un pequefio ele-
mento de volumen Az, y luego dividamos el resultado entre Az, 1a cantidad
resultante,

1
M= im — = 2
My 2™ a0

se llama momento dipolar magnético por unidad de volumen, o simplemen-
te magnetizacion.

El procedimiento para hallar el limite en la ecuacion (9-1) es nuestro procedimiento
usual de tomar los limites macroscépicos, esto es, Av se hace muy pequefio desde el
punto de vista macroscpico, pero no tan pequefio como para que no contenga un
niimero estadisticamente grande de dtomos. La cantidad M se vuelve entonces una
funcién vectorial puntual. En el estado desmagnetizado, la suma 3, m. dard cero como
resultado de la orientacion aleatoria de los m, pero en presencia de un campo externo
excitante, M dependerd generalmente de este campo. La dependencia especifica de M
con tespecto a B se considerard en la seccién 9.6.

Por el momento, supondremos que M(x, y, z) es una funcién conocida y calcula-
remos la contribucién del material magnetizado al campo magnético a partir de las
ecuaciones desarrolladas en la seccién 8.7.

La funcién vectorial M nos proporciona una descripcién macroscépica de las co-
rrientes atémicas en el interior de la materia. Especificamente, M mide el niimero de
circuitos de corriente atémica por unidad de volumen multiplicado por el momento mag-
nético efectivo o promedio de cada circuito. Desde el punto de vista puramente
macroscopico, todos los efectos magnéticos debidos a la materia pueden describirse
adecuadamente en funcién de M, o por sus derivadas. Una de estas derivadas, V x M,
es la densidad de corriente de transporte equivalente que generarfa el mismo campo mag-
nético que el propio M; ésta se llamadensidad de corriente de magnetizacién, J . Antes
de deducir esta importante relacion que ligaJ, con M, veamos un modelosimplificado

FIGURA 9.1

Esquema simplificado de
un material magnético
consistente en espiras de
corriente atdmicas que
circulan en el mismo
sentido.
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FIGURA 9.2

Ejemplo de cambio brusco
en la magnetizacion,
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de materia magnetizada como si ésta consistiese en espiras de corriente atémicas que
circulan en el mismo sentido, una junto a otra (Fig. 9.1). Si la magnetizacién es unifor-
me, las corrientes en las distintas espiras tienden a eliminarse entre si, y no hay corriente
neta efectiva en el interior del material. Si la magnetizacién no es uniforme, la cance-
lacién no serd completa. Como ejemplo de magnetizacion no uniforme, consideremos
el cambio brusco en la magnetizacion mostrado en la figura 9.2, Si centramos nuestra
atencidn en la region entre las lineas punteadas, es evidente que hay mds carga que se
mueve hacia abajo que la que se mueve hacia arriba. Por tanto, aun cuando no haya
transporte de carga, localmente hay un movimiento efectivo de carga hacia abajo, y esta
“corriente” puede producir un campo magnético. Esta corriente se denomina corriente
de magnetizacion.

Nos queda deducir larelacién entre J,, y M. Consideremos dos pequefios elementos
de volumen en una muestra de material magnético, cada elemento de volumen Ax Ay Az, y
colocados uno al lado del otro en la direccion del eje y (Fig. 9.3). 51 la magnetizacién del primer
elemento de volumen es M(x, , z), entonces la magnetizacién del segundo elemento es

FIGURA 9.3

Sustitucion de elementos
e volumen de material
magnetizado por
zorrientes circulantes de
intensidades I e I/

Ak
.
F NP
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L >
M; M. + aM: Ay
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M
M(x, y, z) + a—y Ay + términos de orden superior

La componente x del momento magnético del primer elemento, M Ax Ay Az, puede
escribirse en funcidn de una intensidad de corriente circulante, I2:

M, Ax Ay Az = Il Ay Az (9-2)

Andlogamente, la componente x del momento magnético del segundo elemento, des-
preciando los términos de orden superior que se anulan en el lfmite donde cada ele-
mento de volumen se vuelve muy pequefio, es

oM,
(M'Jr -+ E Ay) Ax Ay Az = I Ay Az (9-3)
La corriente neta hacia arriba en la regién intermedia de los dos elementos de
volumen es

oM,
dy

Consideremos a continuacién dos elementos de volumen adyacentes sobre ¢l eje
X y centremos nuestra atencién en la componente y de la magnetizacién en cada
celda. En la regién intermedia entre las dos celdas, la intensidad de corriente neta
hacia arriba causada por las corrientes circulantes que definen los momentos mag-
néticos es

IL-1I=—

Ax Ay (9-4)

M,
(Ic)arriba = a_ Ax Ay (9-5)
ox

Estas son las tnicas corrientes circulantes de una celda determinada que dan lugar a
una corriente neta en la direccién z. Esta corriente neta, que proviene de una
magnetizacidn no uniforme, es la corriente de magnetizacién, No es una corriente de
transporte, sino que se obtiene, como hemos visto, de corrientes circulantes, es decir,
de corrientes atémicas en el material. El 4rea efectiva para cada una de las cortientes
en las ecuaciones (9-4) y (9-5) es Ax Ay. Por tanto,

oM, M
Iu). = =2 =2 :
Ul im gy (9-62)
o
Ju=VxM (9-6b)

Ladensidad de corriente de magnetizacion es el rotacional de la magnetizacién.
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9.2 EL CAMPO MAGNETICO PRODUCIDO

POR UN MATERIAL MAGNETIZADO
Segiin la ecuacidn (9-1), cada elemento de volumen A¢' de materia magnetizada se
caracteriza por un momento magnético

Am = M(x', y', z") Av' (9-7)
Utilizando los resultados de la seccién 8.7, podemos expresar la contribucién al
campo magnético en el punto (x, y z) de cada Am (o, de manera equivalente, de
cada Av'). El campo magnético se obtiene entonces como una integral sobre todo
el volumen del material, V,,. Este procedimiento se indica esquemdticamente en la
figura 9.4,

En lugar de calcular directamente B, vemos que es conveniente trabajar con el
potencial vector A, y obtener B a continuacién por medio de la operacién rotacional.
Segtin la seccidn 8,7, el potencial vector en (x, y, z) estd dado por

F‘t{lJ. M 2 xiE =) -
A(x,y,z) = — dv
( y ) 4 " |l' =5 rJi.‘!
Iu’l.'l ' f (9-8)
4 Jy, r = |
Por medio de las identidades vectoriales (1.19) y (1.2.3) de las tablas 1.1 y 1.2, esta
integral puede transformarse en
o [ V' XM fo [MXm |
A ] ¥ Z = _J' e : + i r o
(x, y, 2) dm Jy |r — 1’| 4m Jg v — 1’| ©-9)
FIGURA 9.4

Contribucién a la
induccién magnética de
una distribucién de
matcrial magnetizado.
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donde S, es la superficie de V,. Utilizando la ecuaci6n (9-6b) y definiendo una densi-
dad de corriente de magnetizacidn superficial j,, (es decir, una corriente de magnetizacién
por unidad de longitud que fluye en una capa superficial) por la relacién

jy=MXn (9-10)

podemos escribir la ecuacidn (9-9) como
Ip(x') du' Hta[ Jmda’
A(r) = J‘ e o
)= 4 Jy,

[r — r'| 4 Jg, Ir — 1’|

Podriamos habernos aventurado a predecir la expresidn final (Ec. 9-11). Sin embargo,
es agradable ver que ha surgido del cdlculo matemadtico de una manera natural. Por
tanto, el potencial vector producido por una distribucidn de corrientes atémicas en el
interior de la materia tiene la misma forma que el producido por una distribucién de
corrientes verdaderas de transporte. Deberemos sefialar que la ecuacidn
(9-10) es la expresion adecuada para la densidad de corriente superficial que es consis-
tente con J, = V'x M. Jy debe introducirse siempre que M cambie bruscamente,
como podria suceder en la zona interfacial entre dos medios, pero si imaginamos que
la regién de discontinuidad de M se extiende sobre la distancia A€, entonces puede
demostrarse que j,, estd contenida en el término J,, A&. (O, si la regién es muy delga-
da, j,, podria representarse con una funcién delta superficial.)

Aungque la ecuacidn (9-11) es correcta y de tal forma que se integra de manera
sencilla con los resultados del capitulo 8, presenta algunas dificultades practicas a la
hora de calcular B a partir de una distribucién especifica de magnetizacion. Primero,
hay que efectuar la operacién V x M y, segundo, es necesario otra operacién de
rotacional para obtener B a partir del campo A. Ciertamente, es preferible trabajar
con cantidades escalares si es posible, y el gradiente de un campo escalar (como
hemos visto en electrostdtica) es mds facil de calcular que el rotacional de un campo
vectorial. Por esta razdn, volveremos a la ecuacidn (9-8) y trataremos de utilizar otro
enfoque. Después de todo, nos interesaB y no A, de modo que tomaremos el rotacional
formalmente:

(9-11)

]

B(r)=V><A:i‘—;J' VX[ (:—r|)]dv’ (9-12)

donde los operadores diferenciales del rotacional actian sobre las coordenadas sin primas.

Como puede haber anticipado ya el lector, nuestro siguiente objetivo es transfor-
mar el integrando de la ecuacién (9-12). Para ello, consultaremos las identidades
vectoriales de la tabla 1.1. Segin (1.1.10),

VX (FxG)=(V:-G)F — (V-F)G + (G-V)F — (F- V)G

Haciendo F=M(r") y G = (r - r')/Ir — r'l%, y observando que las derivaciones son con
respecto a las coordenadas sin prima, vemos que la identidad se reduce a

Vx[Mxi(r_r,rlleV [('__')] ™M (: ,'I)g (9-13)

r—r' |r
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yaque V- M(x', y', 27 =0, etc. Por tanto,

B(r) = By(r) + By(r) (9-14)
donde
_ Mo Jae=1 .,
Bilzyi= dm V”Mv [!r = r'|3] a0 G-
Jul r - r ) ]
Bu(r) = - 4;_ J (M- V) Pdv (9-14b)

Consideremos primero la integral mas sencilla B;. Usando la ecuacion (2-57) obtenemos
# ! L} '
Bi(r) = I:%j M(r')4x 6(r — ¢') dv' = pu,M(r) (9-15)
Vo

Consideremos a continuacién la integral B,. El integrando puede transformarse por
medio de una segunda identidad (1.1.6), que se convierte en

(r— r’)] (r =),
V[M- = (M-
]l‘ o r.r|3 ( l r |3
p 9-16)
(r—r )] (
+MxV X l:
b=
El dltimo término de (9-16) contiene
(r—r )]
X | —=5 -VxV
¥ [lr -r’ r — |
que se anula idénticamente. En consecuencia,
r’) ,
Bu(r) = —uoV J’ M(r ) T dv

que puede escribirse como en la ecuacidn (8-80),
By(r) = —po Vo*(r) 9-17)
La cantidad ¢*(r) es un campo escalar, el potencial escalar magnético debido al mate-

rial magnético:

R L ne SR
¢ (l') b A o M(r) Il‘ - r;iB dv (9'18)

Sumando las dos contribuciones, (9-15) y (9-17), encontramos para el campo de in-
duccién magnética:

B(r) = —, Vo*(r) + poM(r) (9-19)
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Por tanto, la induccion magnética debida a una distribucién magnetizada de materia
puede expresarse como la suma de dos términos: el gradiente de un campo escalar,
mds un término proporcional a la magnetizacién local. En un punto externo, es decir,
en el vacio, M es cero, y entonces la induccién magnética es exactamente el gradiente
de un campo escalar que es la integral de los campos dipolares distantes dados por la
ecuacion (8-83).

POTENCIAL ESCALAR MAGNET[CO Y
DENSIDAD DE POLOS MAGNETICOS

La expresidn del potencial escalar magnético, ecuacién (9-18), es de forma parecida a
la del potencial electrostético que proviene de un material dieléctrico polarizado. Aqui
nuevamente se sugiere la transformacién matematica:

M:-(r—1r') 1 M 1

=M-V = Y = VM g
? =] = =] e S

v —r'
de modo que la ecuacidn (9-18) se convierte en

1 ( M-nda’ 1 V-M
) =g | T -
)

% |r E rr| a Vn|r e r;l (9-21)

donde §; es la superficie de la regién V.

Por analogia con la seccién 4.2, es conveniente definir dos cantidades

escalares:

pu(r') = =V’ -M(r) (9-22)
llamada densidad de polos magnéticos, y

ou(r') =M(r') ' n (9-23)

la densidad superficial de la intensidad de polos magnéricos.

Estas cantidades son muy ttiles aunque algo artificiales. Desempefian el mismo papel
en la teoria del magnetismo que p,, y 0, en la teoria de dieléctricos. Las unidades de p,,
y 0,,son A/m? y A/m, respectivamente.

Consideremos, por ejemplo, un imén en forma de barra magnetizado uniforme-
mente. Como la magnetizacion es uniforme, p,, = 0. Las tnicas densidades superficia-
les que no se anulan estdn sobre las superficies que tienen una componente normal de
magnetizacién y éstas se llaman polos del iman. Este es un ejemplo algo idealizado,
pero no demasiado distinto del imdn en forma de barra que s¢ usa en ¢l laboratorio y
que es familiar al lector. (En la préctica, los polos de un imdn ejercen una influencia
desmagnetizante que destruye la uniformidad de M y extiende cada polo sobre una
region algo mayor que la mera superficie.)
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La intensidad total de polos de cada im4n es cero. Este principio se deduce direc-
tamente del teorema de la divergencia;

(-V-M)dv + J‘ M-:nda =0
Vu 5

Completaremos ahora la deduccién que empezamos antes. La ecuacidn (9-18) se
convierte en

pudv’ 1 oy da’
P = o =

4:: wie—r| 4dxlsg|r—r| (©-182)

y B(x, 3 z) se obtiene como —, por el gradiente con respecto a las coordenadas no
primas, mas el término yOM:

c-r) .
B = 4;:[ M r'|3 &
Ko (r—r) (9-192)
+ H;j |l' ’is d + pM(r)

Esta ecuacion representa la contribucidn del material magnetizado en V,alainduccién
magnética en (x, ¥, ).

FUENTES DEL CAMPO MAGNETICO:
INTENSIDAD MAGNETICA

En las secciones anteriores hemos visto cémo el material magnetizado produce un
campo magnético. Ademds, en el capitulo 8 se trataron los efectos magnéticos de las
corrientes convencionales. En el caso general, ambos tipos de fuentes magnéticas
estdn presentes: las corrientes convencionales (o corrientes de transporte o verdade-
ras), que pueden medirse en el laboratorio, y las corrientes atémicas interiores a la
materia. Es importante darse cuenta de que, en ciertas condiciones, la misma muestra
de materia puede producir un campo magnético tanto porque estd magnetizada como
porque pasa por ella una corriente verdadera de portadores de carga. Asf, por ejem-
plo, uno de nuestros mejores materiales magnéticos, el hierro, puede conducir una
corriente verdadera por medio de sus electrones libres, pero los iones de hierro fijos
en el cristal contienen corrientes atémicas que pueden orientarse para producir una
magnetizacion intensa.
En general, la expresion del campo magnético puede escribirse como

B( ) 5 'u(] J Md‘v — My V(p (l') * ﬂ()M(I') (9-24)
v le=rf
donde

pudv’ 1 oy da'

@*(r) = (9-25)

vie—rl  4xlslr — x|
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El volumen V se extiende sobre todas las regiones que transportan corriente y sobre
toda la materia. La superficie S incluye todas las superficies y las zonas interfaciales
entre los distintos medios. La densidad de corriente J incluye sé6lo las corrientes con-
vencionales del tipo de transporte de carga, mientras que el efecto de las corrientes
atémicas se encuentra en el vector de magnetizacién M (y potencial ¢*).

Con la ecuacién (9-24) puede determinarse B si M y J se especifican en
todos los puntos. Sin embargo, en la mayorfa de los problemas, J se especifica,
pero M(x', ', z') depende de B(x', ¥, z), de modo que, aunque la forma funcional de
M(B) sea conocida, la ecuacién (9-24) proporciona, en el mejor de los casos, una
ecuacién integral para B.

Para ayudar a vencer esta dificultad, introducimos un vector magnético auxi-
liar, la intensidad magnética H, definida como

1
=—B-M (9-26)
HUo

Combinando las ecuaciones (9-24) y (9-26) obtenemos

Jx(r‘r)
4:: Ir —r')?

H(r) = - Vo*(r) (9-27)
Parece que no hemos ganado nada con esta operacién, porque H depende todavia de
M a través de p,, y 0,,; pero en la siguiente secci6n demostraremos cémo se relaciona
H con la densidad cle corriente convencional J, mediante una ecuacién diferencial. La
situacién es semejante al caso electrostético, en el que el vector auxiliar D se relaciona
con la densidad de carga a través de su divergencia.

El campo vectorial H desempefia un importante papel en la teorfa maonctlca,
particularmente en problemas en los que intervienen imanes permanentes. Estos se
tratardn en las secciones posteriores de este capitulo. Las unidades de H son las mis-
mas que las de M, es decir, A/m.

LAS ECUACIONES DE CAMPO

En el capitulo 8, las ecuaciones bésicas que describen los efectos magnéticos de las
corrientes se expresaron en forma diferencial:

V-B=0, VXB=npJd

Nos gustarfa ver ahora cémo se modifican estas ecuaciones cuando el campo magné-
tico B incluye la contribucién de un material magnetizado.

Dijimos en la seccién 8.3 que la ecuaci6n de la divergencia (V + B = 0) es vélida
para todos los campos magnéticos que son producidos por una distribucién de corrien-
te. Este resultado no se limita a los campos producidos por corrientes convencionales.
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Vimos en la seccién 9.2 que los campos magnéticos producidos por materia magneti-
zada pueden expresarse como el rotacional de un vector (A) y, por lo tanto, V- B =0
se satisface automdticamente. Es un hecho experimental que

V-B=0 (9-28)

para todos los campos de induccién magnética. Por lo tanto, B siempre es originado
por una distribucién de corriente y no hay evidencia de polos magnéticos aislados.

La “ecuacidn del rotacional” es la forma diferencial de la ley de circuitos de
Ampere. Aqui debemos tener cuidado en incluir todos los tipos de corriente que pue-
dan producir un campo magnético. En consecuencia, en el caso general, esta ecuacién
se expresa adecuadamente como

VX B =+ 3y (9-29)

donde J es la densidad de corriente verdadera y J,, es la densidad de corriente de
magnetizacidn, La ecuacién (9-6b) puede combinarse con la ecuacién (9-29) para dar
|
vV x (—B - M) =1
Ho

que, segiin (9-26), es equivalente a la siguiente expresion:

VxH=1J (9-30)

Esto es, el vector magnético auxiliar H estd relacionado con la densidad de
corriente de transporte a través de su rotacional, Esto se deduce también al
obtener el rotacional de la ecuacién (9-27). Las ecuaciones (9-28) y (9-30)
son las ecuaciones fundamentales del campo magnético cuando hay materia
presente, Estas ecuaciones, junto con las condiciones en la frontera adecua-
das y una relacién experimental entre B y H, son suficientes para resolver
problemas magnéticos.

En algunos casos es preferible utilizar una formulacién integral de la teorfa. Con ayu-
da del teorema de Stokes, la ecuacion (9-30) puede convertirse en

JVXH-nda=§H-dI=JJ-nda
s C s

ng-nda=0 (9-31)
5

En otras palabras, la integral de linea de la componente tangencial de la intensidad
magnética alrededor de una trayectoria cerrada C es igual a toda la corriente de trans-
porte que atraviesa el drea limitada por la curva C.
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Debido al teorema de la divergencia, la ecuacién (9-28) es equivalente a
éB-nda =0 (9-32)
5

El flujo magnético que pasa por cualquier superficie cerrada es cero.

SUSCEPTIBILIDAD Y PERMEABILIDAD
MAGNETICAS E HISTERESIS

Para resolver problemas en la teorfa magnética es esencial tener una relacién entre By
H o, andlogamente, una relacién entre M y uno de los vectores del campo magnético.
Estas relaciones dependen de la naturaleza del material magnético y se obtienen gene-
ralmente a partir de experimentos.

En una extensa clase de materiales existe una relacién aproximadamente
lineal entre M y H. Si el material es isGtropo y también lineal,”

M = x,H (9-33)

donde la cantidad escalar adimensional ¥, se llama susceptibilidad magnética.

Si x, es positiva, el material se llama paramagnético y la induccién magnética se
refuerza con la presencia del material. Si y, es negativa, el material es diamagnético y
la induccién magnética se debilita con la presencia del material. Aunque ¥ es una
funcién de la temperatura y a veces varia muy drdsticamente con ella, generalmente
puede decirse que, para materiales paramagnéticos y diamagnéticos, x, es bastante
pequeiia; es decir,
% << 1  (para materiales paramagnéticos y diamagnéticos) (9-34)
Las susceptibilidades de algunos materiales comunes se dan en la tabla 9.1.
En la mayorfa de los manuales y tablas de datos fisicos, x,, no se da directamente,

sino que se da como la susceptibilidad de masa, ¥,, ..., 0 1a susceptibilidad molar,
¥ . T, A
Estas se definen como

Xm,mn[a:'
Xm = Xm, muc:ad (9'35}
d
Xm = Xm‘,molarE (9-36)

+ S el material es anisétropo pero lineal, la ecuaci6n (9-33) se sustituye por las relaciones tensoriales
M, = X Hy + Xmo2Hy + X 3H,

etc. En estas circunstancias, M no tiene necesariamente el mismo sentido que H. Nos limitaremos en
este texto a los medios is6tropos.
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TABLA 9.1

Susceptibilidad magnética
de algunos materiales
paramagnéticos y
diamagnéticos a
temperatura ambiente.

Material p 4 xm.masx (m3}'kg)
Aluminio 2.1x10°° 0.77 x 10°¢
Bismuto -16.4%x107° —-1.68x107°
Cobre -0.98x 1077 -0.11x107®
Diamante -22%x107°  —0.62x107
Cloruro de gadolinio (GCL)  603.0 X 10~° 133.3%x107°
Oro -35x10°° —0.18 x 10°®
Magnesio 1.2x107 0.68x 107°
Mercurio -28x107° —-0.21x107"
Plata -24x10°% —-0.23x10°®
Sodio 0.84 x10°° 0.87x 1078
Titanio 18.0x 107 401x107°
Tungsteno 7.6 %1073 0.40% 10
Biéxido de carbono (1 atm)  —1.19 x 108 —-0.60x107%
Hidr6geno (1 atm) -022x10"* -2.48x107°
Nitrégeno (1 atm) —0.67%x10"*  —0.54x10°*
Oxigeno (1 atm) 193.5x 10°* 1354 x 10°®

Fuente: Datos obtenidos del Handbook of Chemisiry and Physics, 70a.
ed., Boca Raton, Florida, CRC Press, Inc., 1990, Pricticamente todas las

fuente
(cgs);

s de datos dan susceptibilidades magnéticas en unidades gaussianas
si se usa el supraindice (1) para indicar la constante en el sisterna

gaussiano, entonces ¥, = 47:%;:]] Y Xmmasa = 4mx }U_ngjmus'

dond
tiene

Zm,m as5a

e d es la densidad de masa del material y A es el peso molecular. Como M y H
n dimensiones de momento magnético por unidad de volumen, es evidente que
Hy %, ... H dan el momento magnético por unidad de masa y el momento

magnético por mol, respectivamente. Por comodidad, la susceptibilidad de masa tam-

bién

se daenlatabla9.].

Unarelacién lineal entre M y H implica también una relacién lineal entre B y H:
B =uH (9-37)

donde la permeabilidad 1t se obtiene de la combinacién de las ecuaciones
(9-26) y (9-33):

p= ol + x) (9-38)
La cantidad adimensional
I
Kp="=1+xm (9-39)
Ho

se tabula a veces en lugar de X, Esta cantidad, Km, se llama permeabilidad relativa.
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Para los materiales paramagnéticos y diamagnéticos de la tabla 9.1, es evidente que K|
es muy préxima a la unidad.

Los ferromagnéticos forman otra clase de material magnético. Dicho material se
caracteriza por una posible magnetizacién permanente y por el hecho de que su pre-
sencia tiene generalmente un efecto muy significativo sobre la induccién magnética.
Los materiales ferromagnéticos no son lineales, de modo que las ecuaciones (9-33) v
(9-37) con ¥ y 1 constantes no se aplican.* Ha sido conveniente, sin embargo, utilizar
1a ecuacién (9-37) como la ecuacién que define a u, es decir, con p = u(H), pero debe
advertirse al lector que esta practica puede conducir a ciertas dificultades en algunas
situaciones, Si la ¢ de un material ferromagnético se define mediante la ecuacién (9-
37), entonces, dependiendo del valor de H, u pasa por todo un intervalo de valores
desde infinito hasta cero y puede ser positivo o negativo. La mejor sugerencia que
puede darse es que se considere cada problema de ferromagnetismo por separado, que
se trate de determinar qué region del diagrama de B y H es importante para el proble-
ma en particular, y que se hagan célculos de aproximacién apropiados para esta re-
gi6n. Las propiedades magnéticas de algunos materiales ferromagnéticos se listan en
la tabla 9.2. (Estas cantidades identificadas por M, H, etc., seran definidas en los
siguientes parrafos.)

Primero, consideremos una muestra desmagnetizada de material ferromagnéti-
co. Si la intensidad magnética, inicialmente cero, se aumenta monotdnicamente,
entonces la relacién B-H describird una curva parecida a la de 1a figura 9.5, que es
la curva de magnetizacién del material. Es evidente que las 4t tomadas de la curva
de magnetizaci6n, utilizando la expresién y = B/H, tienen siempre el mismo signo
(positivo), pero muestran un espectro de valores bastante grande. La permea-
bilidad mé&xima ocurre en el “codo” de la curva; en algunos materiales esta permeabi-
lidad méxima llega a 103 1, pero en otros es mucho menor. La raz6n de que se pre-
sente el codo en la curva es que la magnetizacién M se aproxima a un valor
méximo en el material, y

B = u(H + M)

continda aumentando para valores muy grandes de H sélo por el término p H.
El valor méximo de M se llama magnetizacion de saturacion del material (véase la
tabla 9.2).

Consideremos a continuacién una muestra ferromagnética magnetizada por el

~ procedimiento anterior. Si la intensidad magnética H se reduce, la relacion B-H no

regresa descendiendo por la curva de la figura 9.5, sino que ahora se mueve sobre la
nueva curva de la figura 9.6 hasta el punto r. La magnetizacion, una vez establecida,
no desaparece con la eliminacién de H; de hecho, se requiere una intensidad magne-
tica invertida para reducir la magnetizacidn a cero. Si H continia aumentando en el
sentido contrario, entonces M (y en consecuencia B) se establecerd en el sentido
contrario, y la figura 9.6 empieza a mostrar cierta simetria.

* Sin embargo, cierto tipo de hierro, llamado hierro dulce, puede tratarse como aproximadamente lineal.
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TABLA 9.2 Material Composicién (%) u M (T) H, (A/m) K, (méxima)
Propiedades de algunos
materiales Elementos
ferromagnéticos a Hierro (recocido) 2.15 1.6 x 10° 5,500
temperatiira ambiente Cobalto 1.79 7.0% 10°
Niquel 0.61 5.5%10°
Aleaciones y
compuestos H, (A/m)
Hierro-silicio 96 Fe, 4 Si 1.97 56 8,000
Permalloy 55 Fe, 45 Ni 1.60 5.6 50,000
Mumetal 5Cu, 2Cr, 0.75 1.2 100,000
77 Ni, 16 Fe
Permendur 50 Co, 50 Fe 2.45 159 5,000
Ferrita de manganeso Mn Fe,O, 0.49 2,500
Ferrita de niquel Ni Fe,O, 0.32 2,500
B, (T)
Acero al cobalto 52Fe, 36 Co,4 W, 0.97 19 % 10°
6Cr,08C
Alnico V 51Fe, 8 Al, 14 Ni, 1.25 52 % 10°
24 Co,3Cu
Platino-cobalto 77 Pt, 23Co 0.6 34x 10“,
Samario-cobalto Sm Co 0.84 6.7x 10
Neodimio-hierro 13Nd, 81Fe, 6B 0.80 1.2 x 10°

Nota: M_ = magnetizacidn de saturacion, H = intensidad magnética requerida para la saturacion,
H = coercitividad, Br= remanencia.

Fuente: Datos tomados del American Institute of Physics Handbook, 3a. ed., McGraw-Hill, Nueva York,
1972, y del Handbook of Chemistry and Physics, 70a. ed., Boca Raton, FL, CRC Press, Inc., 1990. Los
datos del Nd-Fe-B se tomaron de J. J Croat et al., Journal of Applied Physics 55, 2079, 1985,

FIGURA 9.5 L6
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FIGURA 9.6

Curva de histéresis tipica
de un material
ferromagnético.

S 0 H

Finalmente, cuando H aumenta de nuevo, el punto de operacién sigue la curva inferior de
la figura 9.6. Por tanto, la curva B-H para H creciente es completamente distinta de lade H
decreciente. Este fendmeno se llama histéresis, de la palabra griega histeros, que significa
“quedar detrds”; la magnetizacion literalmente queda detrds del campo excitante.

Lacurvade la figura 9.6 se llama curva de histéresis del material, El valor de B en
el punto r se llama retentividad o remanencia; lamagnitud de H en el punto ¢ se llama
fuerza coercitiva o coercitividad del material. De la figura 9.6 se deduce que el valor
de U, definido por la ecuacidn (9-37), es negativo en el segundo y cuarto cuadrantes
del diagrama. La forma de la curva de histéresis no sélo depende de la naturaleza del
material ferromagnético (Fig. 9.7), sino también del valor maximo de H al cual esta
sometido el material (Fig. 9.8). Sin embargo, una vez que H_, es suficiente para
producir la saturacién en el material, la curva de histéresis no cambia su forma al
aumentar H__ . Para el hierro dulce, la histéresis es relativamente pequefia.

Para ciertas aplicaciones es deseable conocer la permeabilidad efectiva de un
material en un pequefio campo H alternante superpuesto sobre un gran campo cons-
tante. Por tanto, si AB es el cambio en el campo magnético producido por un cambio
AH en la intensidad magnética, la permeabilidad incremental |1 se define como

_aB
AH

y es aproximadamente igual a la pendiente de la curva de histéresis que pasa por el

Hin (9-40)

punto en cuestion.

Los materiales ferromagnéticos se usan (1) para aumentar el flujo magnético de
un circuito de corriente o (2) como fuentes del campo magnético (imanes permanen-
tes). Cuando se utiliza como un imén permanente, el material s¢ magnetiza primero
hasta la saturacién colocdndolo en un campo magnético intenso (es decir, poniéndolo
entre los polos de un electroimén o en un solenoide por el que circula momentanea-
mente una gran corriente). Sin embargo, cuando ¢l imdn permanente se quita del cam-
po externo, estard sujeto en general a un campo desmagnetizante; esto se expondrd
con detalle en las secciones 9.8 y 9.11. Por esta razdn, el segundo cuadrante del diagra-
ma de la curva de histéresis es la parte importante de la relacién B-H para un material
magnético permanente (Fig, 9.9).
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FIGURA 9.7

Comparacién de las curvas
de histéresis de varios
materiales. (Observe que el
eje de abscisa corresponde
a 4, H en lugar de sélo H.
Hy=4mx 107 T - m/A.)
Datos de R. M. Bozorth,
Ferromagnetism, Van
Nostrand, Nueva Yok,
1951.
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FIGURA 9.8
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FIGURA 9.9

Curvas de histéresis de
materiales que son imanes
permanentes. (Observe
que el eje de abscisa
corresponde a (. H, en
lugar de sélo H.)
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9.1 CONDICIONES EN LA FRONTERA
SOBRE LOS VECTORES DE CAMPO
Antes de que podamos resclver problemas magnéticos, aun los més sencillos,
dcbemos saber c6mo cambian los vectores de campo B y H al pasar por una zona
interfacial entre dos medios. La zona interfacial que se va a considerar puede
estar entre dos medios con diferentes propiedades magnéticas o entre un medio
material y el vacio.

Consideremos dos medios, 1 y 2, en contacto, como se indica en la figura 9.10.
Construyamos la pequefia caja de superficie S que corta la zona interfacial, siendo la
altura de la caja despreciablemente pequefia en comparacidn con el didmetro de las bases.
Aplicando la integral de flujo, ecuacién (9-32), a la superficie S, encontramos que

Bz'ﬂg&S‘l“Bl'n]aS:O

donde n, y m, son los vectores normales dirigidos hacia afuera de las superficies supe-
rior e inferior de la caja. Ya que n, = —n, y como cada una de estas normales puede
servir como normal a la zona interfacial

(B, —By)'m,=0 (9-41a)

B,, — By, =0 (9-41b)
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FIGURA 9.10

Las condiciones en la
frontera sobre los vectores
de campo en una zona
interfacial entre dos
medios pueden obtenerse
aplicando la ley de Gauss
a §, ¢ integrando H - dl
alrededor de la trayectoria
ABCDA.

Por tanto, la componente normal de B es continua a través de una zona interfacial.

Una condicién en la frontera (condicidn de contorno) del campo H puede obtenerse
alicando la ley de circuitos de Ampére, ecuacion (9-31), a la trayectoria rectangular
ABCD de la figura 9.10. En esta trayectoria, las longitudes AB y CD se consideraran
iguales a Al y los segmentos AD y BC se supondran despreciablemente pequefios, La
corriente que pasa a través del rectangulo es despreciable a menos que haya una co-
rriente superficial verdadera. Por tanto,

H,—H) L=j-(mxXL)=jxmn-k

(H, — Hy), =jXxXmn (9-42a)

donde j es la densidad de corriente superficial (corriente de transporte verdadera por
unidad de longitud en la capa superficial) y I, es un vector unitario en la direccion de
Al Por tanto, la componente tangencial de la intensidad magnética es continua al atra-
vesar la zona interfacial, a menos que haya una corriente superficial verdadera. Final-
mente, multiplicando vectorialmente la ecuacién (9-42a) por n,, la ecuacién puede
escribirse como

mx (H,—H)=j (9-42b)

Esta forma es conveniente para determinar j si se conocen H, y H,.

Antes de terminar esta seccién demostraremos otra propiedad importante de la
induccién magnética B, a saber, que su flujo es continuo en todo punto. Centremos
nuestra atencién en una regién del espacio y construyamos lineas de campo magnéti-
co, que son lineas imaginarias trazadas de tal manera que la direccién de una linea en
cualquier punto sea la direccién y el sentido de B en dicho punto. A continuacién
imaginemos un tubo de flujo, un volumen acotado en sus lados por lineas de B, pero
que no lo cortan (Fig. 9.11). El tubo estd limitado en los extremos por las superficies S,
y §,. Aplicando el teorema de la divergencia, obtenemos
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FIGURA 9.1 B,
Tubo de induccidn
magnética.
lfl/(’4
1
J V-Bdv =0
Vv
———J’B-nda— B n'da
Sa Y]
= @O(S;) — P(S)) (9-43)
Asi, el mismo flujo magnético que entra en el tubo por la superficie S, sale por S,. Las
lincas de flujo nunca pueden terminar, y finalmente deben llegar a su punfo inicial,
formando curvas cerradas.

Los enunciados anteriores se aplican, por supuesto, al campo B; tal vez convenga
indicar que no se aplican al campo H, ya que V - H=-V - M, que no es igual a cero en
todos los puntos. Asi, del teorema de la divergencia aplicado a un tubo de intensidad
magnética, vemos que

H-nda — H-n'da=J‘,onu (9-44)
5 5 v
La discontinuidad del flujo de intensidad magnética estd determinada por la intensidad
total de polos magnéticos existente dento del tubo de flujo.
9.8 PROBLEMAS DE VALORES EN LA FRONTERA EN LOS

QUE INTERVIENEN MATERIALES MAGNETICOS

- Como B y H obedecen condiciones de frontera semejantes a las de D y E, los proble-
mas de medios lineales o de magnetizaci6én especifica son semejantes a los problemas
de dieléctricos que se estudiaron en el capitulo 4. En esta seccién trataremos un tipo
particular de problemas, a saber, el cdlculo de campos magnéticos en materiales mag-
néticos en los que no existe corriente de transporte. Esto es formalmente idéntico al
dieléctrico con densidad de carga externa igual a cero.

Cuando J=0, las ecuaciones magnéticas fundamentales (9-28) y (9-30) se reducen a

V-B=0 (9-28)
VxH=0 (9-43)
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La ecuacién (9-45) implica que H puede obtenerse como el gradiente de un campo
cscalar. Esto no debe sorprendernos porque, segiin la ecuacion base (9-27), 1a contri-
bucién a H del material magnético ya se ha expresado de esta forma, y en la seccién
8.8 demostramos que el campo (en realidad la demostracién presentada alli debe
generalizarse al campo H) producido por corrientes de transporte puede también de-
ducirse cuando la densidad de corriente local es cero, De acuerdo con la ecuacién
(9-45), escribimos

H=-Vo* (9-46)

donde ¢* es ahora el potencial escalar magnético debido a todas las fuentes.

Hay dos tipos de material magnético para los que el cdlculo del campo mag-
nético se reduce a un problema sencillo de valores en la frontera: (1) material
magnético lineal o aproximadamente lineal, para el que B = yH, y (2) una muestra
uniformemente magnetizada de material para el cual V + M = 0. En ambos casos, la
ecuacion (9-28) se reduce a

V-H=0 (9-47)
Combinando este resultado con la ecuacién (9-46), obtenemos
Vip* =0 (9-48)

que es la ecuacién de Laplace. Por tanto, el problema magnético se reduce a encontrar
una solucidn de la ecuacién de Laplace que satisfaga las condiciones en la frontera. H
puede calcularse entonces como menos el gradiente del potencial magnético, y B pue-
de obtenerse de

B =uH

B = JuI}(H + M)

seglin la expresién que sea més adecuada.

Dos problemas magnéticos sirven para ilustrar la utilidad del método que se aca-
ba de describir; ejercicios adicionales de este tipo se encontrardn entre los problemas
al final del capitulo.

EJEMPLO 9.1 Considere una esfera de material magnético lineal de radio @ y permeabilidad ,
Esfera magnéticamente  colocada en una region del espacio que contiene uncampo magnético inicial-
permeable en un campo  onte uniforme, B,. Nos gustaria determinar cémo se modifica el campo magné-
magnético uniforme ;4 por la presencia de la esfera y, en particular, determinar el campo magnético
en la esfera misma.
Solucién: El problema es andlogo al caso de la esfera dieléctrica en un campo
eléctrico uniforme que se resolvid en la seccién 4.9. Asi, eligiendo el origen de
nuestro sistema de coordenadas en el centro de la esfera y la direccién de
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B, como la direccién polar (direccién z), podemos expresar el potencial
como una suma de arménicos esféricos. De nuevo, todas las condiciones
en la frontera pueden satisfacerse por medio de los arménicos de cos €

@i (r,8) = Arcos @ + C,r>cos 6 (9-49)

para la regién de vacio (1) fuera de la esfera, y
@3(r, ) = Ayrcos 6 + Cyr~?cos 6 (9-50)

para la regién del material magnético (2). Las constantes A, A, C, y C, deben
determinarse a partir de las condiciones en la frontera.

A grandes distancias de la esfera, el campo magnético conserva sucarédcter
uniforme: B = Bk y ¢} = (B, /i)r cos 6. En consecuencia, A, = —(B /1)
Como @} y su campo magnético asociado no pueden hacerse infinitos en ningiin
punto, el coeficiente C, debe igualarse a cero. Habiendo aplicado las condicio-
nes en la frontera para r= = y r=0, volvemos nuestra atencidn a la zona interfacial
enr=a:

Hig = Hyg, B,, = By,

0
C
—(ﬂ) sen @ +—_,T-sen6 = A, senf (9-51)
Ho a
Cy
By cos@ + 2;&0? cos8 = —uA, cosf (9-52)

Resolviendo estas dos ecuaciones simultineamente se tiene

A, = ___ﬁ?._ .
(1 + 2p0)
Y
Gl = fj2Ss
(1 + 2u0)

de donde los campos magnéticos en el interior y en el exterior de la esfera estin
dados por

3Bk
% = T 2ul) G-
¥
= (u/mo) — 17(a\’
B, = Bok + [(P/Mo) e 2](.\") By(2a, cos 8 + a, senf) (9-54)
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FIGURA 9.12

Lineas de induccidn
magnética B en la
vecindad de una esfera de

permeabilidad grande pi. \/\\/_’

ejez

EJEMPLO 9.2
Campo de una esfera unifor-
memente magnetizada

Las lineas de induccidn magnética se muestran en la figura 9.12.
El segundo ejemplo frata de un imdn permanente.

El problema es determinar el campo magnético producido por una esfera magne-
tizada uniformemente, de magnetizacion M y radio a, cuando no estin presentes
otros campos magnéticos.

Solucion: Tomando la magnetizacion sobre ¢l eje z v el origen de nuestro sistema
de coordenadas en el centro de la esfera, podemos desarrollar el potencial en
armdnicos esféricos:

@i(r, ) = 2 Cy.r "*VP,(6) (9-55)
n=0
para la regidn de vacio (1) fuera de la esfera, y
@i(r, 0) = 2, A ,r"P.(8) (9-56)
n=0

para la regién del imédn permanente (2). En el desarrollo (9-55) hemos excluido a
propésito los arménicos con potencias positivas de r, puesto que éstas tendrfan un
valor muy grande para grandes distancias, y hemos excluido también las poten-
cias negativas de r en la ecuacion (9-56), puesto que serian infinitas en el origen,
De las condiciones en la frontera para r = a:

H\p = Hy
Blr = BZr
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obtenemos
= d
> (€16~ — A, 6™a" —P(8) = 0 (9-57)
n=0 dﬁ

)
PO 0 A, .a")P,(6) = constante (9-57a)
n=()

y

#oCroa™2 + o 2 P(O)Cin(n + 1)a™ 0> 4+ Az yna']
i (9-58)
— ugMcos 8 =0

Como P, (8) son funciones ortogonales, cada término de las ecuaciones (9-57a) y
(9-58) debe anularse individualmente. Paran =0

it i
Ci0a™" — A, = constante, uoCroa 2 =0

Por tanto, C; , =0y A, , es una constante arbitraria que puede igualarse a 0 sin
afectara Ho B.
De los términosn =1,

C|‘13-3 _.AZ,I =0

2Ca”+ A, - M=0

que pueden resolverse simultineamente para dar

Ci1 = iMa’
y

Ayy = %M
Para todo n 2 2, las dnicas C, | y A,  compatibles con las dos ecuaciones son
C,=0y4,, =0

Poniendo estos resultados nuevamente en las ecuaciones (9-55) y (9-56),
obtenemos

@i(r, 0) = 3M(a’/r?) cos 6 (9-59)
y

@3(r, 8) = {Mrcos 6 (9-60)

La intensidad magnética H puede calcularse de la operacién gradiente, con el
siguiente resultado:
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FIGURA 9.13

Lineas de induccién
magnética para una esfera
uniformemente
magnetizada,

=

by B \\\/'
)

9.9

§ \ e gez T
H, = iM(a*/r*)[2a, cos6 + ag senb] (9-61)
H, = —-3Mk (9-62)

Por tanto, el campo externo de la esfera uniformemente magnetizada es exacta-
mente un campo dipolar que proviene del momento dipolar - 7a*M. La intensi-
dad magnética dentro de la esfera es un campo desmagnetizante, resultado que
concuerda con el campo E en el interior de un dieléctrico uniformemente polari-
zado. Por tanto, vemos que la esfera magnetizada estd sometida a su propio cam-
po desmagnetizante. El factor - = (1/47)(47/3) de la ecuacién (9-62) depende
explicitamente de la geometria esférica. La cantidad 47/3 se llama factor de
desmagnetizacién de una esfera. Los factores de desmagnetizacién para otras
formas geométricas han sido calculados y tabulados.*

El campo magnético externo B, es exactamente £1, veces la ecuacion (9-61).
La induccién magnética en la esfera es

B, = %#an = %MGM (9-63)

Las lineas de induccién magnética se muestran en la figura 9.13.

CIRCUITOS DE CORRIENTE QUE CONTIENEN
MEDIOS MAGNETICOS

En el capitulo 8 estudiamos los campos magnéticos producidos por circuitos de
corriente en el vacio. Uno de los ejemplos considerados en los problemas (proble-
ma 8.19) fue el de un devanado uniforme toroidal con N vueltas, que conduce una

* Véase, por ejemplo, American Institute of Physics Handbook, 3a. ed., Nueva York, McGraw-Hill, 1972,
pags. 5-247.
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FIGURA 9.14

Devanado toropidal.
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corriente de intensidad 7 (Fig. 9.14). Resolvamos nuevamente el problema del toroide,
pero ahora con la region interior del devanado llena de un material ferromagnético
que supondremos homogéneo, isétropo y originalmente desmagnetizado. El campo
vectorial que se obtiene mds facilmente es la intensidad magnética, ya que est4 rela-
cionado con laintensidad de corriente en el devanado por medio de la ley de circuitos
de Ampere, ecuacidn (9-31). Si aplicamos la ecuacién (9-31) a una trayectoria circu-
lar que es coaxial con el hueco del toroide, tal como la trayectoria punteada en la
figura, los argumentos de simetria nos indican que H es igual en todos los puntos de
la trayectoria;

Hl = NI
8]
NI
H,= (9-64)

Aqui, el subindice representa la componente tangencial a la trayectoria, y I = 27tr es la
longitud total de la trayectoria. De la ecuacién (9-26),

+ oM, (9-65)

Asi, el campo magnético difiere del caso en el vacfo en el término aditivo g M.
Mediante el procedimiento anterior sélo se obtiene la componente tangencial de

- B (y de H); sin embargo, ésta es la inica componente que esperamos que esté presente.

Segiin la ecuacién (9-27), hay dos clases de fuentes para la intensidad magnética: las
corrientes de transporte y el material magnetizado. Es fdcil demostrar que la corriente
en el devanado toroidal produce sélo un campo tangencial. Este devanado es equiva-
lente a N espiras circulares de corriente; si las combinamos por pares (Fig. 9.15), es
evidente que cada par de espiras produce un campo tangencial en ¢l punto en cuestién,

La segunda fuente de H, el material magnetizado en si mismo, puede proporcio-
nar posiblemente una contribucién a través de las densidades de polos: p,, =
-V -My g, =M-n. Como el material ferromagnético del toroide es is6tropo, M tendrd
el mismo sentido que H. Pero M se generé como respuesta a las corrientes en el
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FIGURA 9.15

Naturaleza axial del
campo en un devanado
toroidal, demostrada
mediante la combinacion
de los campos magnéticos
debidos a pares de espiras
de corriente.

B, +B,

AN Vi

devanado toroidal y este campo es tangencial. Por tanto, es probable que haya una
sola M, por lo que podemos eliminar el subindice 7. Basandonos en esto, no hay super-
ficies en la muestra toroidal que sean perpendiculares a M y, en consecuencia, no hay
o,,. Finalmente, p,, debe ser igual a cero; aunque M pueda ser funcién de r (la distan-
cia al eje del toroide), el término dM/Jr no contribuye a la V - M. El resultado de
interés es que el material magnetizado no contribuye a H en este caso y la ecuacidn
(9-65) da todo el campo magnético.

Otro problema, algo més complicado que el anterior, es el de un devanado toroidal
de N vueltas sobre una muestra ferromagnética en la que se ha dejado un entrehierro
1leno de aire, de anchura d (Fig. 9.16). No haremos distincién entre un entrehierro
lleno de aire y uno de vacio, puesto que es evidente de la tabla 9.1 que la permeabili-
dad del aire difiere s6lo muy ligeramente de 4. En este problema, la ley de circuitos
de Ampére no es suficiente para determinar H porque los argumentos de simetrfa no
pueden considerarse para decir que H es igual en todos los puntos de una trayectoria
circular. Por tanto, vayamos primero a la ecuacién base, (9-27).

Nuevamente, observamos que hay dos contribuciones a la intensidad magnética,
una de las corrientes de transporte y otra de la magnetizacién. Como el devanado
toroidal es idéntico al del problema anterior, la contribucién de las corrientes de trans-
porte a H debe ser igual que antes. Representando esta contribucién con el subindice
1, podemos escribir

(9-66)

FIGURA 9.16

Devanado toroidal sobre
un anillo de material
magnético con un
entrehierro 1leno de aire.
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Nuestro problema es calcular H, o el término V¢*. Para conservar la sencillez del
problema, consideraremos vilida la suposicién de que se tiene una magnetizacién
uniforme tangencial M en todo el material ferromagnético; esto nos proporcionard
toda la fisica esencial sin complicar el dlgebra. Entonces, Py esigual acero, pero o, =
+ M en las caras de los polos que limitan con el entrehierro lleno de aire. La situacion
nos recuerda mucho la del problema electrostatico en el que interviene un condensa-
dor cargado de placas paralelas. De hecho, la formulacién matematica del potencial es
idéntica en los dos casos. Si el entrehierro lleno de aire es extremadamente angosto,
entonces, aproximadamente,

H,=M (en el entrehierro)
H,=0 (en cualquier otro sitio) (9-67)

Sin embargo, este resultado no es compatible con la ley de circuitos de Ampére, puesto que
éHdt‘ = %(Hl + H,)dl = NI + Md # NI

a menos que d sea despreciablemente pequefia. Para un entrehierro angosto Ileno de
aire, pero no despreciablemente pequefio, una mejor aproximacién es

d
H, = M(l = ?) (en el entrehierro)

d
H, = —M? (en ¢l material), (9-68)

lo que no sélo satisface la ley de circuitos de Ampére, sino que también tiene en cuenta
la continuidad de la componente normal de B a través de las caras de los polos.
Combinando las ecuaciones (9-66) y (9-68) y sustituyendo el resultado en la
ecuacion (9-26);
B = uo(H + M)
encontramos que

g = MM, pnM(l - ‘—f) (9-69)

l l

tanto en el entrehierro como en el material magnético. Pararesolver completamente el
problema, sélo tenemos que conocer la relacién

M=y, (H)H

Para el “hierro dulce”, y puede considerarse constante.

CIRCUITOS MAGNETICOS

Como hemos visto, las lineas de flujo magnético forman curvas cerradas. Si todo el
flujo magnético (o practicamente todo) asociado con una determinada distribucién de
corrientes estd confinado a una trayectoria bastante bien definida, entonces podemos
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FIGURA 9.17

Circuito magnético.

N vueltas

-

Trayectoria

hablar de un circuito magnético. Por tanto, los ejemplos expuestos en la seccién 9.9
son circuitos magnetlcos, puesto que el flujo magnético se confina a una region inte-
rior al devanado toroidal. En el primer ejemplo, ¢l circuito consistié en un solo mate-
rial, un anillo ferromagnético; en el segundo caso, sin embargo, encontramos un circuito
con dos materiales en serie: un material ferromagnético y un entrehierro lleno de aire.
Consideremos un circuito en serie mds general, con varios materiales rodeados
por un devanado toroidal de N vueltas que conduce una corriente de intensidad [,
como el de la figura 9.17. De la aplicacién de la ley de circuitos de Ampére a una
trayectoria que sigue el circuito (la linea punteada de la figura), obtenemos

§Hd1=1w

Conviene expresar H en cada punto de la trayectoria en funcién del flujo magnético
@; empleando B = yH y @ = BA, donde A es el drea de la seccidn transversal del
circuito en el punto en consideracidén, vemos que

od
uA

b ) e ‘xl'-'-Cnmn estamos estudiando un circuito magnético, esperamos que @ sea esencialmen-
te constante en todos los puntos del circuito; en consecuencia, podemos sacar @ fuera
de la integral:

= NI

- dl Rz |
J ¢>9‘$ = e (9-70)

Esta es la ecuacién bdsica del circuito magnético que nos permite obtener el flujo @en
funcién de los parametros del circuito.

La ecuacién (9-70) nos recuerda una ecuacién semejante para un circuito de co-
rriente en serie: JR = ¥. Por analogia, definimos una fuerza magnetomotriz (fmm):

fmm = NI (9-71)

y la reluctancia 92,

R = é ©9-72)
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Utilizando estas definiciones, podemos volver a escribir la ecuacién (9-70) como

g~ O (9-70a)

= -70a
R

Si el circuito estd formado por varias partes homogéneas, cada una de seccidn trans-

versal uniforme, la reluctancia puede calcularse aproximadamente mediante

a=S-L-5 R, (9-72a)
;A

En consecuencia, la reluctancia total del circuito en serie es la suma de las reluctancias

de los elementos individuales. La analogia entre los circuitos magnéticos y los de

corriente es atin mayor de lo que se ha indicado, puesto que la resistencia de un circui-

to de corriente estd dada por

R:jﬁi‘i
gA

que difiere de la ecuacion (9-72) sélo en la sustitucién de g por it Debido a esta analogia,
es evidente que las combinaciones de reluctancias en serie y en paralelo pueden combi-
narse de la misma forma que las combinaciones de resistencias en serie y en paralelo.

El concepto de circuito magnético es mas ttil cuando se aplica a circuitos que
contienen materiales ferromagnéticos, pero precisamente para estos materiales surgen
algunas dificultades. Para un material ferromagnético, it = (i(H), y no conocemos H en
el material hasta que el problema del circuito estd completamente resuelto y @ deter-
minado. Sin embargo, la situacidn no es irremediable; de hecho, el problema puede
resolverse con bastante facilidad mediante un procedimiento iterativo; (1) Como pri-
mera aproximacién, podemos considerar H = NI/l ,, donde [ es la longitud total
del circuito. (2) La permeabilidad de cada material del circuito se obtiene para este
valor de H a partir de la curva de magnetizacién adecuada. (3) Se calcula la reluctancia
total del circuito, y (4) el flujo @ se calcula de la ecuacién (9-70a). (5) A partir de D,
s¢ hallan las intensidades magnéticas en los diversos elementos y se vuelven a deter-
minar las permeabilidades. (6) El procedimiento se repite a partir del apartado (3).
Generalmente, son suficientes una o dos iteraciones para determinar @ con un porcen-
taje de error muy pequefio.

La reluctancia &, es inversamente proporcional a la permeabilidad y. Como la

. permeabilidad del material ferromagnético puede ser 100 veces , 10° i, o incluso

10% u, en algunos casos, es evidente que el material ferromagnético forma una trayec-
toria de baja reluctancia para el flujo magnético. Si el flujo magnético encuentra dos
trayectorias paralelas, una de alta reluctancia %, y otra de baja reluctancia 92, enton-
ces la mayor parte del flujo pasard por la trayectoria de baja reluctancia y la reluctancia
equivalente de la combinacién estd dada por =R, R, /(R, + ). Observando ahora
la figura 9.18, vemos que si los materiales A, B, y C son ferromagnéticos, la mayor
parte del flujo seguir4 el anillo ferromagnético, porque la trayectoria por el aire entre
los extremos del solenoide tiene una reluctancia relativamente alta. Asi, los circuitos
magnéticos de las figuras 9.17 y 9.18 son esencialmente equivalentes.
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FIGURA 9.18

Este circuito magnético es
equivalente al de la figura
0.17 si las permeabilidades
de A, B, y C son grandes.

N vueltas

*9.11

Si los materiales B y C son ferromagnéticos, pero A representa un entrehierro
lleno de aire, los circuitos no son equivalentes porque hay una fuga de flujo en los
extremos del solenoide de la figura 9.18. La cantidad de flujo que sale del circuito
depende de la razén de la reluctancia del circuito magnético a la trayectoria de fuga.
Cuando el entrehierro lleno de aire A es pequefio comparado con la longitud del sole-
noide, el flujo de fuga es pequefio y en calculos aproximados puede despreciarse. La
reluctancia de la trayectoria de fuga se ha determinado para muchas formas geométricas
comunes y se puede encontrar en varios manuales de consulta convencionales.* El
concepto de circuito es seguramente una aproximacién mds burda en el caso magnéti-
co que en el eléctrico, porque (1) larazén entre la reluctancia del circuito y la reluctancia
de fuga no es tan pequefia como la razén entre las resistencias correspondientes del
caso eléctrico, y (2) las dimensiones laterales del circuito magnético no son general-
mente despreciables en comparacién con su longitud. Sin embargo, se ha probado que
el concepto de circuito magnético es extremadamente 1itil.

CIRCUITOS MAGNETICOS QUE CONTIENEN
IMANES PERMANENTES

El concepto de circuito magnético es dtil también cuando se aplica a circuitos con
imanes permanentes, es decir, a circuitos de flujo en los que @ tiene su origen en un
material permanentemente magnetizado. Veremos que es conveniente usar la abrevia-
tura I-P para el iman permanente. Debido a la relacién complicada B-H en el material
I-P, el procedimiento descrito en la seccién anterior no es adecuado para el problema
que tenemos ahora. Por esto, volveremos nuevamente a la ley de circuitos de Ampere,
aplicada ahora a la trayectoria de flujo del circuito I-P:

* V¢ase, por ejemplo, S. A, Nasar y L. E. Unnewehr. Electromechanics and Rotating Electric Machines,
Nueva York, Wiley, 1978, y E. N. Bradley, Materials for Magnetic Functions, Nueva York, Hayden
Book Co., 1971, pag. 162.
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b
J’ Hdl = - Hdl (9-73)

Al escribir la ecuacidn (9-73) suponemos explicitamente que el material I-P estd entre
los puntos by a de la trayectoria del flujo, mientras que de a a b la trayectoria del flujo
no encuentra material I-P. El uso de B = uH y @ = BA en el primer miembro de la
ecuacion (9-73) da

@ j *d ) Hdl 9-74

T (9-74a)
a JuA bia.p

El flujo magnético @ es continuo en todo el circuito, de modo que @ =B A |

donde B_es el campo magnético en el imédn permanente y A_es el drea de la sec-

cién transversal. El lado derecho de la ecuacién (9-74) puede escribirse como

—H I ,donde H_es la intensidad magnética promedio del imédn y /, es su longitud.

Por tanto,

B, A, R = —H, L, (9-74b)

es la ecuaci6n que relaciona las cantidades desconocidas B y H_. Esta ecuaci6n pue-
de resolverse simultdneamente con la curva de histéresis del imdn para dar tanto B
como H,,

Como ejemplo de un circuito I-P, consideremos el circuito compuesto por un
imdn, un entrehierro lleno de aire y hierro dulce (Fig. 9.19). Es importante darse cuen-
ta de que el hierro dulce no es un material I-P; su histéresis es realmente despreciable
comparada con la del imén, y i, = B,/H, es una cantidad positiva. La reluctancia %2,
estd dada por

FIGURA 9.19

Circuito de imdn
permanente. Para este
circuito, sobre el

imdn actiia un campo
desmagnetizante
bastante grande; este
tltimo puede reducirse
aumentando la longitud
del material I-P (por
ejemplo, colocando
imanes adicionales

en los brazos laterales
del circuito).

Hierro dulce
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e, B

WA; oA &)

B

donde los subindices i y g se refieren al hierro dulce y al entrehierro lleno de aire,
respectivamente. Si el entrehierro lleno de aire no es demasiado angosto, la ecuacién
(9-75) puede, en general, calcularse aproximadamente mediante

l
Ry = —L
: Ju'(]Ag
que, cuando se combina con (9-74b), nos da
1.A
B, = - L A: toH,, (9-76)

una relacién lineal entre By H . La representacion grafica de esta ecuacion,
junto con la curva de histéresis del imdn, se muestran en la figura 9.20. El punto
de corte de las dos curvas da el punto de operacién del imédn. El problema estd
ahora casi resuelto: conociendo B se determinan facilmente el flujo @y la densi-
dad de flujo Bg.

Sin embargo, hay dos puntos que merecen atencién. El primero es: jqué se utiliza
para el drea efectiva Ag del entrehierro? Como una primera aproximacion, podemos
considerar A_igual al drea de la cara del polo del hierro dulce, y si el entrehierro lleno
de aire no es demasiado grande, esta aproximacién es adecuada. No entraremos en un
andlisis detallado de este punto, pero indicaremos al lector interesado que consulte las
referencias citadas en la seccién anterior. En segundo lugar, el problema del flujo de
fuga es tan importante en los circuitos I-P como en otros tipos de circuitos magnéticos.
No obstante, para los problemas que se presentan en este libro, supondremos general-
mente que el flujo de fuga puede despreciarse.

Finalmente, observamos que H, , tal como se menciond en la figura 9.20, es nega-
tivo; esto es, la intensidad magnética del imdn es un efecto desmagnetizante, Este es
un resultado general. Cuando el flujo magnético tiene su origen en un imédn perma-
nente, entonces el imdn mismo estd sometido a un campo desmagnetizante.

FIGURA 9.20

Linea desmagnetizante
para un circuito
magnético. (El subindice
m significa imdn.) Como
se construye la gréfica de
M enlugarde i, la
pendiente de la recta
desmagnetizante es
exactamente —(f, AEHKA”);
en otras palabras, un
ndmero puro.

By = _imA #{)Hm
glm

B

Relacion B-H
para I-P

—toflm 0 woHm
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RESUMEN

En el capitulo 4 sefialamos que la respuesta de un medio (dieléctrico) a un campo E era
una densidad de carga de polarizacién p, = -V - P (0, = n * P), donde P = yE; en el
capitulo 7 se vio que la respuesta de un medio (conductor) a un campo E era una
densidad de corriente de transporte J = gE. Encontramos ahora que la respuesta de un
medio (magnético) a un campo B es otro tipo de densidad de corriente, la corriente de
magnetizacion atomica,

Jy=V XM (jy=-nxM)

donde M = Am/Av es el momento magnético por unidad de volumen del material. El
potencial vector debido a la magnetizacién es

4 IJM(I_) dv’

El campo total B causado por la corriente de transporte estacionaria mds la corriente
de magnetizacidn satisface

Observe que V- J ;= 0. Es conveniente definir el campo vectorial

1
H=—B-M
Ho
de modo que V x H = J, con solamente las corrientes de transporte convencionales
como fuentes, Para un medio dado, debe conocerse la susceptibilidad magnética en
la ecuacién constitutiva.

M = y.,.(H)H
Combinada con la definicion de H, se tiene
B = u(H)H

donde p= 1 [1 + %, (H)]. Esta relaci6n, junto con las ecuaciones diferenciales
V-B=0, VxH=1J

determina los campos B y H, sujetos a las condiciones en la frontera
B, — B, =0, Hy -H,=jxm

* La mayoria de los materiales son diamagnéticos (¥ < 0) o paramagnéticos
(%,,>0); en cualquiera de los casos, |y | <<1.Los materiales magnéticos de importan-
cia prictica son ferromagnéticos. Para estos, |y, | puede ser mayor que 1000, pero
B = B(H) no es lineal y no tiene valor unico (histéresis).

* Debido a que V x H = 0, en los problemas en los que no hay corrientes de
transporte es conveniente usar el potencial escalar,

H= -V¢p*
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ComoV+-B=0,V-H=-V M, ¢* satisface la ecuacién de Poisson
=V-M
Una solucién es
i f pu@)dv’ 1 f ou(r') da’
4 ly, |r —r'| dm lg |r — ']
donde p,, ==V *M, 0,, = n - M. (Esta solucién es dtil si M es una funcién dada.)

* En los problemas con medios lineales o que tienen M uniforme, V- H =0y ¢*
satisface la ecuacion de Laplace. Estos problemas son idénticos a los correspondien-
tes problemas electrostdticos sin densidad de carga externa.

¢ Laley de Ampére relaciona el campo H con la corriente de transporte:
% H-dl=1

* La soluci6n para H se divide en una parte debida a la corriente de transporte y
otra debida a los materiales magnéticos:

J(r)x(r—r)
4J’ -

(El cdlculo del segundo término depende del conocimiento de M(H).)

dv’ — Vo*(r)

* En presencia de materiales ferromagnéticos con y grande, una aproximacién
itil puede ser considerar que todo el flujo @ estd confinado en un volumen cono-
cido. Entonces

NI = OR
donde la reluctancia
l
R=—
uA

se puede calcular para cada elemento del circuito magnético,

9.1 Unimén permanente tiene la forma de un cilindro recto de longitud L. Si la magnetizacién
M es uniforme y tiene la direccién del eje del cilindro, encuentre las densidades de corriente de
magnetizacion J,, y j,,. Compare la distribucién de la corriente con la de un solenoide.

9.2 (a) Halle la distribucién de corrientes de magnetizacién correspondientes a una esfera
uniformemente magnetizada con magnetizacién M. Segiin la ecuacién (9-63), la induccién mag-
nética B es uniforme en el interior de dicha esfera. (b) ;Puede usar esta informacién para disefiar
un devanado por el que pase una corriente que produzca un campo magnético uniforme en una
regién esférica del espacio?

9.3 (a) El momento magnético de un cuerpo macroscépico se define como Iv M dv. Demuestre.
la relacion

JMdU = J‘ ¥ dv + ﬁ;rona
v v s



*CAPITULO 1 0

Teoria microscopica
del magnetismo

En el capitulo anterior nos ocupamos de los aspectos macroscdpicos de la mag-
netizacion. Las propiedades magnéticas de la materia se introdujeron explicitamente a
través de la funcién M, la cual se relacioné con la induccidn magnética por medio de
pardmetros determinados experimentalmente. En este capitulo consideraremos la ma-
teria desde el punto de vista microscépico (es decir, como una agrupacién de 4tomos o
moléculas) y veremos como responden las moléculas individuales a un campo magné-
tico impuesto. Si este procedimiento se realizara en la forma mas completa posible,
tinalizarfamos con expresiones tedricas para la susceptibilidad y con relaciones B-H
para todos los tipos de materiales. Ciertamente, tal procedimiento queda mas all4 del
alcance de este libro; sin embargo, podemos demostrar con facilidad c6mo se originan
los diversos tipos de comportamiento magnético, y ademds deducir expresiones que
predigan el orden de magnitud correcto de la susceptibilidad en algunos casos. Un
andlisis mucho més completo y detallado de los temas presentados aqui podrd encon-
trarse en libros de fisica del estado sélido. T

En la formulacién macroscépica del capitulo 9 tratamos dos campos vectoriales,
B y H, que relacionamos mediante la ecuacién B = i (H + M). Desde el punto de vista
microscopico, la distincién entre B y H desaparece en gran parte porque consideramos
una agrupacion de moléculas (es decir, una agrupacion de dipolos magnéticos o de
grupos dipolares) en el vacio. Nos interesa el campo magnético cerca de una molécula
en el vacio o en la posicién de una molécula cuando ésta se quita del sistema. Por
tanto, B, = u,H . Aquf el subindice m indica “microscopico”, pero en las siguientes

* Este capitulo puede omitirse sin pérdida de continuidad,
T Véase, por ejemplo, C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, 6a. ed., Nueva York, Wiley, 1986,
caps. 14 y 15,
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10.1

secciones de este capitulo el simbolo B, (y H, ) representard un valor particular del
campo microscopico, es decir, el campo en la posicién de una molécula.

Cuando se estudia el campo microscdpico dentro de la materia, se suele relacio-
nar H, con el campo H macroscépico, en lugar de B, con el campo B, porque tanto H
como H, pueden escribirse sencillamente en funcién de las integrales sobre las dos
distribuciones de corriente y de dipolos. Sin embargo, importa muy poco que se calcu-
le H o B_, puesto que difieren uno de otro sélo en un factor de escala (.

CAMPO MOLECULAR DENTRO DE LA MATERIA

El campo magnético que es efectivo en la interaccion con las corrientes atémicas de un
dtomo o una molécula se llama campo molecular B = (. H . En algunos textos se
llama campo local, y es el campo magnético en una posicién molecular (o atémica)
del material. Este campo es producido por todas las fuentes externas y por todos los
dipolos moleculares del material con excepcidn de la molécula (o del dtomo) en el
punto que se estd considerando. Es evidente que B_ no tiene que ser igual al campo de
induccién magnética macroscdpico, puesto que esta tiltima cantidad se relaciona con
la fuerza sobre un elemento de corriente cuyas dimensiones son grandes comparadas
con las dimensiones moleculares.

El campo molecular puede calcularse por un procedimiento semejante al de la
seccitn 5.1 para el campo eléctrico molecular en un dieléctrico. Consideremos un
objeto material de forma arbitraria, que por conveniencia suponemos que estd magne-
tizado uniformemente con magnetizacién M. Saquemos una pequefia muestra del ob-
jeto, dejando una cavidad esférica alrededor del punto en el que se va a calcular el
campo molecular (véase la figura 10.1). El material que queda debe considerarse como
un continuo, esto es, desde el punto de vista macroscépico. A continuacion, volvemos
a poner el material en la cavidad, molécula por molécula, excepto la molécula del
centro de la cavidad, donde queremos calcular el campo molecular. Las moléculas que
se han vuelto a poner en su lugar deben considerarse no como un continuo, sino como
dipolos individuales o como grupos dipolares.

FIGURA 10.1

Cilculo de la contribucién
de la superficie de la
“cavidad”aH .+ y ~
representan la carga
magnética (es decir, los
polos que se dirigen
aNyS).
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El campo macroscépico H, la intensidad magnética de la muestra, puede expre-
sarse, segtin la ecuacién (9-27), como

1 (IXx (-1 1 (r—1r")
H=—J———d’+—f W=F)
an) e=vf Y Tag)Pm k- P At

1 (r—1r')
o Nt R '
4::.‘;0er - r’f3da

donde las integrales se extienden sobre todas las fuentes: J, p, y 0,,- El campo molecular
H, puede expresarse de forma semejante, excepto que ahora hay contribuciones adi-
cionales de la superficie de la cavidad y de los dipolos individuales dentro de ésta. La
integral de p, (r — r')/lr — r'® sobre el volumen de la cavidad no necesita excluirse
especificamente, puesto que p,, =—V - M = 0 en la muestra uniformemente magneti-
zada. Por tanto,

H,=H+H, +H (10-1)

donde H esa intensidad magnética macroscépica de la muestra, H_es la contribu-
cion de la densidad de polos supetficial o,, = M, sobre la superficic de la cavidad
(véase la figura 10.1) y H' es la contribucién de los distintos dipolos del interior de
la cavidad.

De la deduccidn correspondiente en la seccién 5.1, se ve que H es

H, = iM (10-2)
Ademis, la contribucidn de los dipolos en la cavidad
. 3(m; - r)r, m;
H = 4_3";2," [ r B r_3] (10-3)

i
donde r, es la distancia del i-ésimo dipolo al centro de la cavidad y tiene la misma
forma que el término dipolar eléctrico correspondiente E’ en la seccidn 5.1.

Por tanto, si restringimos nuestro interés a la clase bastante abundante de
materiales para los cuales se anula la ecuacién (10-3), 1a ecuacién (10-1) del
campo molecular se reduce a

H,=H+1M (10-4)

B, = uoH,, (10-5)

Las ecuaciones (10-4) y (10-5) dan el campo molecular en funcién de la intensidad '
magnética macroscdpica y la magnetizacién de la muestra. Para la mayoria de los
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materiales diamagnéticos y paramagnéticos, el término +M = 7y, H es despre-
ciablemente pequefio, pero para materiales ferromagnéticos la correccién es muy
importante.

ORIGEN DEL DIAMAGNETISMO

Para calcular la susceptibilidad diamagnética de un conjunto de dtomos debemos sa-
ber algo acerca del movimiento electrénico en el 4tomo mismo. Supondremos que
cada electrén circula alrededor del nicleo atémico en alguna clase de drbita y, por
conveniencia, elegiremos una drbita circular de radio R en un plano perpendicular al
campo magnético aplicado. La mecénica cudntica nos dice que, aun cuando esta forma
de razonamiento es aproximadamente correcta, los electrones no circulan en orbitas
bien definidas. Para resolver adecuadamente el problema, tendriamos que resolver la
ecuacion de Schroedinger para un electrén atémico en un campo magnético; sin em-
bargo, nuestro célculo “cldsico” un tanto ingenuo da el orden de magnitud correcto
para la susceptibilidad diamagnética.

Antes de que se aplique el campo de induccién magnética, el elecirén estd en
equilibrio en su 6rbita:

F, = muiR, (10-6)

q

donde F_ es la fuerza eléctrica que mantiene al electrén en su dtomo, @), es la frecuen-
cia angular del electrén en su Grbita y m_ es la masa del electrén. Al aplicar un campo
magnético se ejerce una fuerza adicional —ev x B, sobre el electrén; suponiendo que el
electrén permanece en la misma drbita, se encuentra que

E, £ ewRB,, = m.w’R
que, cuando se combina con la ecuacidn (10-6), da
tewB,, = m (@ — wo)(w + W) (10-7)

La cantidad Aw= @ - @, es el cambio en la frecuencia angular del electron. De aqui
que ¢l electrén se acelera o bien disminuye su velocidad en su 6érbita, dependiendo de
la forma geoméirica detallada (es decir, del sentido de v X B, con respecto a Fq ), pero
en cualquier caso el cambio en el momento magnético orbital es en sentido opuesto al
del campo aplicado. El lector puede verificar ficilmente este enunciado.

Aun para los mayores campos que pueden obtenerse en el laboratorio (~ 100T),
Aw es muy pequefio comparado con @, de modo que la ecuaci6n (10-7) puede siem-
pre aproximarse mediante

e
2m,

La cantidad (e/2m )B,, se llama frecuencia de Larmor.
Hasta este punto hemos supuesto simplemente que cl electrén permanece en la
misma orbita. Hemos utilizado esta suposicién junto con el equilibrio de fuerzas para

Aw = % B, (10-8)
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deducir la ecuacién (10-8). Para que el electrén permanezca en su Orbita, el cambio en
su energfa cinética, como se determing por la ley de induccién de Faraday, debe ser
consistente con la ecuacién (10- 8)-* Cuando se comienza a generar el campo magné-
tico, hay un cambio en el flujo a través de la Grbita dado por 7R? ARB . Este flujo
atraviesa las An espiras orbitales electrénicas, donde Az es el nimero de revolucmnes
realizadas por el electrén durante el tiempo en que el campo cambia. El flujo variable
produce una fem de acuerdo con la ley de Faraday:

dn
€ = JrRz— An = ar* 22 AB,, (10-9)
dt dt '
La energfa dada al electrén en este proceso es &e y esto aparece como un cambio en la

energia cinética:

1 dn
Em,,Rz(mu2 - wd) = e:rRZEABm (10-10)

Pero AB es sélo el valor final del campo B, ,» ¥ €l valor promedio de dn/dt = (0 + o, W
4. Asi,

e
2m,

Aw = B,

de acuerdo con la ecuacidn (10-8). Por tanto, la suposicién de una Grbita constante no
conduce a una contradicci6n entre (10-9) y 1a ecuacién de las fuerzas. El diamagnetismo
es el resultado de la ley de Lenz operando a escala atémica. Bajo la influencia de un
campo magnético, las corrientes electrénicas en cada 4tomo se modifican de tal modo
que tienden a debilitar el efecto de este campo.

El cambio en la velocidad angular predicho por la ecuacién (10-8) produce un
cambio en ¢l momento magnético dado por

2
e e
Am = —— gR?
2x 2m, 4m,
Para hallar 1a magnetizacion, este resultado debe sumarse sobre todos los electrones
en una unidad de volumen. Para una sustancia que contiene N moléculas por unidad de
volumen, todas de la misma especie molecular,

B,=-—R%uH, (10-11)

M= w80 2 10-12
= H,,,ZR, (10-12)

donde la suma se efectiia sobre los electrones de una molécula, Para materiales
diamagnéticos, H, difiere muy poco de H, de modo que la susceptibilidad diamagnética

* Laley de induccién de Faraday y la ley de Lenz se tratan en el capitulo 11, seccion 11.1.
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_ N 10-13a
e 4m, Z Ri ( )
Este resultado se ha obtenido suponiendo que todos los electrones circulan en planos
perpendiculares al campo H, . Cuando la 6rbita se inclina, de modo que una normal a
la Grbita forma un dngulo 8, con el campo, sélo la componente de H, alo largo de esta
normal (H_cos 6) es efectiva para alterar la velocidad angular del electron. Ademads,
la componente de Am paralela al campo es menor por el factor cos 8. Por tanto, una

mejor aproximacién a la susceptibilidad diamagnética es

2
L B g (10-13b)
4m, 5

m

El diamagnetismo probablemente estd presente en todo tipo de materia, pero su efecto
cs frecuentemente enmascarado por un comportamiento paramagnético o
ferromagnético mds intenso que puede tener lugar simultdneamente en el material. El
diamagnetismo es particularmente notable en los materiales que consisten enteramen-
te de dtomos o iones con “capas electrénicas cerradas”, ya que, en estos casos, todas
las contribuciones paramagnéticas se cancelan.

ORIGEN DEL PARAMAGNETISMO

El movimiento orbital de cada electrén en un dtomo o molécula puede escribirse en
funcién de un momento magnético; esto se deduce directamente de la ecuacién (8-22).
Ademds, se sabe que el electrén tiene una propiedad intrinseca llamada espin, y un
momento magnético intrinseco asociado a esta carga con espin. De este modo, cada
molécula tiene un momento magnético m, que es la suma vectorial de los momentos
orbitales y de espin de los diversos electrones de la molécula. En resumen, el
paramagnetismo resulta de la tendencia de estos momentos moleculares a alinearse
con el campo aplicado, al igual que el circuito de corriente de la ecuacién (8-19) tiende
a alinearse con el campo.

Sin embargo, la situacién no es tan clara como la de un circuito de corriente. De
hecho, hay dos complicaciones: (1) en presencia de un campo magnético, los movi-
mientos electrénicos estdn cuantizados de tal modo que cada momento orbital y de
espin tiene sélo un conjunto discreto de orientaciones relativas al sentido del cam-
po. Ademds, dos electrones de la molécula no pueden ocupar el mismo estado
cudntico, de modo que si hay suficientes electrones por molécula para llenar las
“capas electrénicas”, entonces deben utilizarse todas las posibles orientaciones y
m_ es cero. Estd claro que el paramagnetismo puede tener lugar sélo cuandom, # 0.
(2) El movimiento electrénico dentro de un dtomo que da origen a m, también pro-
duce un momento angular con respecto al nicleo atémico; de hecho, m, estd
linealmente relacionado con este momento angular. En estas condiciones, el mo-
mento de Totacién magnético no alinea directamente el momento dipolar m, con el
campo, sino que origina un movimiento de precesion con respecto al campo con una
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inclinacién constante.* Los dtomos (o las moléculas) en nuestro sistema material es-
tdn en contacto térmico entre si. En un gas o en un liquido, los dtomos est4n sufriendo
continuamente colisiones unos con otros; en un sélido, los 4tomos estin experimen-
tando una oscilacién térmica. En estas condiciones, los diversos m. pueden intercambiar
la energia magnética con la energia térmica de su medio ambiente y hacer transiciones
de un estado de precesion a otro con otra inclinacién distinta. La energia térmica del
sistema tiende a producir una orientacién completamente aleatoria de m,, pero las
orientaciones a lo largo de la direccién del campo o cercanas a ella tienen una menor
energia magnética y, por tanto, son favorecidas. La situacidn es bastante semejante ala
de las moléculas polares de un campo eléctrico que se analizé en la seccién 5.3.

Para un material compuesto totalmente por una especie molecular, en el que cada
molécula tiene un momento magnético my, la orientacion fraccionaria estd dada de
forma aproximada por la funcién de Langevin, ecuacién (5-21), con

- mﬂ.uOHm
= (10-14)
La magnetizacién estd dada por
1
M| = ng[cothy = ﬂ (10-15a)

donde N es el nimero de moléculas por unidad de volumen. Excepto para temperatu-
ras cercanas al cere absoluto, la funcidén de Langevin puede aproximarse al primer
término de su serie de potencias:

Nm?
M=—uH 10-51b
3kT Mok, ( )
que da la susceptibilidad paramagnética
Nmu,
e U0 0-16
X T (10-16)

Segtin la teoria atémica, m, estd en el intervalo de unos cuantos magnetones de Bohr
(1 magnetén de Bohr = eh/47m , donde k es la constante de Planck). Las ecuaciones
(10-16) y (10-13b) explican el orden de magnitud de las ¥, de la tabla 9.1.

Podemos resumir brevemente los resultados de esta seccién como sigue: Para
poder presentar un comportamiento paramagnético, los dtomos (o las moléculas) del
sistema deben tener momentos magnéticos permanentes, y éstos tienden a orientarse
en el campo aplicado. Los diversos momentos moleculares se desacoplan, esto es,
precesan alrededor del campo magnético individualmente (no al unisono), pero pue-
den intercambiar energia debido al contacto térmico con su medio ambiente. Excepto

* En diversos textos se puede encontrar un andlisis de la precesién de m, en un campo magnético uniforme.
Véase, por ejemplo, H. Goldstein, Classical Mechanics, Reading, Massachussets, Addison-Wesley,
1950, pags.176-177.
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a temperaturas cercanas al cero absoluto y para grandes campos simultdneos, la
magnetizacién es mucho menor que el valor de saturacién que se obtendrfa cuando
todos los momentos dipolares estuvieran alineados.

TEORIA DEL FERROMAGNETISMO

En materiales ferromagnéticos, los momentos atémicos (o0 moleculares) estdn casi
alineados, aun en ausencia de un campo aplicado. La causa de esta alineacidn es el
campo molecular H_que, segin la ecuacién (10-4), no se anula cuando H = 0 a menos
que M se anule simultdneamente. Una magnetizacién M da lugar a un campo molecu-
lar, pero a menos que este campo molecular produzca la misma magnetizacion M
que se supone que existe en el material, la solucién es inconsistente. Nuestro proble-
ma consiste en determinar en qué circunstancias se puede mantener la magnetizacion
por si misma por medio del campo molecular.

Se demostrard que es necesario generalizar la ecuacion (10-4) hasta cierto grado.
Para el campo molecular, escribiremos H_ = H + yM, que, para H =0, se reducird a

H, = YM (10-4a)

Segtin la sencilla teorfa de la Seccién 10.1, y= 1. Si los términos de la ecuacion (10-3)
no suman cero, ypuede diferir de 4 ; sin embargo, es probable que ysea de este orden
de magnitud.

Limitemos nuestra atencién a un material compuesto totalmente por una especie
atémica; cada dtomo tiene un momento magnético m,. Hay N dtomos por unidad de
volumen. Para que los momentos atémicos estén casi alineados, M debe ser una frac-
cién importante de Nm,; no obstante, con el fin de concretar, digamos que

M > 0.7Nm, (10-17)

Segiin la ecuacién (10-15), esto implica que [coth y — (1/y)] > 0.7 o y [que se define
mediante la ecuacién (10-14)] > 3. Por tanto,

= mﬂuGHm
kT

que, cuando se combina con las ecuaciones (10-4a)y (10-17), da

Nuoms
0-71—%5 3 (10-18)
Este resultado es (aproximadamente) la condicién para que tenga lugar el ferro-
magnetismo.

En la seccion anterior se dijo que la teorfa atémica predice que m, estd en un
intervalo de unos pocos magnetones de Bohr. Con esto como base, la ecuacién (10-18)
requiere una yde aproximadamente 102, lo cual es muchos érdenes de magnitud ma-
yor que lo que puede justificar la deduccién presentada en la seccidn 10.1. Pareceria
entonces que el origen del ferromagnetismo es considerablemente mds complejo que
la situacién correspondiente en los ferroeléctricos (analizada en la seccién 5.4).

=22
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En 1907, Pierre Weiss* formulé su teorfa del ferromagnetismo. Weiss se dio cuen-
ta del papel esencial que desempefia el campo molecular. No pudo explicar el gran
valor de ¥, pero lo aceptd como un hecho y siguié desarrollando su teorfa a partir de
ese punto. Se encontré que las predicciones de su teoria concordaban bastante bien
con los experimentos. Por esta razdn, al campo molecular de la ecuacién (10-4a) se le
llama a menudo campo molecular de Weiss.

Quedo para Heisenberg,t unos veinte afios mds tarde, el explicar el origen del
gran valor de y. Heisenberg demostrd, primero, que sélo los momentos magnéticos de
espin contribuyen al campo molecular y, en segundo lugar, que el campo es producido
bdsicamente por fuerzas electrostdticas. Tomando como base la mecénica cudntica,
demostrd que cuando los espines de dtomos vecinos cambian de un alineamiento para-
lelo a otro antiparalelo, tiene que haber un cambio simultdneo en la distribucién de
carga electronica en los dtomos. El cambio en la distribucion de carga altera la ener-
gia electrostdtica del sistema y, en algunos casos, favorece la alineacién paralela (esto
es, el ferromagnetismo). Una energfa dependiente del espin, o sea, una energia que
depende de la configuracién del espin del sistema, puede considerarse en términos de
la fuerza (o momento de rotacidn) que se produce sobre uno de los 4tomos cuando se
altera la configuracion. El campo equivalente resulta ser proporcional a M, pero con
un coeficiente que depende en detalle de la distribucién de carga en el 4tomo en con-
sideracion.

La teorfa de Weiss-Heisenberg puede utilizarse para predecir la forma en que la
magnetizacién de un ferroiman cambia con la temperatura. Es evidente que la teorfa
describe el ferromagnetismo como ¢l caso limite del paramagnetismo en un campo
magnético extremadamente grande, pero este campo proviene de la propia
magnetizacién, Combinando la ecuacién (10-4a) con (10-14) y (10-15) se tiene

1
M= Nmo[cothy = ;] (10-19)
y
kT
M= (10-20)
YHoMg

La magnetizacidn espontdnea, es decir, la magnetizacién en un campo externo cero,
para una temperatura dada, se obtiene a partir de la solucién simultdnea de las ecuaciones
(10-19) y (10-20). Esto se hace facilmente mediante un procedimiento gréfico: repre-
‘sentado gréficamente M en funcidn de y para ambas ecuaciones, (10-19) y (10-20),
como se indica en la figura 10.2. La intersecci6n de las dos curvas da una magnetizacion
M(T) que es consistente con ambas ecuaciones. A medida que la temperatura aumenta,

* P. Weiss, Journal de Physigue, vol. 6, pag. 667, 1907
t W. Heisenberg, Zeitschrift fiir Physik, vol. 49, pag. 619, 1928.
1 Este cambio de distribucidn es una consecuencia del principio de exclusién de Pauli.
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FIGURA 10-2

Determinacion de la
magnetizacién espontdnea
M(T) con ayuda de la
funcidén de Langevin.

Nmg
M(T)
1
Nmyg [ceth v y}
= Ay
TugMy
1 1 | 1 1
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la curva lineal, ecuacion (10-20), aumenta su pendiente, pero la ecuacién (10-19) no
cambia. Por tanto, el punto de interseccién se mueve hacia la izquierda en la figura, y
se obtiene un valor menor para la magnetizacién espontdnea. Finalmente, se alcanza
una temperatura para la cual la ecuacién (10-20) es tangente a (10-19) en el origen; a
esta temperatura, y a otras mayores, la magnetizacion espontdnea es cero. Esta tempe-
ratura es la temperatura de Curie, T , por encima de la cual la magnetizacion esponté-
nea se anula y tiene lugar el comportamiento paramagnético ordinario.

Una grifica de M(T) en funcién de la temperatura, obtenida segin el procedi-
miento anterior, se muestra en la figura 10.3. Estos valores concuerdan aproximada-
mente con los valores de la magnetizacion espontdnea determinados experimentalmente
para un material ferromagnético.

10.5 DOMINIOS FERROMAGNETICOS
Segiin la seccién anterior, una muestra ferromagnética deberd magnetizarse casi hasta
la saturacion (independientemente de su historia anterior) a temperaturas por debajo
FIGURA 10.3

Magnetizacién de un
material ferromagnético en
funcién de la temperatura.
T _se llama temperatura de
Curie. (La curva mostrada
se ba calculado con ayuda
de 1a funcion cldsica de
Langevin; las correcciones
de la mecdnica cudntica
cambian un poco la forma
de la curva, haciendo que
concuerde con los datos
experimentales.)

M(T)/Nmq
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FIGURA 10.4

Estructuras de dominios
ferromagnéticos: (a)
cristal sencillo, (b)
muestra policristalina. Las
flechas representan la
direccién de
magnetizacion.

(a)

de la temperatura de Curie. Esto parece contradecir la observacién. Por ejemplo, sabe-
mos que una muestra de hierro puede existir en estado magnetizado o desmagnetizado.
La respuesta a esta aparente paradoja es que un material ferromagnético se divide en
dominios; cada dominio estd totalmente magnetizado segin los resultados de la sec-
cién anteriot, pero los diversos dominios pueden orientarse al azar (Fig. 10.4) y, por
tanto, presentar un aspecto desmagnetizado desde el punto de vista macroscépico. El
primero que postulé la presencia de dominios fue Weiss, en 1907.

Al pasar de un dominio a otro adyacente, el vector del momento atémico, m,,
gira gradualmente desde su direccién original a otra nueva en el curso de unos 100
dtomos (Fig. 10.5). Esta region entre los dos dominios se llama pared del dominio.
Podria parecer que un momento de espin atémico en laregién de la pared est4 sujeto a
un campo molecular ligeramente menor que el de un momento de espin atémico den-
tro del propio dominio. Esta observacién favoreceria por s{ misma una sola configura-
cion de dominio, Por otra parte, una muestra que consiste en un solo dominio debe
mantener un gran campo magnético externo, mientras que una muestra de dominios
miiltiples tiene una menor “energfa magnética™ asociada con su estructura de campo.
Por tanto, la estructura de dominios miiltiples es, por lo general, energéticamente fa-
vorecida.

Los aspectos macroscopicos de la magnetizacién en los materiales ferromagné-
ticos se relacionan con los cambios en la-configuracién del dominio. El aumento en la

FIGURA 10.5

Estructura de la regidn de
transicién, o “pared de
Bloch”, entre los dominios
de un material
ferromagnético.
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magnetizacién resultante de la accién de un campo magnético aplicado es produ-
cido por dos procesos independientes: por un aumento en el volumen de domi-
nios que estdn orientados favorablemente en relacién con el campo, a costa de los
dominios que se orientan desfavorablemente (movimiento de la pared del dominio), o
por la rotacién de la magnetizacién del dominio hacia la direccién del campo. Los dos
procesos se muestran esquemadticamente en la figura 10.6.

En campos aplicados débiles, la magnetizacion cambia generalmente por medio
del movimiento de la pared del dominio. En los materiales puros que consisten en una
sola fase, el movimiento de la pared es reversible, en gran medida, para campos débi-
les. En campos mds intensos, la magnetizacién tiene lugar por un movimiento de la
pared irreversible, y finalmente por rotacion de dominios. En estas circunstancias,
1a sustancia permanece magnetizada cuando se suprime el campo magnético externo.

El estudio experimental de dominios se hizo posible gracias a una técnica desa-
rrollada por primera vez por F, H. Bitter.* Un polvo magnético finamente dividido se
espolvorea sobre la superficie de la muestra, y las particulas del polvo, que se relinen
sobre las fronteras del dominio, pueden verse con un microscopio. Por medio de esta
técnica se ha hecho posible incluso observar el movimiento de la pared del dominio
bajo la accién de un campo magnético aplicado. El tamafio de los dominios varia
ampliamente, dependiendo del tipo de material, su historia previa, etc. Los valores
tipicos estdn en el intervalo de 10-6 hasta 10-2 cm?,

* F. H. Bitter, Physical Review, vol, 41, pag. 507, 1932. Para un breve andlisis de la técnica, véase B. D.
Jiles, Magnetism and Magnetic Materials, Londres: Chapman and Hall, pag. 114, 1991.

FIGURA 10.6

Magnetizacion de un
material ferromagnético:
(a) desmagnetizado, (b)
magnetizacién por el
movimiento de la pared
del dominio, (c)
magnetizacién por la
rotacién de dominios.

(a)

(b)

(c)
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FIGURA 10.7

Representacion
esquemitica de los espines
atémicos en estructuras
ordenadas de espin: (a)
ferromagnética, (b)
antiferromagnética, (c)
ferrimagnética.

10.6

10.7

FERRITAS

Segun la teorfa del ferromagnetismo de Heisenberg, hay un cambio en la energia
electrostdtica relacionado con el cambio de alineacion del espin, de paralela a
antiparalela, en los dtomos vecinos. Si este cambio de energia favorece la alineacién
paralela y al mismo tiempo es de suficiente magnitud, el material formado por estos
dtomos es ferromagnético. Si el cambio de energfa favorece la alineacién antiparalela,
todavia es posible obtener una estructura de espin ordenada, pero con espines que
alternan de un dtomo a otro a medida que se recorre el cristal.

Una estructura de espin ordenada con momento magnético neto cero se llama
antiferroimdn (Fig. 10.7b). La estructura de espin ordenada m4s general contiene com-
ponentes tanto de “espin hacia arriba” como de “espin hacia abajo”, pero tiene un
momento magnético neto distinto de cero en uno de estos sentidos. Dicho material se
llama ferroimdn o simplemente ferrita. Las ferritas mds sencillas de interés magnético
son los 6xidos representados por la férmula quimica MOFe,O,, donde M es un ion
metdlico divalente, tal como Co, Ni, Mn, Cu, Mg, Zn, Cd, o hierro divalente. Estas
ferritas se cristalizan en una estructura cristalina bastante complicada llamada estruc-
tura espinela. El ejemplo cldsico de una ferrita es 1a magnetita mineral (Fe,0,), que se
conoce desde €pocas antiguas.

Las ferritas son de considerable importancia técnica porque, adem4s de su
magnetizacién de saturacién relativamente grande, son malos conductores de electri-
cidad. Por tanto, pueden usarse para aplicaciones de alta frecuencia en las que las
peérdidas por corrientes parésitas en materiales conductores originan problemas serios.
Las resistividades tipicas de las ferritas estdn en el intervalo de 1 a 104Q - m; en
comparacion, la resistividad eléctrica del hierro es aproximadamente 10-7Q * m.

RESUMEN

La magnetizacién macroscépica M de un material magnético resulta del momento
dipolar magnético (o su componente), que aparece en respuesta al campo local en la
molécula, el campo molecular H, . El campo molecular depende del campo aplicado
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PROBLEMAS ——

H y también de la magnetizacién misma. La ultima contribucién, que es una conse-
cuencia del campo magnético dipolar de todas las otras moléculas, nos da

H,=H+ 1M

que al igual que en el caso dieléctrico, es despreciablemente pequefia para la mayoria de
los materiales lineales debido a la insignificancia de la susceptibilidad magnética en

M=y,H

Sin embargo, la magnetizacién esponténea ocurre en materiales ferromagnéticos por-
que la contribucion de la magnetizacién al campo molecular efectivo tiene un coefi-

H 1
ciente mucho mayor que 3.

= En presencia de un campo magnético, todas las moléculas presentan un momento
dipolar magnético inducido debido a la deformacicn de la distribucion de corriente
electrénica. La respuesta es siempre de tal forma que debilita el campo aplicado; esto
es, la contribucidn (diamagnética) a la susceptibilidad es siempre negativa. Una aproxi-
macidn lineal nos conduce a la constante de susceptibilidad diamagnética,

m

2
e Ne Lo 2 R2
I
dm, 5

» Las moléculas que tienen un momento dipolar magnético permanente m,, mues-
tran ademds una respuesta por orientacion. Esta se describe de forma aproximada con
la funcién de Langevin, al igual que para moléculas polares en un campo eléctrico,
Excepto en la proximidad del cero absoluto, 1a susceptibilidad paramagnética resul-
tante es

2
Yo = Nmiio
. 3kT

= Para comprender el ferromagnetismo, se supone que
H,=H+ yM

con y>> . (Esta contribucién proviene de una energia mecénica cudntica que depende
de 1a orientacién relativa de los momentos magnéticos de espin; se suma a la energia
magnética m,, - H y puede por tanto expresarse en términos de un campo magnético
efectivo, aun cuando su origen sea electrostético.) Entonces, esta ecuacién y la ecuacién
de Langevin admiten una solucién con H = 0, M 0, mientras T esté por debajo de la
temperatura de Curie,

* Aun por debajo de la temperatura de Curie, una muestra macroscdpica de mate-
rial ferromagnético puede no mostrar momento magnético neto debido a su estructu-
ra de dominios.

10.1 Un magnetdn de Bohr se define como el momento magnético de un electrén que circula en
la “6rbita de Bohr” cldsica del dtomo de hidrégeno. Esta es una 6rbita circular de exactamente
una longitud de onda de de Broglie, para la cual la atraccién de Coulomb proporciona la



CAPITULO 1 1

11.1

Induccidén electromagnética

La induccién de una fuerza electromotriz al cambiar el flujo magnético fue observada
por primera vez por Faraday y Henry a principios del siglo xix. A partir de sus experi-
mentos iniciales en esta teoria se han creado los generadores modernos, los transfor-
madores, etc. Este capitulo trata primordialmente de la formulacién matemética de la
ley de la induccién electromagnética, y su aprovechamiento en casos sencillos.

La ecuacion que caracterizo a la electrostética fue:

VXE=0
o0, en forma de integral,

éE-dl=0

Estas ecuaciones se obtienen directamente de la ley de Coulomb y no son afectadas
por la fuerza magnética debida a una corriente estacionaria. Sin embargo, no son vali-
das para los campos mds generales que son dependientes del tiempo, y estos casos son
los que vamos a considerar ahora.

INDUCCION ELECTROMAGNETICA

Primero introduciremos ¢l concepto de fuerza electromotriz.

Definiremos la fuerza electromotriz, o fem, alrededor de un circuito como

jg E-dl=¢ (11-1)
C
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Con los campos E y B estdticos, esta fem siempre fue cero. Ahora veremos el caso
donde no es nula. Como ahora el campo E no puede definirse a partir de la ley de
Coulomb, es vélido preguntarnos cémo se define. Se define de forma tal que la fuerza
de Lorentz

F=gq(E+vxB)

es siempre la fuerza electromagnética que actia sobre una carga de prueba g.

Los resultados de un gran niimero de los experimentos realizados pueden
resumirse asociando una fem inducida

g = 22 (11-2)

dt

con un cambio en el flujo magnético que atraviesa por un circuito. Se en-
cuentra que este resultado, conocido como ley de Faraday de la induccién
electromagnética, es independiente de la forma en que cambia el flujo; el
valor de B en distintos puntos interiores del circuito puede cambiar de mu-
chas maneras.

Es muy importante darse cuenta de que la ecuacién (11-2) representa una ley experi-
mental independiente. No puede deducirse de otras leyes experimentales y, efectiva-
mente, no es, como se dice a veces, una consecuencia de la conservacidn de la energia
aplicada al equilibrio energético de corrientes en campos magnéticos.

Ya que por definicién

= g 11-1
% 3SCE dl A1-1)

rp=jn-nda (11-3)
5

la ecuacidn (11-2) puede escribirse como

3§E-dl=—5fn-nda (11-4)
c dt Jg

Si el circuito es rigido y estacionario, la derivada del tiempo puede tomarse dentro de
la integral, donde se convierte en una derivada parcial del tiempo. Ademads se puede
usar el teorema de Stokes para transformar la integral de linea de E en la integral de
superficie V x E. El resultado de estas transformaciones es

J‘VXE-nda=—J’SB-nda (11-5)
5 s Ot
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Si la Ley de Faraday en la forma de la ecuacién (11-5) es vélida para todas
las superficies fijas S, se deduce que

B

VXE=—-——
ot

(11-6)

Este resultado es la forma diferencial de la Ley de Faraday.

Esta es la generalizacion requeridade V x E =0, que era vilida para campos estéticos.
(Los medios en movimiento y otras sutilezas requieren un tratamiento mds cuidadoso,
que estd mds alld del alcance de este texto.)

El signo negativo en la ley de Faraday indica, como puede demostrarse ficilmen-
te, que el sentido de la fem inducida es tal que tiende a oponerse al cambio que la
produce. Asi, si intentamos aumentar el flujo que atraviesa un circuito, la fem induci-
da tiende a crear corrientes de sentido tal que disminuya el flujo. Si intentamos intro-
ducir un polo de un imén en una bobina, las corrientes originadas por la fem inducida
forman un campo magnético que tiende a repeler el polo. Todos estos fendmenos estdn
comprendidos en la siguiente ley.

Ley de Lenz. En caso de que haya un cambio en un sistema magnético, suce-
de algo que tiende a oponerse al cambio.

La utilidad de la ley de Lenz no debe menospreciarse. En muchos casos representa la
forma mds rdpida de obtener informacién sobre reacciones electromagnéticas. Aun si
se dispone de otros métodos, permite una valiosa comprobacién.

Para hacerse una idea de la ley de Faraday, puede ser dtil tomar un ejemplo que,
por lo general, se considera como un caso particular de la ley pero que puede analizar-
se completamente segin la teoria electrostdtica desarrollada en los capitulos anterio-
res. Supongamos que un alambre metdlico recto de longitud [ se mueve en una direccién
perpendicular a su longitud con una velocidad v. Supongamos también que existe un
campo magnético B perpendicular al plano en el cual se mueve el alambre, como
muestra la figura 11.1. Las cargas libres del alambre experimentardn la fuerza de Lorentz

F=g(E+vXxB) (8-5) (11-7)

que lleva las cargas positivas y negativas a los extremos opuestos del alambre, debido
al término gv x B. En el estado estacionario, cuando las cargas libres no se mueven
con respecto al alambre, la fuerza total sobre una carga es igual a cero; es decir, la
fuerza magnética debe estar equilibrada en cada punto del alambre por una fuerza
eléctrica opuesta de igual magnitud generada por la separacion de las cargas,

E=uB (11-8)
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FIGURA 11.1

Voltaje producido por el
movimiento de un alambre
en un campo magnético,

Si el campo B es uniforme, entonces E es constante a lo largo del alambre y la diferen-
cia de potencial entre los extremos es

b

Sillamamos V" aesta diferencia de potencial, entonces, al combinar la ecuacién (11-8)
con (11-9), tenemos que

¥ = Blv (11-10)

En este ejemplo, el campo B es independiente del tiempo y, por tanto, VXE =0y
E + dl =0, igual que en electrostitica. La integral E - 4l es independiente de la
trayectoria; en particular, si imaginamos un circuito abeda que se extiende hacia afue-
ra del campo magnético, V" es también la diferencia de potencial a lo largo de la
trayectoria bcda. De hecho, si b y ¢, y en forma semejante d y a, estin unidos por
alambres perfectamente conductores, V" serd ¢l voltaje entre los terminales ¢ y d exte-
riores al campo magnético.

El segundo término de la ecuacion (11-10) puede expresarse de forma distinta si
notamos que el flujo @ a través del circuito abcda cambia de acuerdo con d®/dt = B
dAldt = Bl dx/dt = -Blv. Asi,

T (11-11)

dt
Esta ecuacién tiene la forma de la ley de Faraday, ecuacién (11-2), excepto que V' no
s una fem en el sentido que define la ecuacién (11-1), puesto que E - dl =0 alrededor
de toda trayectoria cerrada en este problema. La ecuacién (11-10) se puede generalizar
escribiéndola de forma vectorial. Si v estd arbitrariamente orientada con respecto a 1,
entonces la tinica componente de v que es perpendicular a l contribuye a V. Por tanto, V'
es proporcional al x v. Para un B arbitrario, dnicamente la componente perpendicular
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al plano de 1 y v contribuye a 7. Como 1 x v es perpendicular al plano Ly, " puede
escribirse como

V=B:Ixv (11-12)

El voltaje en la ecuacién (11-12) se llama a veces fem por movimiento.

Veamos ahora el mismo problema desde el punto de vista del alambre; esto es,
imaginemos que existe un sistema de coordenadas que se mueve con el alambre de
modo que en este sistema el alambre estd en reposo y el imén se estd moviendo con
una velocidad v hacia la izquierda de la figura 11.1. Se podria ficilmente creer que,
moviéndose con el alambre, uno todavia observaria la misma separacién de carga y el
mismo potencial entre los extremos que vimos anteriormente. Sin embargo, la expli-
cacidn es completamente distinta. En este sistema de coordenadas no puede existir
fuerza magnética, puesto que el alambre estd en reposo. Por otro lado, el campo mag-
nético no permanece constante con el tiempo; en cualquier punto cambia de un valor B
a cero, aproximadamente, cuando el extremo del imén en movimiento pasa por el
punto. Veremos que la modificacién del rotacional de E, ecuacién (11-6), es suficiente
para obtener el mismo resultado de¥" para la diferencia de potencial en este sistema de
coordenadas. En el estado estacionario, 1a fuerza que actiia sobre las cargas libres en el
interior del alambre deber4 ser nula,

F=qgqE=10

pero no hay fuerza magnética, ya que v = (. Por tanto, debe anularse la fuerza eléctrica
en el interior del alambre,

E=0=E, +E, (11-13)

Existe atin un campo E, causado por la separacidn de cargas, que es la misma separa-
cién que en el caso anterior. Este campo es anulado en el interior del alambre por un
campo E, asociado al campo magnético variable,

Si consideramos nuevamente la curva cerrada abcda,
b a
sg=3§1-:-au=j E-dl+J E-dl=0+%
a b

El primer término del lado derecho es cero, porque E se anula dentro del alambre, y la
segunda integral a lo largo de la trayectoria beda es lo que llamamos ¥ en el caso
anterior. A partir de esto y de la ecuacién (11-2), encontramos nuevamente que

do
Tdr
Junto con la fuerza de Lorentz, ecuacién (11-7), el rotacional generalizado de E,
ecuacion (11-6), da el mismo resultado que la ecuacién (11-11) en cualquiera de los

(11-11)
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dos sistemas inerciales de coordenadas. Por tanto, la ecuacién (11-6) es de validez
general.* Ya que el resultado integral de la ecuacion (11-11) es vélido en ambos siste-
mas coordenados, no es ilégico considerarlo como la ley de Faraday en ambos casos,
aunque, hablando estrictamente, sélo en el segundo caso existe una fem como las que
define la ecuacidn (11-1). En ciertas situaciones, puede que no sea tan obvio qué cir-
cuito debe utilizarse para calcular @ de la ecuacién (11-11), como por ejemplo en el
problema 11.4. Las ecuaciones que siempre se aplican a los campos E y B en cualquier
sistema de coordenadas inercial son (11-6) y (11-7). Al utilizarlas no surge ninguna
ambigiiedad respecto a si se determina la fem o la “fem por movimiento”.

Este ejemplo es también de interés como prototipo de los generadores eléctricos
précticos. Hagamos referencia nuevamente a la figura 11-1. Si el segmento ab del
alambre se deslizara a lo largo de dos alambres altamente conductores, be y ad (ha-
ciendo un excelente contacto eléctrico con estos alambres), y si se conecta una resis-
tencia entre los terminales c y d, fluiria una corriente / por el circuito.t En este caso se
requeriria la aplicacién de una fuerza mecdnica al alambre (o al imdn, en el segundo
caso) para mantener una velocidad constante ¢, de tal forma que la suma de la fuerza
aplicada y la fuerza magnética Bli sobre el alambre fuese cero. La potencia desarrolla-
da por la fuerza mecénica aplicada compensa a la potencia IR que se disipa en el
resistor. Por lo que respecta al voltaje terminal entre ¢ y d, no importa si es el alambre
o el imén el que se mueve en el generador (normalmente es el alambre el que se
mueve). En cualquier caso, $E + dl = 0 a lo largo de cualquier trayectoria cerrada que
no encierre el campo magnético del generador.

En nuestros dos ejemplos, la ecuacién generalizada

JB
ot
es vilida para ambos. Al ocurrir que en el sistema de coordenadas del imén B/t =0,
ha sido posible hacer un analisis electrostdtico. Sin embargo, no serfa exacto concluir
que siempre se puede encontrar un sistema de coordenadas donde oB/df sea nulo. Un
tercer ejemplo basado en la figura 11.1 ilustrard este punto. Supongamos que ni el
alambre ni el im4n se mueven, pero supongamos también que el imdn es un electroiman
cuyo campo puede aumentarse o disminuirse de magnitud aumentando o disminuyendo
la corriente de su bobinado. Ahora no existe un sistema de coordenadas en el que JB/ot

VXE=- (11-6)

* Desde otro punto de vista, en el capitulo 22 encontraremos que el campo E2 = vB que satisface las
ecuaciones (11-8) y (11-13) aparece en el sistema “mdévil” de coordenadas a partir de las transformacio-
nes relativistas de Lorentz de los campos E y B. El campo E2 reemplaza la fuerza magnética que se
anula en el sistema “mdvil”.

Este dispositivo no podria constituir un generador de corriente directa préctico debido a que el imdn
debe tener una extensién finita; pero si el alambre se moviera hacia adelante y hacia atrds, se generaria
una corriente alterna. (Véase el problema 11.5.)
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sea nulo. Sin embargo, la ecuacion (11-6) sigue siendo vélida y la ley de Faraday,
ecuacién (11-2), nos da la fem alrededor de cualquier circuito (por ejemplo, abcda).
Esta es la situacién que se produce en los transformadores y en otros dispositivos
précticos que no tienen partes mecdnicas méviles, y serd el tema del resto del presente
capitulo.

AUTOINDUCTANCIA

En esta seccion se estudiara la relacién que hay entre el flujo y la intensidad de co-
rriente asociada con un circuito aislado y se aprovechard para introducir un préctico
pardmetro de un circuito: la autoinductancia. El flujo magnético que atraviesa un cir-
cuito aislado (el flujo producido por la corriente que circula por el propio circuito)
depende de la forma geométrica del circuito vy, segiin la ecuacion (8-26), es linealmente
dependiente de la intensidad de corriente en el circuito. Por tanto, para un circuito
estacionario rigido, los tinicos cambios de flujo resultan de cambios en la corriente.
Esto es,

d «D dd dl

dt dldt
Este resultado es vélido aun cuando la ecuacién (8-26) no lo sea. El tnico requisito es
que @ dependa sélo de la corriente. No obstante, si la ecuacién (8-26) es vdlida o, con
mayor generalidad, si @ es directamente proporcional a la intensidad de corriente,
entonces d®@/dl es una constante, igual a @/I.

(11-14)

En cualquier caso, la autoinductancia, L, se define como

dd

L = (11-15)

Cuando es esencial distinguir entre @/l y d®/dl, esta dltima se llama inductancia
incremental. A menos que se indique otra cosa, es mds seguro asociar la palabra

- inductancia con la ecuacidn (11-15). De las ecuaciones (11-14), (11-15) y (11-2) se

desprende que la expresién de la fem inducida estd dada por

dl
€=—-L— 11-16
i ( )
Esta ecuacién es de considerable importancia practica.
Como ilustracién del empleo de la ecuacién (11-15) para el cédlculo de la
inductancia, se calcular4 la autoinductancia de una bobina toroidal.
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EJEMPLO 11.1  La bobina a la que hacemos referencia (con N vueltas) se muestra en la figura
Autoinductancia de una  11.2. Queremos calcular su autoinductancia. La ecuacién (11-15) se aplica a un
bobina toroidal  circuito completo; es decir, no sélo a la bobina toroidal de la figura 11.2, sino
también al circuito externo conectado a los terminales 1 y 2. Utilizando conduc-
tores trenzados o un cable coaxial, que no producen pricticamente ningtin campo
magnético externo, la parte del circuito externo que produce campo puede llevar-
se lo suficientemente lejos como para que no contribuya al flujo en el toroide.
Solucion; Si el toroide estd, pues, aislado y si por la fem entendemos el voltaje
entre los terminales 1y 2, entonces se puede utilizar la ecuacién (11-15) para
obtener la inductancia de la bobina toroidal. De la ley de circuitos de Ampére, la
induccién magnética en el interior de una bobina toroidal es

_ MoNI
I

donde N es el nimero de vueltas,  la longitud media e  la intensidad de corriente
en la bobina. (Las ecuaciones 11-17 y 11-18 implican la aproximacién de des-
preciar la variacién de la induccion magnética sobre el drea de la seccién trans-
versal. En el problema 11.10 se considerarén los detalles de esta aproximacién.)
El flujo que atraviesa cada vuelta es entonces

B (11-17)

o, = —u"fm (11-18)
y el flujo total que pasa por las N vueltas es
2
® = #1 (11-19)
La inductancia, entonces, es simplemente
dd y.oNzA.
L=—=""— 11-2
&L~ i (129)

FIGURA 11.2

Arrollamiento toroidal
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La unidad de inductancia en el sistema mks es el henry (H) que, de la ecuacién
(11-16), es igual a un volt-segundo/ampere, ya que la unidad de 1a fem es el volt. La
ecuacion (11-20) indica que las dimensiones de U, que se dieron anteriormente como
weber/ampere-metro o tesla-metro/ampere, pueden darse como henries/metro.

INDUCTANCIA MUTUA

En la secci6n anterior s6lo se consideraron circuitos aislados, de modo que todo el
flujo que atravesaba el circuito se debia a la corriente en el propio circuito. Esta res-
triccién puede eliminarse si se supone que hay # circuitos, identificados con 1,2, . . ..
El flujo que atraviesa uno de estos circuitos, digamos el identificado con i, puede
expresarse como

D=y + By b v ok By Oy = B (11-21)
=1

Esto es, puede escribirse como la suma de los flujos debidos a cada uno de los n
circuitos, siendo @, el flujo que pasa por el i-ésimo circuito debido al circuito 1, y asi
sucesivamente. La fem inducida en el i-ésimo circuito, %a‘ puede escribirse como

gf=———-——-= e — 4 e 4

b (i, d0, 00 S8
dr dt dt

(11-22)

Si cada uno de estos circuitos es estacionario y rigido, los dnicos cambios en los D,
son los que resultan de los cambios en las intensidades de corriente. Por tanto,

d-;!lJ AP, di;

dt — dl, dt

Los coeficientes ddlﬁfd}; . son constantes, independientes de la corriente, si el medio
magnético en el problema es lineal.

(11-23)

En cualquier caso, lineal o no lineal,
[ dd;
T CH} :

se define como la inductancia mutua entre el circuito { y el circuito .

i#j (11-24)

Se verd posteriormente que M, = Mj‘. y, en consecuencia, no hay posibilidad de ambi-
giiedad en los subindices. Por supuesto, d®, /dl, es simplemente la autoinductancia del
i-ésimo circuito, que se expresa como L, o M,. Las unidades de la inductancia mutua
son las mismas que las de la autoinductancia, es decir, henries.
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Ejemplo 11.2 Consideremos la configuracién de la figura 11.2 con un embobinado o

Inductancia mutua entre dos  arrollamiento de N, vueltas, al cual se le afiade un segundo embobinado toroidal

embobinados toroidales de N, vueltas. Para esta situacién, una corriente de intensidad I, en el primer
embobinado produce una induccién magnética

- poN 1
[

¢Cudl es la inductancia mutua entre los dos circuitos?

B

Solucion: Los flujos que atraviesan los dos circuitos son:

N3AI NN AL
‘p]l:ﬂ‘ﬁl 1 y @21=ﬂ012 1
i /
De estos flujos se sigue que
2
L= —-—”“T'A (11-25)
como encontramos en la seccidn anterior, y utilizando la ecuacién (11-24),
N N;A
My, = B0 ;o (11-26)
Invirtiendo el procedimiento y considerando una corriente 1,, se tiene
2
L,= __uui:sz (11-27)
y
NN A
My, = J‘i}_? (11-28)

lo que demuestra que para este caso M|, = M, . Este resultado es general y serd
analizado posteriormente en la seccién 12.1. Ademds, las ecuaciones (11-25),
(11-26) y (11-27) pueden combinarse para dar

My, = VL, L, (11-29)

La ecuacidn (11-29) representa un limite que est4 impuesto sobre la inductancia
mutua entre dos circuitos; es decir, siempre es menor o igual que la rafz cuadrada del
producto de las autoinductancias de los dos circuitos. En vista de este 1fmite, a menudo
se introduce un coeficiente k de acoplamiento, que se define como

M=kVLL, O=k=1 (11-30)

Un valor de k = 1 implica que todo el flujo magnético producido por el circuito 1
atraviesa el circuito 2 y viceversa.
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LA FORMULA DE NEUMANN

Para dos circuitos rigidos estacionarios en un medio lineal (el vacio, por el momento),
la inductancia mutua es

My =2 (11-31)

Esta ecuacion es vilida simplemente porque @, es proporcional a I}, lo que hace que
@,/ y d®, /dl, sean iguales. En este caso, se puede usar la ecuacion (8-26) para
calcular M. El flujo estd dado por

dl, x -
&, = ‘""IJ {Eﬁ _M}‘ﬂdaz (11-32)
dr s, Ue, ey — 1y
Sin embargo,
9g dl, x (ry xjrl) -V, x é dl, (11-33)
o - a2 — 1y
Por tanto,
@D dl
M, = 2= @J' v, X {3£ h;}-ndaz (11-34)
I 4 Jg, ¢l —
Utilizando el teorema de Stokes para transformar la integral de superficie, se tiene
dl, - dl,
- &§ § bl L (11-35)
4r Je, e Iry — 1y

que se llama férmula de Neumann para la inductancia mutua. La simetria mencionada
anteriormente es evidente de la ecuacién (11-35),

La férmula de Neumann es igualmente aplicable a la autoinductancia, en cuyo
Caso se expresa como

§ dl, - dliy dl, (11-36)
¢ e In

Debe tenerse cuidado al aplicar la ecuacién (11-36) debido a la singularidad enr, = r;
no obstante, si se tiene cuidado, esta ecuacion es 1til algunas veces.

Las ecuaciones (11-35) y (11-36) son generalmente dificiles de aplicar en el célcu-
lo de la inductancia, excepto para circuitos de forma geométrica sencilla. Pero la
ecuacidn (11-35) en particular es muy importante en el estudio de fuerzas y momen-
tos de rotacidn ejercidos por un circuito sobre otro. Esta aplicacion se considerard en
el capitulo 12.

INDUCTANCIAS EN SERIE Y EN PARALELO

Las inductancias se conectan a menudoen serie y en paralelo y, como en el caso de los
resistores y condensadores, es importante conocer el resultado de dichas conexiones.
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FIGURA. 11.3

Conexion en serie de dos
inductores.,

14
't M
— E—
° VAVAVA EUOE —TIU A A —]
R, L, Ly Ry

Podriamos proceder con una derivacién basada simplemente en € = -L(dl/dr) y obte-
ner férmulas para la inductancia efectiva de dos inductancias en serie o en paralelo.
Sin embargo, hacer esto significarfa dejar de lado el hecho practico de que un inductor
siempre tiene cierta resistencia interna. Una inductancia perfecta es mucho mds diffcil
de aproximar précticamente que una capacidad perfecta o una resistencia perfecta. Por
este motivo, las combinaciones en serie y en paralelo de esta seccidn contendrdn siem-
pre tanto resistencias como inductancias.

El circuito de la figura 11.3 corresponde a dos inductores en serie. Al sumar las
caidas de voltaje en el circuito es importante observar que M puede ser positiva o
negativa (al cambiar el sentido en que cualquiera de los dos circuitos, C, o C, es
atravesado, cambia el signo de M en la ecuacién 11-35). Teniendo en cuenta esto, se ve
que la suma de las caidas de voltaje del circuito de la figura 11.3 es

V+gl+%z=R1[+Rzl

di dI dI dI
V=R11+LIE;+M-d—I+R21+Lza+ME (11-37)

Este resultado es equivalente a
V=R +R)+(Li+ L, + ZM)%' (11-38)

El circuito se parece entonces a un resistor de resistencia R, + R, en serie con una
inductancia L, + L, + 2M. La magnitud de la inductancia es L, + L, + 2IM] para el
acoplamiento positivo (es decir, para flujos debidos a /, y a I, en el mismo sentido en
cada bobina) y es L, + L, — 2IMl para el acoplamiento negativo. Una descripcién alter-
nativa de la inductancia mutua es

La inductancia efectiva del circuito en serie serd entonces
Li =1L, +2kVL L, + L, (11-40)

Si se puede variar k, entonces puede construirse una inductancia variable. (En los
primeros dias de la radio ésta fue la forma comiin de sintonizar circuitos resonantes;
véase el Cap. 13.)

La conexién en paralelo que muestra la figura 11.4 no es tan sencilla como la del

circuito en serie. De hecho, el circuito representado no se comporta como un simple
e
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FIGURA 11.4

Conexidn en paralelo de
dos inductores.

R, Ly
VAVAVA ALIDR
—_— T
———E———d] M b =
R, L
AA AITDR
e L,
I
1%

circuito L-R en serie, de aqui que no sea posible decir que la inductancia efectiva y la
resistencia efectiva sean determinadas funciones de L, L,, R y R,. Sin embargo, si R,
y R, son despreciables, entonces

at o i
V=Lt M2
£t M dt

o (11-41)
dl, f
V=L,22+ M2
2 dt dt

Si primero se elimina dI /dt y luego dl,/dr de las ecuaciones (11-41), se tiene como
resultado

di
V(L, - M) = (L,L, - Mz)—d;‘

dl (11-42)
V(L = M) = (LL, - M)
Sumando éstas se tiene
LiL, — M? dI
Viewr— -
L+ L,-2Mdt (1143
Por tanto, la inductancia efectiva de dos inductores en paralelo es
LILZ - Mz
LE = ——— 5
£ L+ L,—2M (11-44)

donde, nuevamente, el signo de M depende de la forma en que se conecten los inductores.
El uso mds importante de las inductancias se da en circuitos de corriente alterna.
Para un circuito que funciona a una sola frecuencia, se puede obtener un circuito serie
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equivalente a la figura 11.4; sin embargo, tanto la resistencia equivalente como la
inductancia equivalente dependen de la frecuencia.

RESUMEN

En este capitulo hemos pasado de los campos estéticos a los que se llaman lentamente
variables. La nueva generalizacién de las ecuaciones del campo es

oB
VXE=-—
ot

Esta es la tercera de las cuatro ecuaciones de Maxwell, que es siempre vélida, junto
con las dos ecuaciones de la divergencia y la de la fuerza de Lorentz,
F=g(E+vxB)

(En este punto de nuestro desarrollo de las ecuaciones fundamentales de la electrici-
dad y magnetismo, tenemos tres de las cuatro ecuaciones de Maxwell en forma final.
Unicamente queda por generalizar la ecuacién del rotacional de H.) La forma integral
de la ecuacidn diferencial, recién dada, de la ley de Faraday es

dd
dt

donde la fem € alrededor de un circuito fijo C se define como

%’=§E-dl
c

(Puede suceder que en ciertos problemas sea posible encontrar un sistema coordenado
en el que dB/gt =0y el problema puede analizarse electrostaticamente, pero éste no es
necesariamente el caso.)

* Lamanera més sencilla de determinar la polaridad correcta de un voltaje induci-
do es mediante la ley de Lenz.

* La“fem por movimiento” de un alambre recto que se mueve en un campo mag-
nético es:

V=B:1xv
* La autoinductancia de un circuito fijo (o elemento de circuito) se define como
do
L=—
dl
de modo que

dl
g= s
L
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Para un toroide (o un solenoide largo) se deduce facilmente que L es

2
[ = MN'A
!
* Lainductancia mutua de dos circuitos se define como
M, = 4%
] dIJ
De aqui que
M; =L,
y
M12=M21=kVL1Irz, -1=k=1

* Las inductancias puras conectadas en serie 0 en paralelo se suman de acuerdo con
las mismas férmulas que se utilizan para las resistencias, suponiendo que su inductancia

mutua y su resistencia intrinseca pueden despreciarse.

PROBLEMAS ——

encuentran a la diferencia de potencial: B+ 1x v.

11.2 Una varilla metdlica de un metro de longitud gira en torno a un eje, que pasa por uno de sus
extremos y que es perpendicular a la varilla, con una velocidad angular de 12 rad/s. El plano de
rotacion de la varilla es perpendicular a un campo magnético uniforme de 0.3 T. ;Cudl es la fem

inducida por movimiento entre los extremos de la varilla?

11.3 En un acelerador betatrén, un ion de carga g y masa m recorre una drbita circular a una
distancia R delejede simetriadelamdquina. Elcampo magnéticotiene simetriacilindrica; esdecir,
su componente z es B_ = B(r) en el plano de la 6rbita, donde r es la distancia al eje de simetrfa.
(a) Demuestre que la velocidad del ion es v= gB{R)R/m. (b) Si la magnitud del campo magnético
se incrementa lentamente, demuestre que la fem inducida en la dérbita del ion es tal que acelera
al ion. (c) Demuestre que para que el ion permanezca en la misma 6rbita, la variacién radial del
campo B dentro de la érbita debe satisfacer la siguiente condicién: el promedio espacial del
incremento de B(r) (promediado sobre el 4rea encerrada por la érbita) debe ser igual al doble del

* incremento de B(R) durante el mismo intervalo de tiempo.

11.4 El generador unipolar de Faraday consiste en un disco de metal que gira en un campo
magnético uniforme que es perpendicular al plano del disco. Demuestre que la diferencia de
potencial que se genera entre el centro y la periferia del disco es ¥ = f@, donde @es el flujo
que atraviesa el disco y fes la frecuencia con la que gira. ;Cudl serd ¢l voltaje si f= 3000 r/min

y @=0.1 Wb?

11.5 Un alternador consiste en una bobina de N vueltas de drea A, que gira con una frecuencia
fen un campo B, de modo tal que el didmetro siempre se encuentra perpendicular al campo.
(a) Encuentre la fem en la bobina. (b) ; Cudl es la amplitud del voltaje alterno si N = 100 vueltas,

A=102m2 B=0.1Ty f=2000 /min?

11.1 Un conductor metdlico que tiene la forma de un segmento de alambre de longitud / se
mueve en un campo magnético B con velocidad v. Partiendo de una consideracién detallada de
la fuerza de Lorentz sobre los electrones en el alambre, demuestre que los extremos de €ste se
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Energia magneética

Establecer un campo magnético requiere un gasto de energia, lo cual se concluye di-
rectamente de la ley de induccién de Faraday. Si una fuente de voltaje V" se aplica a un
circuito, entonces la intensidad de corriente que pasa por el circuito puede expresarse
con la ecuacidn

¥+ €=1IR (12-1)

donde € es la fem inducida y R es la resistencia del circuito de corriente. El trabajo
realizado por V' para mover el incremento de carga dqg = I dt a través del circuito es

Vdg=VIdt = —%ldt + PRdt = Id® + I’R dt (12-2)

cuya iltima expresién se obtiene con ayuda de la ley de Faraday, ecuacién (11-2). El
término 2R dt representa la conversion irreversible de energia eléctrica en calor que se
lleva a cabo en el circuito, pero este término incluye todo el trabajo realizado por V'
sdlo en los casos en los que el cambio de flujo sea cero. El término adicional, / d @, es
el trabajo efectuado contra la fem inducida en el circuito. Es la parte del trabajo reali-
zado por V' que se invierte en alterar la estructura del campo magnético. Despreciando
el término IR dt, escribimos

dW, = 1d® (12-3)

donde el subindice & indica que éste es el trabajo realizado por fuentes de energia
eléctrica externas (es decir, por baterias). El incremento de trabajo, ecuacién (12-3),
puede ser positivo o negativo. Es positivo cuando el cambio de flujo 4@ a través del
circuito tiene el mismo sentido que el flujo producido por la corriente /.

Para un circuito rigido estacionario que no tenga otras pérdidas de energia que no
sean pérdidas de calor por efecto Joule (es decir, no hay histéresis), el término dW, es
igual al cambio en la energia magnética del circuito. En este capitulo desarrollaremos
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un nimero de expresiones equivalentes para la energia magnética de un sistema de
circuitos acoplados, y ademds deduciremos la ecuacion para la fuerza o0 momento de
rotacién sobre un circuito rigido. Las pérdidas por histéresis se analizardn en la sec-
cién 12.4; por ahora restringiremos nuestra atencidn a los sistemas magnéticos
reversibles. El desarrollo serd muy semejante al del capitulo 6.*

ENERGIA MAGNETICA DE CIRCUITOS ACOPLADOS

En esta seccién obtendremos una expresién para la energia magnética de un sistema
de circuitos de corriente que interactian. Si hay n circuitos, entonces, segin la ecuacién
(12-3), el trabajo eléctrico hecho en contra de Ias fem inducidas estd dado por

H
dW, = 3 I,d9, (12-4)
i=1

Esta expresion es perfectamente general; es vilida independientemente de cémo se
producen los incrementos de flujo d @,. Sin embargo, nos interesa particularmente el
caso en que los d@, se producen por cambios de corriente en los mismos 7 circuitos.
En estas circunstancias los cambios de flujo se correlacionan directamente con los
cambios en dichas corrientes:
n H
49, = 3 T ap = 3 mya (12-5)
= i) 7=1
Silos circuitos son rigidost y estacionarios, entonces no hay trabajo mec4nico asocia-
do a los cambios de flujo d®, y dW, es exactamente igual al cambio en la energfa
magnética, dU, del sistema. Observe que aquf limitamos nuestra atencion a los circui-
tos estacionarios, de modo que la energfa magnética pueda calcularse como un térmi-
no de trabajo. Posteriormente, dejaremos que los circuitos se muevan uno con respecto
a otro, pero entonces no podremos identificar U con d W,.

La energia magnética U de un sistema de n circuitos estacionarios rigidos se ob-
tiene integrando la ecuacién (12-4) desde la situacion de flu jo cero (correspondiente a
todas las 7, = 0) hasta el conjunto final de valores del flujo. Para un grupo de circuitos
rigidos que contienen o estin inmersos en medios magnéticos lineales, los @, se
relacionan linealmente con las corrientes de los circuitos y la energia magnética es

*

Una llamada de atencién: Estd implicita en las deducciones de este capitulo la consideracién de que los
circuitos eléctricos no irradian energia electromagnética. En otras palabras, las corrientes en los circui-
tos deben “variar lentamente” (para un andlisis de lo que se quiere decir con esta terminologfa, véase la
seccion 13.1). Si se quiere tratar el caso general, sin restricciones en las corrientes o en el tamafio del
circuito, deben utilizarse las relaciones de energia deducidas 4 partir de las ecuaciones de Maxwell
(véase la seccion 16.3).

T Por circuito rigido, entendemos un circuito cuya forma es fija, pero que puede ser movido en su totalidad,
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independiente de la forma en que estas corrientes se llevan a su conjunto final de
valores. Como esta dltima situacién es de considerable importancia, restringiremos
nuestra atencidn al caso lineal del circuito rigido.

Debido a que la energia final es independiente del orden en el que se varfan las
corrientes, podemos elegir un proceso particular para el cual W se calcule ficilmente.
Este proceso es aquel en el que todas las corrientes (y, en consecuencia, todos los
flujos) se llevan juntas a sus valores finales, es decir, en cualquier instante, todas las
corrientes (y todos los flujos) estardn a una misma fraccién de sus valores finales.
Llamemos o a esta fraccién. Si a los valores finales de la corriente se les asignan los
sfmbolos

II:IZ!"‘!I::

entonces, en cualquier etapa, I = od ; ademds, d @, = @,dc. La integracion de la ecua-
cién (12-4) da

1 ln
jdw,,=fda21cp 21¢j ada =521¢,
(4]

i=1

Por tanto, la energia magnética de n circuitos acoplados es

U= En: D, (circuitos rigidos, medios lineales) (12-6)

:
3

Con la ayuda de la ecuacién (12-5), que para circuitos rigidos el sistema lineal puede
integrarse directamente, la energia magnética puede expresarse en la forma siguiente:

U=32 2 Myl
i=1
=il B+ L5+ -+ iL.LC
-+ MIZIIIE + M;_‘;Illrj S Mlnl‘lln
+ My, LI + --- + M, Il
(circuitos rigidos, medios lineales) (12-7)

Aqui hemos utilizado los resultados y la notacién de las secciones 11.3 y 11.4: M =
MM, =L,
Para dos circuitos acoplados, la dltima ecuacion se reduce a

U=3iLDL+ MLL + 1L,15 (12-8)

donde, para simplificar, hemos escrito M en lugar de M,. El término M/, I, puede ser
positivo o negativo, pero la energia magnética total U debe ser positiva (o cero) para
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cualquier par de valores de corriente: I, e I,. Representando la razén de corrientes
I./1, con x obtenemos

U=15(Lix*+2Mx + L) =0

El valor de x que hace que U sea un minimo (o un méximo) se encuentra derivando U
con respecto a x e igualando el resultado a cero:

x = ! 12-9)
L e
La segunda derivada de U con respecto ax es positiva, lo que demuestra que la ecuacién
(12-9) es la condicién para que haya un minimo. La energia magnética U > () para todo
x; en particular, el valor mfnimo de U (definido por x = —M/L,) es cero o mayor que
cero. Por tanto,

w_me, L,=0
L, L .
Q
LL,=M (12-10)

resultado que se establecid, pero no se demostro, en la seccién 11.3.
Para un solo circuito

@=Ll (12-11)
1 1 . 17
U= 10 =:LI =

DENSIDAD DE ENERGIA EN EL CAMPO MAGNETICO

La ecuaci6n (12-7) da la energfa magnética para un sistema de corrientes en funcion
de los pardmetros del circuito: corrientes e inductancias. Dicha formulacién es parti-
cularmente (til porque estos pardmetros pueden medirse experimentalmente de forma
directa. Por otra parte, una formulacién alternativa de la energia magnética en funcién
de los vectores de campo B y H es de considerable interés, porque proporciona una
imagen en la que la energfa se almacena en el campo magnético mismo. Esta imagen
puede ampliarse, como se hard en el capitulo 16, para demostrar cémo se mueve la
energia a través del campo electromagnético en procesos no estacionarios.
Consideremos un grupo de circuitos rigidos por los que circulan corrientes, nin-
guno de los cuales se extiende hasta el infinito, y que se encuentran inmersos en un
medio con propiedades magnéticas lineales. La energia de este sistema estd dada por
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la ecuaci6n (12-6). Para nuestro andlisis es conveniente suponer que cada circuito
consta de una sola espira; entonces, el flujo @, puede expresarse como

(pj = J B:nda = A'dl,‘ (12—12)
§;

G
donde A es el potencial vector local, La sustitucin de este resultado en la ecuacion
(12-6) da

1
U= —235 LA - dl, (12-13a)
27 )

Nos gustarfa hacer la ecuacion (12-13a) algo mds general. Supongamos que no tene-
mos circuitos definidos por alambres, sino que cada “circuito” es una trayectoria ce-
rrada en el medio (que se supone conductor) que sigue una linea de densidad de
corriente. Se puede hacer que la ecuaci6n (12-13a) represente esta situacion eligien-
do un gran niimero de circuitos contiguos (C), sustituyendo 7, dl, = J dvyy, finalmen-
te, sustituyendo

J for 2,
v P Y

En consecuencia,

1
U= —J J-Adv (12-13b)
2y

La dltima expresion puede transformarse ain mds utilizando la ecuacién de campo
V x H =] y la identidad vectorial (1.1.8):

V- (AXxH=H-VXA-A-VXH
de donde

1
U=£JH~VxAdv——JAxH-nda (12-14)
2y 2Js

donde § es la superficie que limita al volumen V. Como, por suposicion, ninguno de los
“circuitos” de corriente se extiende al infinito, es conveniente mover la superficie S a
una distancia muy grande, de modo que todas las partes de esta superficie estén lejos
de las corrientes. Por supuesto, el volumen del sistema debe aumentarse
correspondientemente. Ahora H cae al menos tan rdpidamente como 1/7%, donde res la
distancia desde un origen cerca del centro de la distribucién de corriente hasta un
punto caracterfstico de la superficie S; A cae al menos tan rdpidamente como 1/r;y el
srea superficial es proporcional a 72 Por tanto, la contribucién de la integral de super-
ficie de la ecuacién (12-14) decae como 1/r o mds rédpido, y si § se aleja hasta el
infinito, esta contribucién se anula.

Eliminando la integral de superficie en (12-14) y extendiendo el término de volu-
men para que incluya todo el espacio, obtenemos

U= lf H-Bdv (12-15)
2)y
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puesto que B = V x A. Este resultado es completamente anilogo a la expresién
electrostdtica, ecuacion (6-17). La ecuacidn (12-15) se restringe a sisternas que contie-
nen medios magnéticos lineales, ya que se dedujo de la ecuacién (12-6).

Razonando de forma anéloga a como lo hicimos en la seccién 6.3, llegamos
al concepto de densidad de energia en un campo magnético:

u=1iH-B (12-16a)

Para el caso de materiales magnéticos lineales is6tropos, esta ecuacién se reduce a

1 1 B?
= puH? = - —
u 7! 3 p

> (12-16b)

FUERZAS Y MOMENTOS DE ROTACION
SOBRE CIRCUITOS RIGIDOS

Hasta ahora hemos desarrollado varias expresiones alternativas para la energia mag-
nética de un sistema de circuitos de corriente. Estas se dan en las ecuaciones (12-6),
(12-7) y (12-15). Demostraremos ahora cémo la fuerza, o el momento de rotacién,
sobre uno de los componentes de este circuito puede calcularse a partir del conoci-
miento de la energia magnética.

Supongamos que permitimos que una parte del sistema efecttie un desplazamien-
to rigido dr bajo la influencia de las fuerzas magnéticas que actdan sobre él, permane-
ciendo constantes todas las corrientes. El trabajo mec4nico efectuado por la fuerza F
que actda sobre el sistema es:

dW = F - dr (12-17)

al igual que en la ecuacién (6-32). En estas circunstancias, el trabajo tiene dos contri-
buciones, como en la ecuacién (6-37):

dW = dW, — dU (12-18)

donde dU es el cambio en la energia magnética del sistema y dW, es el trabajo efectua-
do por las fuentes de energia externas contra las fem inducidas para mantener las
corrientes constantes.

Antes de proceder a encontrar una expresién que enlace U y la fuerza sobre una
parte del sistema, serd necesario eliminar dW, de la ecuacién (12-18). Esto se hace
facilmente para un sistema de circuitos rigidos en medios magnéticos lineales. Si la
forma geométrica del sistema se cambia al moverse una o m4s partes como unidades
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rigidas, pero las corrientes permanecen inalteradas, entonces, segiin la ecuacién (12-6),

1
AU ==Y Ld®,
24
Pero, de la ecuacién (12-4),
dW, = D L d®,;
Por tanto, '
dW, = 2dU (12-19)

Utilizando esta ecuaci6n para eliminar dW, de la ecuacién (12-18) y combinando el
resultado con (12-17), obtenemos

dU = F-dr
0
F=VU
(12-20)
e ()
= ox I

La fuerza sobre el circuito es el gradiente de la energia magnética cuando I se mantie-
ne constante.

Si el circuito en consideracién se restringe a moverse de tal modo que gire en
torno a un eje, la ecuacién (12-17) puede sustituirse por

dW='l:-d9= tld91 + Tzdﬁz"' T;d&g

donde T es el momento magnético sobre el circuito y 40 es un desplazamiento angular.
En estas condiciones,

T, = (gg-i)} (12-21)

y asi sucesivamente. Los resultados (12-20) y (12-21) para corriente constante son
andlogos al caso electrostdtico de potencial constante, donde se requiere el trabajo
efectuado por una baterfa para mantener los potenciales constantes.

-, En algunos ofros casos de interés, los flujos que atraviesan los circuitos pueden
mantenerse constantes en lugar de las corrientes. Entonces, de acuerdo con la ecuacion
(12-4),dW, = 0, de modoque los sistemas pueden considerarse aislados.* Porconsiguiente,

* No consideramos el hecho de que, en un circuito normal, podria ser necesaria una baterfa para abastecer
la disipacién de potencial PR. Si los alambres fueran superconductores (R =10), el sistema podria estar, de
hecho, aislado.
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rigidas, pero las corrientes permanecen inalteradas, entonces, segin la ecuacidn (12-6),

1
du = 5 > Ld®,
Pero, de la ecuacién (12-4),
dw, = >, I d®,
Por tanto, J
dW, = 2dU (12-19)

Utilizando esta ecuaci6n para eliminar dW, de la ecuacién (12-18) y combinando el
resultado con (12-17), obtenemos

dU = F-dr
0
F=VU
(12-20)
-
A ox I

La fuerza sobre el circuito es el gradiente de la energfa magnética cuando / se mantie-
ne constante.

Si el circuito en consideracién se restringe a moverse de tal modo que gire en
torno a un eje, la ecuacién (12-17) puede sustituirse por

aw =1-d0 = fldel + T2d92+ rgd63

donde T es el momento magnético sobre el circuito y 46 es un desplazamiento angular.
En estas condiciones,

3
=30, (12-21)

y asi sucesivamente. Los resultados (12-20) y (12-21) para corriente constante son
andlogos al caso electrostitico de potencial constante, donde se requiere el trabajo
efectuado por una baterfa para mantener los potenciales constantes.

" En algunos otros casos de interés, los flujos que atraviesan los circuitos pueden

mantenerse constantes en lugar de las corrientes. Entonces, de acuerdo con la ecuacion
(12-4),dW, = 0, demodoque los sistemas pueden considerarse aislados.* Por consiguiente,

* No consideramos el hecho de que, en un circuito normal, podria ser necesaria una baterfa para abastecer
la disipacién de potencial R. Si los alambres fueran superconductores (R = 0), el sistema podria estar, de
hecho, aislado.
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F.dr =dW = —dU

Y
— —(g-éql)m (12-23)

Tgual que en el caso electrostitico, para utilizar el método de la energfa es necesario
expresar U de forma analitica; es decir, debe darse una dependencia especifica de U
con respecto a las coordenadas variables (x, y, z, 6,, 6,, 0 6,). Cuando U puede expre-
sarse de esta forma, el método de la energfa se convierte en una técnica potente para
calcular fuerzas y momentos de rotacién.

Tlustraremos el método considerando dos ejemplos. Ejercicios adicionales de este
tipo se encontrardn en los problemas al final del capitulo.

EJEMPLO 12.1  Calculemos la fuerza entre dos circuitos rigidos de corrientes constantes usando
Fuerza entre dos circuitos por  la energia magnética como se da en la ecuaci6n (12-8).
los que circulan corrientes

Solucion: La fuerza sobre el circuito 2 es
Fz = v;U = I;Izsz,

donde la inductancia mutua M debe escribirse de modo que muestre su depen-
dencia respecto a r,. La férmula de Neumann, ecuacién (11-35), muestra esta
dependencia explicitamente, de modo que podemos escribir

Ko 1
-0y g .
4nflz£ § @y,

[r2 — 1y
M l'lfzé - 1)
Cy - C

(r
(dl, - dlz)l o (11-24)

expresion que evidentemente presenta simetria propia; es decir, F, = -F,.

No obstante, tenemos ya una expresién para la fuerza entre dos circuitos, ecuacién

. (8-25), y ésta parece estar en desacuerdo con la férmula que acabamos de deducir. En

realidad, las dos expresiones son equivalentes, como puede verificarse ficilmente.
Desarrollemos el triple producto vectorial del integrando de la ecuacién (8-25):

dl, X [dl; X (r, — )] = dly[dl, - (r, — r)] — (r; — r;)(dl, - dly)

La integral que contiene el dltimo término en el lado derecho es idéntica a Ja ecuacién
(12-24); la que contiene al primer término puede escribirse como

Ko dl, - (rz —I)
DL d _‘ﬁ 2-25
e i
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Ahora dl, + (r, - r)) es Ir, = r| veces la proyecci6n de dl, sobre el vector r, —r,.
Representemos Ir, — r,| con r, ; entonces, la proyeccion de dl, es solamente dr,,. La
integral sobre C, puede efectuarse para una dl, fija:

dr21 _ 1

2
c; 21 2

a

a

siendo los limites superior e inferior idénticos, debido a que se considera el circuito
completo. Por tanto, la expresion (12-25) se anula y 1a ecuacion (12-24) es equivalente
a (8-25).

EJEMPLO 12.2  Consideremos un solenoide largo, de N vueltas y longitud /, por €l que circula una

Fuerza sobre una barrade  corriente constante de intensidad /. Una barra de hierro, de permeabilidad pty

hierro en un solenoide  4rea de seccién transversal A, se introduce a lo largo del eje del solenoide. Si la

barra se saca (Fig. 12.1a) hasta que s6lo la mitad de su longitud permanezca
dentro del solenoide, calcule aproximadamente la fuerza que tiende a hacerla
volver a su posicién original.

Solucion. La estructura del campo magnético asociada con este problema es bas-
tante complicada, si se consideran los efectos de bordes. Sin embargo, afortuna-
damente no tenemos que calcular toda la energfa magnética del sistema, sino
simplemente la diferencia de energia entre las dos configuraciones mostradas en
la figura 12.1(a) y (b). La estructura del campo es relativamente uniforme lejos de
los extremos de la barra y del solenoide. La diferencia esencial entre las configu-
raciones (a) y (b) es que una longitud Ax del extremo derecho de la barra (fuera
de la regién del campo) se traslada efectivamente a la region del campo uniforme

—__dentro del solenoide, en un lugar més alld de la influencia desmagnetizante del
ﬁbl_p magnético. Por tanto, ya que H es aproximadamente longitudinal en la re-
gic’)i'? Ax, y como la componente tangencial de H es continua en la vecindad de la
barya, usaremos

1
U=- j wH? dv
2
donde H es constante dentro y fuera de la barra, puesto que / es constante.

Por consiguiente,

Ulso + %) ~ Uleo) + 5 [ (= g2

A Ax

1 N?*I?
= U(x,) + 5(‘" = ﬂu)“fj—AM
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FIGURA 12.1

Fuerza sobre una barra de
hierro dulce introducida en
un solenoide (por el
métado de la energia).

000200000 0O 0D 000000000000 0000000 Barra de hierro dulce

9900000000 000000 80 uuuuuu- ax_.1 |-_
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(b)

*12.4

y de la ecuacién (12-20)

1 NPA 1
Eo= 5 = po) == = 5 dmitoHA (12-26)

en la direccion de x, creciente.

Un ejemplo en el que F es constante se encontraré en el problema 12.7.

PERDIDA POR HISTERESIS

En las secciones anteriores nos hemos limitado a los sisternas magnéticos reversibles
¥, en la mayoria de los casos, a sistemas lineales. Haremos ahora algiin comentario
sobre los cambios de energia en sistemas que contienen un material de imédn perma-
nente, esto es, en sistemas en los que la histéresis tiene un papel destacado. Considere-
mos un circuito eléctrico en forma de una bobina con un devanado muy apretado de N
vueltas, la cual envuelve una pieza de material ferromagnético (Fig. 12.2). Si la bobina
se conecta a una fuente externa de energia eléctrica, el trabajo hecho en contra de la
fem inducida en la bobina estd dado por la ecuacién (12-3). Sin embargo, en la ecua-
cién (12-3) el cambio de flujo 6@ es el cambio de flujo total que atraviesa el circuito;
para nuestro propdsito, es conveniente dejar que el simbolo §@ represente el cambio de
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FIGURA 12.2

Muestra ferromagnética
que forma parte de un
circuito magnético.

flujo a través de una sola vuelta de la bobina. Entonces, suponiendo que el mismo flujo
atraviesa cada vuelta,

oW, = NI 6 (12-3a)

Consideremos que la muestra ferromagnética forma parte de un circuito magnético.
Entonces NI puede sustituirse $H + dl alrededor de una trayectoria tipica de flujo, y la
ecuacién (12-3a) se convierte en*

oW, = §6®H-dl = f[““ 5BH - dl

donde A es la seccién transversal del circuito magnético correspondiente al segmento
de longitud dl. Como dl siempre es tangente a la trayectoria del flujo, la ecuacién
anterior puede escribirse como

5wb=3§,4 as-ﬂd1=fan-ﬂdu (12-27)
v

donde V es el volumen del circuito magnético, es decir, la regién del espacio en la que
el campo magnético es diferente de cero.

Si el material ferromagnético en el sistema muestra un comportamiento magnéti-
co reversible, la ecuacién (12-27) puede integrarse desde B = 0 hasta su valor final,

* E| analisis presentado aqui puede establecerse sobre una base algo mis rigurosa sustituyendo el circuito
magnético por un gran nimero de trayectorias de flujo magnético de distintas longitudes (circuitos
magnéticos en paralelo). La ecuacidn (12-3a) se convierte entonces en

aw,,=~125¢j=2§a«qu—dlj
i [

donde 3@),- es ¢l cambio de flujo asociado con una de estas trayectorias. El resultado final, ecuacion
(12-27), no varia.
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para dar la energia magnética del sistema. Para un material lineal, la energia asi obte-
nida es idéntica a la dada por la ecuacién (12-15). Pero la ecuacién ( 12-27) es mucho
mds general; predice correctamente el trabajo realizado sobre el sistema magnético
aun para los casos en que hay histéresis.

Segun la ecuacién (12-27), un cambio en la estructura del campo magnético im-
plica la realizacién de un trabajo

dw, = H-dB (12-28)

asociado con cada unidad de volumen de material magnético (o de vacio) en el siste-
ma. EI caso en que el material se somete a ciclos es de especial interés, como lo seria
cuando la bobina que rodea la muestra se sometiera a la accién de una corriente alter-
na. En un ciclo, la intensidad magnética H (para un punto tipico de la muestra) co-
mienza en cero, aumenta hasta un maximo, H AR disminuye hasta-H L ¥ luego vuelve
a cero. La induccién magnética B muestra una variacién semejante, pero para un
ferromagnético tipico se retrasard con respecto a H, describiendo asi una curva de
histéresis (Fig. 12.3). La aportacién de trabajo (por unidad de volumen) necesaria para
cambiar la induccién magnética desde un puntoa hasta otro b sobre la curva de histéresis,

Wp)as = fHdB

es exactamente el drea entre el segmenta de la curva de histéresis ab y el eje B. Es
positiva, porque tanto H como dB son positivas. La contribucién (w,),, es también el
drea entre el adecuado segmento de la curva de histéresis (bc) y el eje B, pero debe
tomarse como negativa, ya que H 'y dB son de signo contrario. Pueden darse argumen-
tos similares para (w,)_, y (w,) .- POr tanto, al someter el material a un ciclo alrededor

FIGURA 12.3

Trabajo realizado por
unidad de volumen en un
material ferromagnético
sometido a un ciclo,

o
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de la curva de histéresis, el trabajo necesario por unidad de volumen es

Wy = éHdB (12-29)

que es el drea encerrada por la curva de histéresis.

Al final de un ciclo completo, el estado magnético del material es el mismo que
aquel con que se empezo el ciclo. En consecuencia, la “energfa magnética” del mate-
rial es la misma. Es evidente, por tanto, que la ecuacion (12-29) representa un pérdida
de energfa. Esta pérdida aparece como calor que se produce por los cambios irreversi-
bles en la estructura de dominios del material. La pérdida por histéresis es un factor
importante en los circuitos sujetos a operaciones de corriente alterna. La ecuacion
(12-29) representa la pérdida de energia por unidad de volumen en cada ciclo. Por
tanto, la pérdida de energfa por unidad de tiempo es directamente proporcional a la
frecuencia de la corriente alterna.

Segiin la ecuacién (12-28), el trabajo necesario para cambiar la induccién mag-
nética en una unidad de volumen de material es

dw, = H-dB = poHdH + pH-dM (12-282)

A veces es conveniente considerar que el término y H dH (el trabajo realizado en el
vacio) tiene lugar haya o no material presente. Entonces, desde este punto de vista, el
término i H + dM es el trabajo especifico realizado sobre el material. Este es el enfo-
que que generalmente se toma en los textos de termodindmica y constituye la base
para el andlisis de procesos tales como el “enfriamiento magnético™.

Como la integral de H dH se anula para un ciclo completo, la ecuacion (12-29) es
equivalente a

Wy = .uu § HdM (12‘293)
A partir de d(MH) = H dM + M dH, ésta puede escribirse también como

W, = "#o‘fMdH (12-29b)
RESUMEN

El trabajo que realiza un agente externo (por ejemplo, una baterfa) para alterar el cam-
po magnético de un sistema de circuitos de cotriente es

n
dw, = D I, d®,
i=1
(expresion que no incluye el trabajo necesario para compensar la pérdida de calor de
Joule de los circuitos resistivos). La energia potencial magnetostatica de un sistema
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de circuitos de corriente en un medio magnético lineal es

1 n
U=z Lo
21‘-:1
donde
@ = 3 My,
i=1

Para una distribucién de corriente continua en un medio lineal, la energia magnética se
convierte en

1
U=z j J-Adv
2
donde el potencial vectorial A es el producido por la densidad de corriente J. La in-

tegracién por partes transforma la energia de materiales magnéticos lineales en una in-
tegral,

U= J u dv
sobre la densidad de energia del campo magnético,
1 1 1B?
=-H'B=-pH>=-—
e L

= Para un solo circuito,

U=13p
con

@=Ll

» Lafuerza magnética sobre parte de un sistema aislado, con flujo constante atra-
vesando cada circuito, es menos el gradiente negativo de la energfa magnetostatica,

g = {20
ox &b

Si el sistema no estd aislado, sino que la corriente en cada circuito se mantiene cons-
tante mediante un agente externo (bateria), la fuerza estd dada por:

E=+2)
* ox I

» En presencia de un material no lineal, incluida la histéresis,
dw, = H-dB
En un ciclo completo de un proceso ciclico,

Wy, = %HdB = yﬂngdM = —,uoéMdH



CAPITULO 1 3

Corrientes que varian
lentamente

En el capitulo 7 se introdujo la idea de un circuito eléctrico, y se hizo un andlisis de las
corrientes en dichos circuitos cuando se excitaban por voltajes constantes. En este
capitulo, estas ideas se ampliardn ahora para incluir los voltajes que varfan lentamente
y las corrientes resultantes que varfan lentamente. Para entender de forma adecuada el
significado de la expresién “que varian lentamente™ deben usarse las ecuaciones de
Maxwell. Sin embargo, las ideas generales pueden entenderse sin recurrir a los deta-
lles de estas ecuaciones.

Para variaciones senoidales de voltaje en circuitos que contienen elementos li-
neales, base para la teorfa elemental de circuitos, el comportamiento de un circuito se
caracteriza por una frecuencia @* Una onda electromagnética de esta frecuencia en el
espacio libre tiene una longitud de onda A = 27c/@, donde ¢ es la velocidad de la luz.
La restriccidn principal que debe imponerse para que la corriente en el circuito pueda
llamarse de variacién lenta es que el circuito no debers radiar una cantidad apreciable
de potencia. Esta restriccién puede satisfacerse exigiendo que la mayor dimensién
lineal del sistema, lnm, sea mucho menor que la longitud de onda en el espacio libre
asociada con la frecuencia excitadora; esto es,

27e 2nc
Coris <<? o] 0K — (13-1)

Fme’u{

* La cantidad @ es 27 veces la frecuencia y a veces se llama frecuencia angular. El uso de @ en lugar de
2nf es muy 1til en muchas ramas de la fisica. En particular, en este andlisis elimina una multitud de 27 en

las ecuaciones de los circuitos.
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TABLA 13.1

f (Hz) w (rad/s) A (m) I .. (m)
60 376 $x10°  5x 10° (300 millas)
10° 6.28 x 10° 300 30
10° 6.28 x 10° 3 0.3
10" 6.28 x 10" 0.03 0.003

131

Si se satisface esta condicién, entonces para cada elemento 4l del circuito por el que
circula una corriente 7, hay, a una distancia mucho menor que una longitud de onda, un
elemento correspondiente —dl por el que circula la misma corriente. Esta duplicidad
asegura claramente la cancelacién de los campos producidos por estos elementos a
distancias del orden de unas cuantas longitudes de onda en todas direcciones y, por
tanto, muestra que los campos asociados al circuito estdn restringidos a la vecindad
del mismo. Para ver qué restricciones pricticas impone la ecuacién (13-1), se ha cons-
truido la tabla 13.1 usando [, ~ A/10 como maxima dimensién del circuito. Las
frecuencias elegidas son la frecuencia de operacién de una linea de transmisién de
energia eléctrica, una radiofrecuencia baja (banda de radicdifusion AM), una
radiofrecuencia alta (FM y TV) y una frecuencia de microondas. Es evidente que para
las tres primeras frecuencias los circuitos comunes satisfacen el criterio. Sin embargo,
para la dltima, el circuito debe construirse en un cubo de aproximadamente 0.1 pulga-
das de lado, lo que restringe su aplicabilidad a circuitos integrados. Deberd también
observarse que a 100 MHz, la longitud de onda y las dimensiones del circuito son de
tamafio adecuado para un laboratorio y, en consecuencia, debe tenerse cuidado al apli-
car la teorfa de circuitos comunes a estas frecuencias y a otras mayores. En el resto de
este capftulo se supondrd que se satisface el criterio de variacidn lenta, sin més comen-
tarios explicitos.

COMPORTAMIENTO TRANSITORIO
Y EN ESTADO ESTACIONARIO

Si una red de elementos pasivos se conecta repentinamente a una o varias fuentes de
voltaje, surgen corrientes. Independientemente de la naturaleza de los voltajes aplica-
dos, la variacién inicial de las intensidades de dichas corrientes con el tiempo no es
periédica. No obstante, si los voltajes varian periédicamente con el tiempo,* entonces

* Un voltaje constante debera entenderse como un caso especial de voltaje periédico, en el cual el periodo

es infinito o la frecuencia es cero.
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mucho después de su aplicacién las corrientes también variardn periédicamente con el
tiempo. (De hecho, se vuelven estrictamente periddicas sélo después de un tiempo
infinito; sin embargo, cualquier aproximacion deseada a la periodicidad puede obtenerse
esperando un tiempo suficientemente largo.)

Es conveniente analizar el comportamiento de los circuitos en dos fases,
dependiendo de si es importante el comportamiento periddico o el no perié-
dico. El comportamiento periddico se llama comportamiento en estado
estacionario, mientras que el no periédico se conoce como comportamien-
to rransitorio. Ambos aspectos se rigen por las mismas ecuaciones basicas
integrodiferenciales; sin embargo, las técnicas elementales usadas para re-
solverlas son radicalmente distintas en los dos casos.

El andlisis presentado aqui se restringird al andlisis transitorio elemental (principal-
mente, excitacidn por voltajes constantes) y al andlisis en estado estacionario para
excitaciones senoidales. Para mds detalles, el lector debe consultar los libros cldsicos
de Guillemin y Bode,* y otros textos de ingenieria mds recientes.

LEYES DE KIRCHHOFF

En el capitulo 7 se presentaron las leyes de Kirchhoff para circuitos de corriente direc-
ta (c.d.); éstas deben generalizarse ahora para incluir corrientes que varfan lentamente.
La primera generalizacién consiste en observar que no sélo los resistores, sino tam-
bién los condensadores e inductores deben incluirse como elementos de circuito. Cada
uno de estos elementos tiene una diferencia de potencial entre sus terminales que debe
incluirse en la ley de mallas de Kirchhoff. El nombre “caida de /R ya no es apropiado
para todos los elementos, por lo que se adoptard el de contravoltaje para especificar la
diferencia de potencial entre las terminales de un elemento pasivo. La otra generaliza-
cién consiste en observar que ambas leyes de Kirchhoff deben ser vdlidas en todo
momento, esto es, deben ser vélidas para los valores instantdneos de las corrientes, los
voltajes aplicados y los contravoltajes. Las leyes pueden ahora enunciarse asi:

* E. A. Guillemin, Communication Networks, 2 tomos, Nueva York, Wiley, 1931 y 1935; y H. W. Bode,
Network Analysis and Feedback Amplifier Design, Princeton, N. J., D. Van Nostrand, 1945, Huntington,
Nueva York, Krieger, 1975, reimpresion de la edicion de 1945.

T Por ejemplo, F. P. Yatso y D. M. Hata, Circuits: Principles, Analysis and Simulation, Nueva York,
Saunders College Publishing, 1992.
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Ley de Kirchhoff I. La suma algebraica de las corrientes instantdneas gue
fluyen hacia un nodo es cero.

Ley de Kirchhoff Il. La suma algebraica de los voltajes aplicados instantd-
neos en una malla cerrada es igual a la suma algebraica de los contravoltajes
instantdneos en la malla.

El significado de la primera de estas leyes esté claro: si las corrientes que se dirigen
hacia un nodo se consideran positivas, entonces las que se dirigen en sentido contrario
deberdn llamarse negativas, y la ley dice que la cantidad de corriente que entra en el
nodo sale de él. Basicamente, la segunda ley representa la integral del campo eléctrico
a lo largo de la malla; sin embargo, es necesario establecer el convenio de signos. El
convenio de signos que adaptaremos se explica mejor considerando sélo una malla
sencilla, como la que muestra la figura 13.1. En esta figura, el voltaje aplicado 1°(f)
esta conectado en serie con una resistencia R, una inductancia L y una capacidad C. Se
ha trazado una flecha, identificada como (1), para indicar el supuesto sentido positivo
(arbitrario) de la corriente. Todos los signos se refieren finalmente a este sentido. El
voltaje ¥(f) es positivo si hace que la corriente se mueva en el sentido considerado; es
decir, si el terminal superior de la figura 13.1 es positivo con respecto al terminal
inferior. E] contravoltaje resistivo es s6lo /R, como en los circuitos de c.d. Si di/dt es
positiva, en la inductancia s¢ inducird una fem que tiende a causar una corriente en el
sentido opuesto al que se supuso para I esto es, el terminal superior de L debe ser
positivo con respecto al terminal inferior. Como éste es el mismo sentido que el de IR
conrespectoal del, el contravoltaje es exactamente L(dl/dy).* Elcontravoltaje capacitivo

FIGURA 13.1

Circuito serie de
clementos de circuito.

It R

D :

\_/jc

* Vale la pena observar que la fem inducida se escribe como —L(dl/dr); sin embargo, siendo una fem,
deberfa escribirse normalmente en el otro lado de la ecuacion de contravoltajes. Por tanto, no se introdu-

ce inconsistencia al escribir +L{dl/df) para el contravoltaje.
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depende de la carga del condensador, que puede ser positiva o negativa, dependien-
do de si consideramos el conductor superior o el inferior. Esta dificultad se elimina
escribiendo

0 = [ 10 (13-2)

donde 7, se elige de modo que Q(f,) sea cero. Con esta eleccion de Q, una Q positiva
hace que el terminal superior del condensador sea positivo y, por tanto, produce el
contravoltaje capacitivo +0Q/C. La ley de voltaje de Kirchhoff para el circuito de la
figura 13.1 es

dar 1
¥()=RI + L— —f 13-3
(0 i + C ;.,Idr ( )

que es la ecuacion bdsica integro-diferencial de la teoria de circuitos.

13.3 COMPORTAMIENTO TRANSITORIO ELEMENTAL
El tinico comportamiento transitorio que consideraremos aquf es el asociado a la apli-
cacion repentina de un voltaje constante V" a una red de resistores, condensadores e
inductores, siendo el primer ejemplo el circuito R-L representado en la figura 13.2.
Para este circuito, la ecuacidn (13.3) se convierte en
dl
V=RI+ L— 13-4
i (13-4)
después de haber cerrado el interruptor S. Antes de que se cierre el interruptor, la
solucidn es trivial, / = 0. La ecuacién (13-4) es una ecuacién diferencial lineal de
primer orden con coeficientes constantes y, en consecuencia, puede resolverse siem-
pre con una constante arbitraria en la solucién. Esta solucidn es
V
I(t) = — — Ke™'RIE (13-5)
R
FIGURA 13.2

Circuito R-L. Respuesta
transitoria cuando se cierra
el interruptor.
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siendo K la constante arbitraria. Como el circuito contiene una inductancia que impide
un cambio brusco en la corriente, ésta debe ser exactamente la misma antes y después
de cerrar el interruptor, es decir, cero, Por tanto, si el interruptor se cierra en £ = £,

V

= Ke™R/L = (13-6)
0
g 1oR/L
K=qe (13-7)
La solucién completa es entonces
Hi= % [1 — eRU—L] (13-8)

cuya grafica se muestra en la figura 13.3. Hay varios detalles itiles que se obtienen
facilmente y que pueden deducirse de la ecuacién (13-8) y de la figura 13.3. Primero,
L/R tiene las dimensiones de tiempo y se denomina constante de tiempo. Dado que
1/e =0.368, 1a constante de tiempo es el tiempo necesario para que la corriente alcance
0.632 veces su valor final, ¥/R. En cinco veces la constante de tiempo, la corriente
alcanza 0.993 veces su valor final, lo que se recuerda ficilmente como el 99%. La
pendiente inicial dI/dt es justamente la corriente final /R dividida por la constante de
tiempo L/R, es decir, una pendiente tal que si la corriente continuara aumentando de
intensidad a esta razén, alcanzarfa su valor final en una constante de tiempo. La utili-
dad de estos hechos consiste en que, trazando simplemente una curva exponencial
estdndar, nos permiten calcular la funcién exponencial correspondiente a un problema
transitorio sencillo, con una razonable exactitud. Se pueden investigar muchos otros
aspectos de un circuito de resistencia-inductancia y puede aplicarse un tratamiento
andlogo a los circuitos de resistencia-capacidad. Varios de los problemas del final de
este capitulo estdn dedicados a lograr este propésito.

El segundo ejemplo que se va a considerar es un circuito serie R—L-C que se
conecta repentinamente a un voltaje constante V. Dicho circuito se muestra en la figu-
ra 13.4. La ecuacién correspondiente después de que se ha cerrado el interruptor es

1 T
v= i+ 19 v 2 [ ia
2]

w7 C (13-9)

FIGURA 13.3

Respuesta transitoria de un
circuito R—L.

mol <
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FIGURA 13.4

Circuito R—-L-C.
Respuesta transitoria
cuando se cierra el
interruptor.

IF

donde, nuevamente, ¢, es un tiempo en el que la carga del condensador es cero. Por
simplicidad, supondremos que el condensador estd inicialmente descargado y que el
interruptor § se cierra en £, = 0. La ecuaci6n (13-9) puede ser poco familiar; no obstan-
te, mediante una simple derivacidn con respecto al tiempo, se convierte en

dv dl air 1
— =R—+L—+— 13-10
dt & dt L a?  C ( )

Esta ecuacién es una ecuacién diferencial lineal ordinaria de segundo orden, con co-
elicientes constantes (la ecuacién del oscilador arménico). La técnica para resolver
dichas ecuaciones es bien conocida y, de hecho, para el caso en consideracién, d V/dt =0,
la solucion es*

I = {Aeim,,r £ Be—im,:}e—mfz}’. (13_11)
donde
1 R?
w, = e e
: LC 4L

mientras no sean cero ni L ni C. Si cualquiera de los dos se anula, aparece indetermi-
nacién en la ecuacion (13-11); sin embargo, la ecuacién (13-10) puede aiin resolverse
para L = 0; de hecho, la solucién es més sencilla que la de la ecuacién (13-11). Ademds,
el caso C = 0 corresponde al caso sin interés de un circuito abierto. Para completar el
andlisis de este punto, si C =, lo que corresponde a poner en cortocircuito el conden-
sador, 1a ecuacién (13-11) se reduce a la ecuacién (13-5), ahora con dos constantes
arbitrarias que pueden obtenerse ajustando las condiciones en la frontera. Esta diferen-
cia, por supuesto, refleja el hecho de que todo conocimiento de V' se perdié al ir de la
ccuacién (13-9) a la (13-10).

Volvamos ahora a la solucién de la ecuacion (13-11), donde nos falta calcular las
constantes A y B. Para que la corriente sea real, B debe ser el complejo conjugado de A.

* Aqui, { es la unidad imaginaria; es decir, i =v-1.
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FIGURA 13.5

Respuesta transitoria de un
circuito R—L—C.
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Como el interruptor se cerr en t = 0, para este valor la corriente debe ser cero, lo que
significa que las dos exponenciales imaginarias deben combinarse para dar una fun-
¢ién senoidal. Estas observaciones conducen a

I(t) = De ®"?Lsen w,t (13-12)

donde D es una sola constante real que debe atin calcularse. Este cdlculo se hace obser-
vando que en £ =0, 0 e I son ambas cero y, en consecuencia, que

dl
¥V =L— =
dr |,q (13-13)
Utilizando esta condicién inicial, se tiene
V4 v
D= =
o, L \/L R2 (13-14)
€

La solucidn estd ahora completa. La corriente oscila con la frecuencia natural

e 1 R?
2 LC 4L%

pero con una amplitud que decrece con el tiempo y estd dada por De-R"2L_Este com-
portamiento se muestra en la figura 13.5. Si el tiempo ¢, al cerrar el interruptor no es 0,
sdlo es necesario sustituir ¢ por £ —t,.

Se ha completado aqui el anlisis transitorio elemental. El resto de este capitulo
se dedicard a circuitos excitados por voltajes senoidales en estado estacionario; es
decir, después de que ha transcurrido un tiempo suficientemente largo desde que se
aplicé la excitacion para asegurar que los transitorios sean despreciables.
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COMPORTAMIENTO EN ESTADO ESTACIONARIO
DE UN CIRCUITO EN SERIE SIMPLE

Estudiaremos ahora el comportamiento del circuito de la figura 13.1, con la siguiente
excitacién:

V() = Vycos wt (13-15)

donde wes una frecuencia dada, no necesariamente igual a @,. Podriamos simplemen-
te usar esta’l'(f) en la ecuacién (13-3) o en la (13-10) y resolver la ecuacién resultante.
Sin embargo, es miés sencillo, si observamos que ¥ cos ¢ es la parte real de V'@,
desarrollar un método para encontrar la corriente fisica a partir de la solucién de la
ecuacién (13-10) con una excitacién compleja.

Si se aplicara al circuito un voltaje complejo ficticio, V', + {7, lo mds probable es
que la corriente resultante también fuera compleja, I, + iI, (aqui se supone que V', V',
I, e 1, son todos reales). Poniendo estas cantidades ficticias en la ecuacién (13-10)
se tiene

v 4%,
dt at
d?l, dl, 11) ( d*L dl, 12)
=|(L—5 —+ =) +ilL=5 +R—"+ =
(L dr? +R dt * c) T I\"as d C (13-16)

La tnica forma de que esta ecuacidn se cumpla es que las partes reales del lado dere-
cho y del lado izquirdo de la ecuacidn sean iguales y que las partes imaginarias tam-
bién lo sean. Por tanto, si la excitacién fisica, V() es la parte real de una funcién
compleja, V'(#) es suficiente para resolver la ecuacién (13-10) con la excitacién com-
pleja V'(¢) y luego tomar la parte real de I(f) resultante como la corriente fisica, En
algunos casos puede ser preferible usar e+ para obtener la respuesta a cos (@t + ¢),
donde ¢ es un dngulo de fase dado. En lo que resta de este capitulo trabajaremos
principalmente con voltajes y corrientes complejos. Utilizaremos el subindice P, como
en el anterior V,(t), donde sea importante distinguir las cantidades fisicas de las co-
rrespondientes cantidades complejas.

Si se usa Vjei** en la ecuaci6n (13-10), la intensidad de corriente serd [ e/, sien-
do I, alguna constante compleja. Sustituyendo directamente en la ecuacion, tenemos

. 1 .
in¥V,e™ = [—sz + iwR + E]Ioe“‘” (13-17)
Dividiendo por i@ se transforma en
; Lis.
Ve = [R + iwL + _——-—]Ioe"‘” (13-18)
iwC

que estd en la forma

Voe' = Zle'™ (13-19)
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con
) 1
Z =R+ iwlL + — (13-20a)
iwC
0
. 1
Z=R+ z(wL - —) (13-20b)
wC

La impedancia Z del circuito consta de dos partes: la parte real o resistencia
(R) y la parte imaginaria o reactancia (X). Lareactancia se divide a su vezen
reactancia inductiva X, = oL y reactancia capacitiva X, =—1/wC. El hecho
de que la impedancia sea compleja significa que la corriente no estd en fase
con el voltaje aplicado.

A veces resulta conveniente escribir la impedancia en forma polar:

Z=|Z|e'" (13-21)
con
1Z| = [R* + (oL — 1/wC)*]"? (13-22)
y
L - 1/eC
o= tan"‘(u) (13-23)
R
Empleando esta forma para la impedancia, la corriente compleja puede escribirse como
Vﬂ .
I{t) =7~ 13-24a
Z] ( )
~ y la corriente fisica estd dada por
¥
Ip(t) = jws (wt — 6) (13-24b)

Si Bes mayor que cero, la corriente alcanza una fase dada mds tarde que el voltaje y se
dice que se retrasa con respecto al voltaje. En caso contrario, la corriente se adelanta
al voltaje. Las corrientes que varfan segiin ¢ o cos (wr — ) se llaman corrientes
alternas (c.a.). Este clculo completa formalmente el estudio del circuito serie simple,
aunque en la seccién 13.7 examinaremos mds detalladamente la ecuacidn (13-24)
para mejorar nuestra comprensién fisica de la situacién.
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CONEXION DE IMPEDANCIAS EN SERIE
Y EN PARALELO

Si dos impedancias se conectan en sefie, entonces fluye la misma corriente a través de
cada una de ellas. Los voltajes* a través de las dos impedanciasson V, =Z, Iy V, = Z, 1.
El voltaje de la combinacién V. + V,=(Z, + Z)I. Esti claro, entonces, que en la co-
nexién de impedancias en serie se suman las impedancias; esto es,

L=2y+24,+ 25+ (conexién en serie) (13-25)
Por tanto, la ecuacidn (13—20a) es la suma de la impedancia de una resistencia R,

Z, =R
de una inductancia L,

Z, = iwL
y de una capacitancia C,

1

Zy=——
T ieC

todas en serie. Es importante observar que las impedancias se suman como niimeros
complejos. Si Z, =R, +iX, y Z, = R, + iX,, entonces

Z=Z,+2Z,=(R,+ Ry +i(Xy + X)) (13-26)

En forma polar,

Z=|Z|e® |Z] =[(R, + Ry)* + (X, + X))|'?

X. + X (13-27)
6 = tan”' —/——==,

Ri+ R,

Observe que la magnitud de Z no es la suma de las magnitudes de Z, y Z,.

Si las impedancias se conectan en paralelo, entonces el mismo voltaje aparece a
través de cada una de ellas y las corrientes estardn dadas por I, = VIZ, I, = VIZ,,
etcétera. La corriente total es

* En ésta y en las restantes secciones del presente capitulo utilizaremos el simbolo ¥ en lugar de Ag para
la diferencia de potencial a través de un elemento o grupo de elementos.
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de la cual queda claro que

1 1 1

== = danck R conexion en paralelo 13-28

z-z.7zZ ( p ) ( )
Aquf, también, la suma es la adicién de ndmeros complejos. Las ecuaciones (13-25) y
(13-28) proporcionan la base para resolver problemas en los que intervienen configu-
raciones mds complejas con un solo voltaje aplicado.

EJEMPLO 13.1  Consideremos el circuito de la figura 13.6. La impedancia consiste en un resistor
Impedancia de un circuito  en serie con la combinacién en paralelo de un condensador y un inductor. En-
cuentre la corriente que circula por este circuito.

Solucién: Una expresion conveniente para escribir la impedancia es

1
Z=R, +

! P 1

R, + ioL ~ 1/ioC (13-29)
Alternativamente,
R, + ioL

Z=R,+

' 1+ ioC(R, + iwL) (13-30)

(R, + iwL)[(1 — @*’LC) — iwR,C]
(1 — w’LC)* + 0’R3C?

La tnica otra manipulacién que vale la pena hacer ahora es la separacién en

partes real e imaginaria:

Z=R;+ (13-31)

Ry
(1 — w’LC)* + w*R3C?
I,mL(l — 0’LC) — wR3C
(1 — @*LC)* + w?*R3C?

Z=R1+

(13-32)

FIGURA 13.6 | L
R

Circuito tipico de c.a.
1
Vuei'ui l
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Habiendo encontrade Z, determinaremos ahora la corriente, dividiendo °Voe'“‘“
por Z. El estudio de este circuito se continuard en la seccién 13.7 en relacién con
los fenémenos de resonancia,

POTENCIA Y FACTORES DE POTENCIA

La potencia suministrada a un resistor puede determinarse multiplicando el voltaje a
través de cada resistor por la corriente que pasa a través de él. Sin embargo, para el
caso mds general, tal como la impedancia mostrada en la figura 13.7(a), se necesita un
enfoque mas sutil.

Si V(¥) e I(r) son el voltaje y la corriente complejos, como se muestra, en-
tonces la potencia instantdnea es

P(t) = Re I(t) Re V(1) (13-33)

La potencia media es una cantidad més importante, obtenida al tomar el pro-
medio durante un periodo completo o durante un tiempo muy largo (mu-
chos periodos). Si las fases se escogen de tal modo que V, sea real y, como
de costumbre, Z = |Zl /%, entonces es inmediato ver (Problema 13.11) que

P =Rel(t)Re V(1) = 4 |I| |Vs cos 8 (13-34)

El factor un medio de la ecuacién (13-34) representa el hecho de que el valor medio de
sen? @t o cos? et es un medio. El otro factor interesante es el coseno de 6, que tiene en
cuenta el hecho de que la corriente y el voltaje no estdn en fase. El coseno de 8 se llama
frecuentemente factor de potencia de un circuito de corriente alterna (c.a.). En la sec-
cién 17.3 se demuestra que

Re (L") Re (Voe™) = 3 Re (B V;) (13-35)

FIGURA 13.7
Medida de la potencia.

I(t)

1Z]

zZ

o

Vit 8
e

ImZ

Re Z
(a) (b)




320 13 Corrientes que varian lentamente

13.7

donde I? es el complejo conjugado de I;. Esta forma es facil de recordar y conduce
directamente a la expresidn (13-34).

Ya que cos 8=Re Z/| Z | (véase la figura 13.7b), la ecuacién (13-34) puede expre-
sarse como

1|V
2|z
Como comentario final, mencionaremos que los valores eficaces del voltaje y de la
corriente se definen normalmente como

V2 V2

? Vol I = '2_

La virtud de estas definiciones es que un V,, dado que se aplica a una resistencia disipa
la misma potencia que un voltaje constante de la misma magnitud. La especificacion
de valores eficaces es muy comin; por ejemplo, lineas de 115 volts c.a. son lineas de
voltaje eficaz de 115 volts,

P=

Re Z (13-36)

Ve = lfol (13-37)

RESONANCIA

La ecuacion (13-22) pone de manifiesto que un circuito serie L-R—C simple tiene una
impedancia dependiente de la frecuencia que tiene valor minimo en w?=w=1/LCA
esta frecuencia, la impedancia es justamente R, el dngulo de fase es cero y la corriente
es maxima y de magnitud V| /R. Este es un fenémeno resonante muy parecido al
observado en los osciladores mecénicos de amortiguamiento forzado. Si se hace una
grafica de la magnitud de la corriente en estado estacionario para el circuito en la
figura 13.1 (con V() =V cos ax) en funcién de la frecuencia, se obtiene una curva
como la de la figura 13.8. Se muestran varias curvas; todas se basan en los mismos
valores de L y C, pero la resistencia en serie varfa de una curva a otra. Las curvas s¢
ven mds pronunciadas para valores pequefios que para valores grandes de la resis-
tencia en serie,

FIGURA 13.8

Curvas de resonancia para .

un circuito R—L—C serie.

11
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Una medida cuantitativa de la forma de la curva puede obtenerse de la siguiente
manera. Definamos el “ancho” de la curva de resonancia como el intervalo de frecuen-
cias entre las “frecuencias de potencia mitad”, que son las dos frecuencias a las que la
potencia disipada es la mitad de la potencia disipada ala frecuencia pico @,. De este
modo, buscamos los valores de @ que satisfagan

P(f‘-’) = %P(ﬂ’o)

o utilizando las ecuaciones (13-22) y (13-36),
1|VePR _ 11|V
2|1Z(w)]? ~ 22 R?

Por tanto

1Z(w)[? = 2R?

1
wL — —
wC
Para respuestas de pico relativamente pronunciado, la ecuacién (13-38) serd vali-
da para valores de @ no muy distintos de @,. Escribimos entonces w = w, +Awy
obtenemos

- R (13-38)

1 1
wol + Awl — =R
& 3 woC 1+ Aw/w,

Utilizando @i = 1/LCy (1 + A/ @) = 1 - Aw/ @, se tiene

2]Aw|L = R
0]
2ld0| R (13-39)
ﬂ]g ﬂ)gL

El ancho de la curva de resonancia definida anteriormente es, por tanto, aproximada
por 2IAwl. La cantidad

T 2|Aw]

Q=wl/R o Q (13-40)

caracteriza la agudeza de la resonancia y se conoce como factor de calidad @ del
circuito.* Para fines précticos, Q puede considerarse como una propiedad del induc-
tor solamente, puesto que la mayor parte de la resistencia en serie inevitable estd aso-
ciada al alambre devanado alrededor del inductor. Sin embargo, un tratamiento més
refinado muestra que las pérdidas en el condensador deben también incluirse al calcu-
lar la Q. Las curvas de la figura 13.8 estdn marcadas con los valores correctos de Q.

* Esta O no tiene nada que ver con la carga.



322 13 Corrientes que varfan lentamente

FIGURA 13.9

Angulo de fase de la
impedancia en un circuito
tipico R—L~C serie.

A medida que varia la frecuencia excitadora, no sélo varia la magnitud, sino
también la fase de la corriente. Esta variacidn se muestra en la figura 13.9 para los
mismos valores de O usados en la figura 13.8. Por debajo de la resonancia, ¢l dngulo
de fase de la funcién de impedancia es negativo. Por tanto, la fase de la corriente es
positiva y se adelanta al voltaje. Por encima de la resonancia sucede lo contrario y la
corriente se retrasa con respecto al voltaje.

Es interesante observar que los circuitos resonantes de radiofrecuencia usual,
hallados en equipos de comunicaciones, son circuitos resonantes serie a pesar de su
aspecto de circuitos paralelo. En el caso mds simple, la razén es que la sefial de alimen-
tacién se acopla inductivamente en L y asi aparece como una fem en serie con L.

Laresonancia no se restringe a circuitos serie como los que acabamos de estudiar.
Los circuitos paralelo también pueden presentar caracterfsticas de resonancia. El cir-
cuito de la figura 13.6 pone de manifiesto tal resonancia. Definir la frecuencia de
resonancia para un circuito resonante paralelo no es tan sencillo como 1o es para un
circuito serie. Algunas de las posibilidades son: (1) w, =1/ .JLE; (2) la frecuenciaala
que la magnitud de la impedancia [dada por la ecuacién (13-31)] es un méximo, o (3)
la frecuencia a la que el factor de potencia es igual a la unidad. Cada una de estas tres
elecciones da una frecuencia distinta. Sin embargo, para circuitos de alta O son casi
iguales. La primera posibilidad es, con mucho, la mds itil en la prictica porque hace
que gran ndmero de resultados de resonancia serie sean directamente aplicables al
caso resonante paralelo. Un resultado muy interesante se obtiene usando la ecuaci6n
(13-31) para calcular Z,con R, =0y @, = 1/ \/If El resultado es

7 wOL[“’;L - E}, (0 = wg) (13-41)

Para un circuito de alta Q, 1a i puede despreciarse, con el resultado de que la impedan-
cia en la resonancia es Q veces la reactancia inductiva en la resonancia.

El tema de los circuitos resonantes podria desarrollarse mds extensamente. Sin
embargo, hacerlo aqui no estarfa probablemente justificado. Algunos de los proble-
mas al final de este capitulo amplian esta seccién.
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INDUCTANCIAS MUTUAS EN CIRCUITOS DE c.a.

La resolucién de problemas de circuitos de c.a. que contienen inductancias mutuas
presenta una pequefia dificultad en la asignacién del signo correcto a la inductancia
mutua. Esta dificultad puede resolverse ficilmente observando que el signo que debe
asociarse a la inductancia mutua depende del sentido supuesto de la corriente en los
dos circuitos considerados, y de la forma en que se conectan los arrollamientos (deva-
nados). La notacién M, se usard para la inductancia mutua pura entre dos circuitos.

Se demostré en el capitulo 11 que la fem en el devanado 2, debida a una corriente
que varfa en el devanado 1, estd dada en magnitud por

& = My — [3-4
2 2 (13-42)

Para corrientes senoidales, usando la notacién compleja, tenemos

%2 = E.Q)MEIIIDEEQ” (13_43)

& = ioMy I, (13-44)

En lo sucesivo, el simbolo M, se considerard como una cantidad positiva y el signo de
, se pondrd explicitamente. En otras palabras, M, de la ecuacion (13-44) se sustitui-
rd por + M, , siendo M, una cantidad positiva.

Para demostrar la técnica de asignar los signos, consideremos el circuito de la
figura 13.10, en el que dos impedancias Z, y Z, se combinan con una inductancia
mutua y se conectan a una fuente de voltaje aplicado, V() = V¢, La inductancia
mutua estd indicada por M, y se considera como un ndmero positivo. Los puntos
negros de la figura indican los extremos de los dos arrollamientos que son simultdnea-
mente positivos; esto es, si el arrollamiento inferior se excita por una corriente senoidal
que hace que el terminal de la izquierda sea positivo en algiin instante t,, entonces el
voltaje inducido en el arrollamiento superior hace que el terminal izquierdo del superior
sea positivo enf,. Laecuacion para la rama de la parte superior, de acuerdo con la ley de

FIGURA 13.10

Circuito con inductancia
mutua,
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Kirchhoff, es
Zlfl + ilefl + I.EUM]_glz =Y (13'45)

Se usa el signo mds con la inductancia mutua porque una I, positiva da un voltaje en la
rama de la parte superior que tiene el mismo sentido que una caida en / R. La segunda
ecuacidn es
inZ‘lIl + szg + llCDLgIZ =% (13-46)
donde se ha escrito M,, = M, por simetria.
La asignacién del signo se hace con la misma base que antes y podemos verificar-
la observando que M, deberé aparecer en la ecuacion de la rama uno con el mismo

signo que M, en la ecuacién de la rama dos. Las ecuaciones (13-45) y (13-46) pueden
resolverse simultdneamente con técnicas comunes para dar

Z'Z + waz =4 inI'Z

L=% . : 2342

Z, + ioL,)(Z, + ioL,;) + o°M

(Z,+1i N2> 2) 12 (13-47)
I = CV_ Zl + ile e in]_Z
: (Z, + ioL)(Z, + iwLy) + oM},

Combinando las dos para obtener la corriente total /, + I, se tiene
Z,+ iwL, + Z; + iwL, — 2ioM

Pk i w QAR LT 2 2 3 (13-48)

(Z}_ + 1COL1)(22 + IWLz) + I‘.’DzM%Z

El coeficiente de ¥ en el lado derecho de 1a ecuaci6n es el reciproco de la impedancia
presentada al generador, o la impedancia neta entre los puntos a y b. Es evidente que si
M., es cero, la impedancia es la combinacion en paralelo de las dos impedancias de las
ramas. Para la conexién ilustrada, a medida que M,, aumenta, aumenta también la
impedancia.

El circuito que se obtiene al intercambiar los conductores en los terminales de un
arrollamiento de la inductancia mutua se muestra en la figura 13.11. Observe que la
tinica diferencia es que el punto negro se ha cambiado del extremo izquierdo del arro-
llamiento superior al extremo derecho. Como resultado, se cambia el signo del término

FIGURA 13.11

. Circuito de la figura 13.10
con el signo de la
inductancia mutua
invertido.

I
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M,, en las ecuaciones (13-45) y (13-46), con lo que

(Z, + iwL)], — ioMp5L =V

y (13-49)
—ioMpl + (Z, + iol,)L =V

Las corrientes se hallan y se combinan fdcilmente para obtener la impedancia:

7 (Z, + iwL )(Z, + ioL,) + 0*M?%,
" Z, +iwL, + Z, + ioL, + 2ioM,,

que es igual que en el caso anterior cuando la inductancia mutua es cero. La relacion
entre Z, para M, finita y Z, para M, = 0 depende del pardmetro de una forma
bastante complicada. Aqui sélo estableceremos que IZ | puede ser mayor o menor
que|Z | para M, =0.

El circuito bésico para el dispositivo mas comiin de inductancia mutua, el trans-
formador, se muestraenlafigura 13.12. R, y R, son las resistencias de los arrollamientos
primario (excitador) y secundario (excitado), L, y L, son sus autoinductancias, y M es
la inductancia mutua (positiva) entre ellos. Z, es la impedancia de la carga conectada
al secundario y ¥(z) =V ¢’ es el voltaje entre los extremos del arrollamiento prima-
rio. Si se supone que las corrientes I, €™ ¢ e siguen los sentidos indicados, enton-
ces la ley de voltaje de Kirchhoff requiere que las ecuaciones

Vo = LR, + iwL,l, + ioMI,
y (13-51)
0=LR, + iwl;L + ioMI) + LZ,
se satisfagan. Las soluciones a estas ecuaciones son
Z, + R, +iwL,

(13-50)

= Y
h (R, + ioL,)(Z, + R, + iwL,) + w*M? " °
y (13-52)

% —iwoM ”

27 (R, + ioL)(Z, + R, + iwLy) + 0®M? '°
FIGURA 13.12
Circuito de un By Ry
transformador.

O ﬁ

M
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Estas ecuaciones relativamente complejas representan una solucién exacta para el cir-
cuito de la figura 13.12. '

Para muchos propdsitos es mucho mds conveniente pensar en términos de un
transformador ideal; es decir, aquel que satisface las relaciones

B
a

VL = aVD, Iz = (13—53)
donde la constante @ es independiente de la frecuencia, V, es el voltaje entre los
extremos de Z, y todas las demds cantidades corresponden a las de la figura 13.12.
Multiplicando entre sf las ecuaciones (13-53) y suponiendo que los factores de poten-
cia en los dos arrollamientos son iguales, encontramos que la potencia V' I, cos 6, es
totalmente suministrada a la carga, V,/,cos 6, En otras palabras, no hay pérdidas en el
transformador.* La condicién que debe satisfacerse para asegurar la segunda de estas
relaciones es

Zy + Ry + iwl,
ioM ~e
que se satisface si @L, >>1Z, + R)|. De la ecuacién (13-54), a = L,/M - iZ, oM si 1Z,|
>> R,. Para satisfacer la primera ecuacién (13-53), es suficiente requerir: M= JLI-L,
oL, >>R,IZ|>>R, y 1z, >> a’R,. Entonces es facil demostrar que la segunda de las
ecuaciones (13-52) junto con la (13-54) implica que V,/¥,;=a,donde V, =-1Z, :

(13-54)

V%  _hZ_ iwMZ,
Yy Vs  iwL,(ioMa) + w*M?
iz, iZ M

oM — Lia) w(M?— L,L,) +iZ,L,
= M/L, = L,L,/(ML,) =a
Las aproximaciones realizadas pueden ser un poco extremas, pero en la prictica exis-

ten los transformadores que se aproximan a los transformadores ideales en un amplio
intervalo de frecuencias. Para tales dispositivos,

I
Iz="_1: Ve =a%
a
Y
Yo WV Z
L L o (13-55)

La dltima de estas relaciones pone de manifiesto que el transformador actda también
como un transformador de impedancia, con razén de transformacién a2, Se deja como
ejercicio demostrar que para un acoplamiento muy estrecho de los dos arrollamientos
a=N,/N,, esto es, larazén de transformacion.

* En la aproximacion de un transformador ideal, se puede demostrar que los factores de potencia en los
dos arrollamientos son aproximadamente iguales (es decir, cos 8, = cos 8,). 8i Z; es puramente resistivo,
entonces cada factor de potencia = 1.
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ECUACIONES DE MALLA Y DE NODO

Los circuitos de c.a. mds complejos pueden estudiarse de dos formas: una basadaenla
ley del voltaje de Kirchhoff y conocida como andlisis de mallas y 1a otra basada en la
ley de la corriente de Kirchhoff y llamada andlisis de nodos. Cada método tiene sus
ventajas e inconvenientes. Ya que la eleccién del método apropiado puede simplificar
enormemente algunos problemas, se considerardn ambos en esta seccidn.

El primer paso para aplicar el anilisis de mallas es la asignacion de mallas. Esto
se logra suponiendo que existen corrientes en los circuitos (o lazos) cerrados de tal
modo que al menos una corriente pasa por cada elemento. Con tal eleccién de corrien-
tes, la primera ley de Kirchhoff se satisface automdticamente. Por ejemplo, en la figu-
ra 13.13 se muestran tres mallas, identificadas con [ » el Este conjunto de mallas
no es, por supuesto, la tinica eleccién posible; son posibles y itiles algunas otras. Sila
segunda ley del voltaje de Kirchhoff se aplica a cada una de estas mallas, obtenemos

11(23 + 24) _Izz.‘ _I3Z3 =V
—1124 +Iz(zl + Zz + 24) _Igzg =10
_'IIZ3 —Izzz +13(Zz + 23 + ZS) — 0

(13-56)

Observe que el signo menos aparece porque en la malla uno, por ejemplo, I, fluye a
través de Z, en sentido contrario a /,. Las ecuaciones (13-56) pueden resolverse mds
facilmente mediante técnicas de determinantes, dando como resultado las expresiones
para el conjunto de corrientes de malla en el circuito. Es iitil observar que las ecuaciones

de malla pueden escribirse como
> Zd= i=12...,n) (13-57)
j=1

(con n =3 en el circuito anterior). En esta notacién, Z‘,j = Zﬂ lo que sirve de comproba-
cién para las ecuaciones de malla.

Como segundo ejemplo, considere €] circuito de la figura 13.14. Las ecuaciones
adecuadas para estos circuitos se escriben como

FIGURA 13.13

Tlustracién del uso del
andlisis de mallas en
circuitos de c.a.
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FIGURA 13.14

Otro uso de las ecuaciones
de malla.

J|le [Zal_

A ®

Il(zl = z»z) +1222 — VI

13-58
LZ, +L(Z, + Z3) = V> ( )

No hay razén por la que ¥ y V, deban estar en fase; generalmente no lo estdn, pero
pueden expresarse como V', = [V le’®, V, = [V, lef®t+ 9, Sin embargo, es muy impor-
tante asignar las fases correctamente y esto se logra con mayor facilidad examinando
las fases relativas en f = 0 y asignando direcciones (sentidos) con respecto a las co-
rrientes de malla asignadas. También es importante observar que, a menos que todos
los generadores tengan la misma frecuencia, toda la técnica falla (mds exactamente, el
problema se reduce a la superposicién de dos problemas independientes, cada uno de
los cuales tiene que ver con un generador y una frecuencia).

Antes de proceder a analizar las otras ecuaciones para los nodos, conviene expli-
car los generadores de voltaje y de corriente. En las secciones anteriores, se han pro-
puesto problemas de circuitos en términos de fuentes puras de voltaje aplicado. Dichos
dispositivos ideales no pueden construirse, por supuesto, ya que los dispositivos prac-
ticos tienen siempre cierta impedancia interna. Por tanto, un generador prictico esta
formado por una fuente de voltaje V(¢) en serie con una impedancia Z,, que es la
impedancia interna. Dicho generador se muestra en la figura 13.15 conectado a una
carga Z,. Se pueden hacer varias observaciones. En primer lugar, parala méxima transfe-
rencia de potencia a la carga externa, Z, = Z"; esto es, Z,y Z, deberdn tener partes
resistivas iguales, y partes reactivas que son iguales en magnitud pero de signo contrario.
La demostracién de esto se deja como un ejercicio. En segundo lugar, un generador de

FIGURA 13.15

Generador préctico
conectado a una carga Z,.

—

Z;
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FIGURA 13.16

“Generador de corriente
que es equivalente al
generador de voltaje de la
figura 13.15.

a1 = 12/(?!) 5(@ Zy Zy,

FIGURA 13.17

Tlustracién del método de
anilisis de nodos en
circuitos de c.a.

Z
@ ! Z3 Zy

voltaje es equivalente a un generador de corriente que proporciona una corriente de
intensidad $(¢) = V(#)/Z, como consecuencia de la impedancia interna. Esta equiva-
lencia para el circuito de la figura 13-15 se muestra en la figura 13.16. Es facil demos-
trar esta equivalencia si se observa que un generador ideal de corriente proporciona la
corriente $(f) a cualquier carga conectada a sus terminales. La equivalencia significa
ademds que, en cualquier problema de circuitos, los generadores pueden considerarse
como generadores de voltaje o como generadores de corriente, segiin convenga a la
situacion.

Las ecuaciones para los nodos de un circuito resultan de la aplicacién de la pri-
mera ley de la corriente de Kirchhoff a cada uno de los nodos, donde un nodo es un
punto en el que concurren tres o més elementos. En este método, la segunda ley del
voltaje de Kirchhoff se satisface de forma automdtica. Como ejemplo sencillo de la
aplicacién de las ecuaciones para los nodos, consideremos el circuito de la figura 13.17.
Las ecuaciones para los nodos se obtienen exigiendo que la suma algebraica de las
corrientes en cada nodo sea cero, Los nodos se numeran, partiendo de cero para aquel
nodo cuyo potencial sea el de referencia para el circuito. Si el potencial en el nodo 0 se
considera cero, entonces en el nodo 1

Vi V=V
= — 4+ —
=3 7

donde V| y V, son los potenciales de los nodos 1y 2, respectivamente. En el nodo 2,

(13-59)

gzt ¥ ¥

Z Z 2—4 (13-60)
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FIGURA 16.1

Contorno C y dos
superficies, S, y §,, para
comprobar la ley de
circuitos de Ampére.

Placas del condensador

/“ \

C'y ala superficie S), entonces J es cero en todos los puntos de S, y

§H~d1=J‘J-nda=0 (16-3)
C 52

Las ecuaciones (16-2) y (16-3) se contradicen y, por tanto, ambas no pueden ser co-
rrectas. Siimaginamos que C estd a una gran distancia del condensador, estd claro que
la situacién es basicamente la misma que la de los casos estdndar de la ley de Ampére
considerados en el capitulo 8. Esto nos conduce a pensar que la ecuacién (16-2) es la
correcta, ya que no depende de la nueva caracteristica, es decir, del condensador. Por
otra parte, es necesario considerar el condensador para deducir la ecuacién (16-3).
Podria parecer, entonces, que la ecuacién (16-3) requiere alguna modificacién.

Esta dificultad puede resolverse de una forma algo diferente mediante la combi-
nacidn de las ecuaciones (16-2) y (16-3). S,y —S, juntas forman una superficie cerrada
$. Utilizando n como el vector normal con direccién hacia afuera en cualquier parte,
llegamos a la conclusién de que

%J ‘nda = —I (16-4)
s

con el signo menos debido al cambio en la direccién de la normal en la ecuacién (16-2).
Por otro lado, las integrales de superficie en las ecuaciones (16-2) y (16-3) son iguales

.a la integral de linea de H alrededor de la misma curva C. Siguiendo este enfoque,

3§J-nda=§n-d|—3gn-d|=o (16-5)
5 C C

donde el signo menos surge del cambio en el sentido del recorrido de Cen el caso S,
La contradiccion ahora toma la forma de una corriente finita /, que se supuso que fluia
hacia dentro del volumen limitado por S, y que es igual a cero. Por tanto, hay un
conflicto entre la ley de Ampere, ecuacién (16.1), de la que se obtuvo el cero, y la
suposicion inicial de una corriente /. La corriente que fluye hacia el interior del volumen



CAPITULO 1 6

Ecuaciones de Maxwell

Ahora estamos listos para introducir la piedra angular de 1a teorfa electromagnética,
lallamada cerriente de desplazamiento. Aun cuando su efecto observable a veces
es despreciable (en realidad, ha estado en todos los fendmenos tratados hasta aho-
ra), es lo que completa esencialmente la teoria, y tiene un papel crucial en otros temas
—ondas, éptica, relatividad— que conforman el resto del libro.

GENERALIZACION DE LA LEY DE AMPERE:
CORRIENTE DE DESPLAZAMIENTO

En el capitulo 9 encontramos que el campo magnético debido a una distribucién de
corriente satisface la ley de circuitos de Ampére,

%Hvdl=J'J-nda (16-1)

Examinaremos ahora esta ley, demostraremos que falla en algunas ocasiones y encon-

- traremos una generalizacion valida.

Consideremos el circuito de 1a figura 16.1, que consiste en un pequefio condensador
de placas paralelas, que se estd cargando con una corriente de intensidad constante /
(no necesitamos preocuparnos de lo que estd generando la corriente). Si se aplica la
ley de Ampere al contorno C'y a la superficie S, encontramos que

55H-d1= Jonidh = 7 (162
c s,

Si, por ofra parte, se aplica la ley de Ampére al mismo contorno
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de hecho es distinta de cero, y, en efecto, es igual a la razdén de cambio de la carga en
las placas del condensador (de acuerdo con la ley de conservaci6n de la carga).

Esta inconsistencia puede analizarse y resolverse mas facilmente en la formulacién
diferencial donde la ley de Ampére toma la forma dada por la ecuacién (9-30):

VxH=]J (9-30), (16-6)

La ecuacién (16-2) es precisamente el resultado de la integracién de la ecuacidn
(16-6) sobre la superficie S,. Si tomamos la divergencia de la ecuacién (16-6), el resul-
tado es cero ya que la divergencia de cualquier rotacional es cero. Pero tenemos otra
expresién para la divergencia de J, es decir, la ecuaci6n de la conservacion de la carga,
ecuacion (7-9):

vi+22 - (7-9), (16-7)

Nuevamente hay una inconsistencia significativa: la divergencia de J no puede ser
cero y —dp/dr. No hay problema aparente con la ecuacién (16-7); es dificil imaginar
una forma de modificarla para quitar esta inconsistencia, Lo que aparentemente se
necesita es una modificacidn de la ecuacién (16-6) que convierta el lado derecho en un
vector con divergencia cero. Una manera de hacer esto es utilizar la ley de Gauss en la
forma de la ecuacién (4-29)

V.-D=p (4-29), (16-8)

para reemplazar p en la ecuacién (16-7) por V - D. Entonces

f=))]
v [J + at] =0 (16-9)
donde hemos considerado que D es una funcién suficientemente continua de las varia-
bles del espacio y tiempo de tal forma que el orden de las derivadas puede intercam-
biarse. Ahora estd claro que si JD/o¥ se afiadiera al lado derecho de la ecuacién (16-6),
la inconsistencia desaparecerfa, es decir, la divergencia de cualquiera de los lados
serfa cero.

Por lo tanto, tenemos que corregir la ley de Ampere y escribirla de la forma

)

V><H=J+—D (16-10)
ot

y nos referiremos a la derivada respecto al tiempo de D como corriente de

desplazamiento.

La introduccién de la corriente de desplazamiento hace posible las ondas electro-
magnéticas, como veremos a continuacion, y es la esencia de la gran contribucién de
Maxwell a la teorfa electromagnética. Nuestro desarrollo es similar al suyo. Debemos
enfatizar que esto no es una demostracién, sino una hipétesis motivada por observaciones
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experimentales. Experimentos posteriores han elevado 1a hipétesis a un principio so-
bre el que se han basado los desarrollos ulteriores.

En los primeros capitulos dejamos de lado la corriente de desplazamiento. Hacer
esto fue posible por una de estas tres razones: los campos eran constantes en el tiempo
de tal forma que las derivadas en el tiempo fueron cero; los materiales eran buenos
conductores de electricidad de tal forma que la corriente de desplazamiento era peque-
fia comparada con la corriente de conduccidn; o la corriente de desplazamiento estaba
confinada a regiones pequefias del espacio que no necesitaron considerarse explicita-
mente (como en los condensadores). La razén del campo constante es evidente, pero
las otras dos exigen un poco mds de consideracién. Para un buen conductor —un me-
tal-1la conductividad es del orden de 10%S/m para frecuencias por debajo del infrarrojo.
Por tanto, la corriente de conduccion es del orden de 108 E. La magnitud de la corriente
de desplazamiento estd dominada por el factor € @. Como € = 8.854 X 102 C%/N « m?,
este factor es pequefio excepto a muy altas frecuencias (mds all4 del infrarrojo) donde
el andlisis bdsico falla por otras razones. Para frecuencias de hasta, digamos, 10!! Hz,
la corriente de desplazamiento en metales puede ignorarse. En el caso de buenos
dieléctricos, la corriente de conduccion es muy pequeiia o cero; la corriente de despla-
zamiento nunca puede ignorarse. Aun a 60 Hz, toda la corriente que pasa a través de
un condensador en un circuito de ¢.a. es corriente de desplazamiento. No fue necesario
considerar explicitamente la corriente de desplazamiento en el capitulo 13 porque no
se examinaron los campos que varfan con el tiempo en el interior del condensador
cuando se analizaron los circuitos de c.a.

Regresemos ahora al examen del conjunto completo de las ecuaciones de Maxwell
y sus implicaciones.

ECUACIONES DE MAXWELL Y SUS BASES EMPIRICAS

Las ecuaciones de Maxwell consisten en la ecuacién (16-10) mads las tres ecuaciones
con las que ya estamos familiarizados, a saber:

oD
VXH_"J’E (16-10)
VXE-= ;o8 (11-6), (16-11)
at
V-D=p (4-29), (16-12)
V-B=20 (8-30), (16-13)

Cada una de estas ecuaciones representa una generalizacién de algunas observaciones
experimentales: la ecuacion (16-10) representa una extension de la ley de Ampére; la
ecuacién (16-11) es la forma diferencial de la ley de induccion electromagnética
de Faraday; la ecuacién (16-12) es la ley de Gauss, que a su vez se deduce de la ley de
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Coulomb; y la ecuacién (16-13) representa generalmente el hecho de que nunca se han
observado los monopolos magnéticos.

Estd claro que las ecuaciones de Maxwell representan expresiones matematicas
de algunos resultados experimentales. Con esta aclaracidn, es evidente que no pueden
demostrarse; sin embargo, la aplicabilidad a cualquier situacion puede verificarse. Como
resultado del extenso trabajo experimental, ahora se sabe que las ecuaciones de Maxwell
se aplican a casi todas las situaciones macroscépicas y se usan generalmente, al igual
que la conservacioén de la cantidad de momento, como principios fisicos. Son las
ecuaciones basicas que rigen los campos electromagnéticos producidos por fuentes de
carga y densidades de corrientes p y J. Si estdn presentes cuerpos materiales, para
poder usar las ecuaciones de Maxwell deben conocerse las ecuaciones constituti-
vas D =D(E) y H = H(B), ya sea experimentalmente o a partir de la teoria microsco-
pica de la clase particular de materia. La densidad de corriente J en un material incluye
una contribucién dada por una tercera ecuacion constitutiva, J = J(E), que también
debe conocerse experimental o tedricamente. Junto con la ecuacién de la fuerza de
Lorentz, F = g(E + v X B), que describe la accién de los campos sobre particulas
cargadas, este conjunto de leyes nos da una descripcién cldsica completa de las parti-
culas que interactdan electromagnéticamente.

Hemos visto que la corriente de desplazamiento, introducida en la seccidn ante-
rior, es necesaria para mantener la conservacion de la carga, y que cuando se incluye
en las ecuaciones de Maxwell, €stas ya implican la ecuacion de continuidad, de modo
que esta dltima no necesita afiadirse al conjunto de ecuaciones fundamentales. Las
ecuaciones de Maxwell tienen dos grandes consecuencias de interés, que se exponen
en las siguientes secciones. Se verd que dependen de manera crucial de la corriente de
desplazamiento.

16.3 ENERGIA ELECTROMAGNETICA

Se demostré en el capitulo 6 que la cantidad

1
u, s j E-Ddv (16-14)
2),

puede identificarse con la energifa potencial electrostética del sistema de cargas que
producen el campao eléctrico. Esto se derivé calculando el trabajo realizado para esta-
blecer el campo. De forma semejante,

Bl 1[ H-Bdv (16-15)
5,

se identificé en el capitulo 12 con la energia almacenada en el campo magnético.
Surge ahora la cuestion de la aplicabilidad de estas expresiones a situaciones no
estdticas.

Si se hace el producto escalar de la ecuacién (16-10) por E y la ecuacién
resultante se resta del producto escalar de la ecuacién (16-11) por H, la ecuacién que
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se obtiene es

oB oD
H:-VXE - EVXH——H-E—E-—r-*EJ (16-16)

El lado izquierdo de esta expresi6n puede convertirse en una divergencia utilizando la
identidad

VFxG)=G-VXF-F:-VxG
para obtener
JB éD
. —E - — i . T_]
V:(E x H) Ha: E 7 E-J (16-17)

Si en el medio en el que se aplica la ecuacién (16-17) D(#) es proporcional a E(1), y
B(r) es proporcional a H(z) con constantes de proporcionalidad que no dependen ex-
plicitamente del tiempo,* entonces las derivadas con respecto al tiempo en el lado
derecho pueden escribirse como

* Por proporcionalidad queremos decir que g, € ¥ i no dependen explicitamente del campo o de los
valores del tiempo. Dicho medio se llama lineal y no dispersivo. Tanto 1a linealidad como la
dispersiénse analizardn con mayor detalle en el capitulo 19. Los capitulos 17 y 18 se relacionan con
radiacién monocromitica para la cual no es necesario considerar la dispersién de forma explicita.
Asf mismo, nos referimos exclusivamente a medios lineales en estos capitulos. Incluso una propaga-
cién de ondas monocromdticas en un medio no lineal genera frecuencias arménicas; no considera-
mos este fendmemo aunque tiene una importancia préctica significativa. Cuando se requieran
restricciones adicionales, se indicardn explicitamente.

Debe observarse también que la anisotropia sola no invalida las expresiones

b 18 dB 1¢

I =~—(E- S B
E at 28:('E ) % M ot 25:“" )
En el caso de un medio anisétropo, la relacién entre E y D puede escribirse como
3
D=3 €;E;
i=1
Por consiguiente
1 a 1& & ( SE; aE, )
7 E D=3 2 2 ot e

Un argumento sencillo basado en la conservacidn de la energia (Wooster, Crystal Physics, Cambridge
University Press, pdg. 277, 1938) demuestra que €, € Utilizando este resultado para intercambiar
iy jen eliltimo término, tenemos

S 2 (E-D)= S 3 Ee o 2

i=1 j=1

Si [f&.} s un conjunto de constantes independientes de E y de ¢, entonces

3D
23:05 D)-EE,S‘Z €;E; ZE,——=E G

Por tanto, se ve que la sola anisotropia no es restrictiva para esta deduccion.
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3D 1 8 a1
E- - =E—¢E=ce—E=—-E-D
EY are 255 312
y también
5B 5 i3 a1
—H—yH=-u—H*=—-H-
Hi =R g tl=su e =as i B

Usando esta relacién, la ecuacién (16-17) toma la forma
al
V’(EXH)=*§£(E-D+B'H)—‘J'E (16-18)

El primer término del lado derecho es la derivada con respecto al tiempo de la suma de
las densidades de energia eléctrica y magnética; el segundo término es, en muchos
casos (en particular si J = gE), exactamente menos la razdén de calentamiento por Joule
por unidad de volumen.

Al integrar sobre un volumen fijo V limitado por la superficie S se tiene

fv-(ExH)dv=—£ 2(E ‘D +B- H)dv—f]-Edv
»

d :
¥ (16-19)
Aplicando el teorema de la divergencia al lado izquierdo, se obtiene

ngxH-nda=—£ -(E-D+B- H)dv—J.J -Edv
s dt Jy2

Escribiendo de nuevo esta ecuacion

—IJ'EdU=£Jl(E'D+B‘H)dU +§Ex H-nda
v dr Jy2 s (16-20)

queda claro que el término J + E se compone de dos partes: 1a razén de cambio de la
energia electromagnética almacenada en V y una integral de superficie. El lado iz-
quierdo de la ecuacidn (16-20) es la potencia transferida al campo electromagnético a
través del movimiento de carga libre en el volumen V. Si no hay fuentes de fem en V.
entonces el lado izquierdo de la ecuacién (16-20) es negativo e igual a menos la produc-
cién de calor por Joule por unidad de tiempo. Sin embargo, en algunas circunstancias
el lado izquierdo de la ecuacién (16-20) puede ser positivo. Supongamos que una

* particula cargada g se mueve con una velocidad constante v bajo la influencia combi-
nada de fuerzas mec4nicas, eléctricas y magnéticas; larazén a la que la fuerza mecéni-
ca hace trabajo sobre la particula es

F, n=—-g(E+vXxB):v=—gE-v
Pero segtin la ecuacién (7-4), la densidad de corriente se define como

= z Nigv;
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Por tanto, la razén a la que se efectia el trabajo mecénico (por unidad de volumen) es

> NF,:v,=-E-J

y esta densidad de potencia se transfiere al campo electromagnético.

Como la integral de superficie de (16-20) contiene sélo los campos eléctricos y
magnéticos, es factible interpretar este término como la razén de flujo de la energia a
través de la superficie. La ecuacion (16-20) expresa, por tanto, la conservacién de la
energia en un volumen fijo V.

Regresemos a la ecuacién diferencial correspondiente (Ec.16-18), que ex-
presa la conservacion de energia en un punto. Si hacemos las abreviaturas

§=ExH (16-21)

I

u=3E-D+ B -H) (16-22)

donde S se llama vector de Poynting, entonces la ecuacién (16-18) implica
que en cualquier punto

T (16-23)
Bt

No hay duda de que J + E es el trabajo realizado por el campo local sobre las particulas
cargadas por unidad de volumen. Anteriormente, u se interpretd como la densidad de
energia de los campos eléctricos y magnéticos. SiV - S =0, la ecuacién (16-23) expre-
saria la conservacion local de la energia: La razén de cambio de la energia del campo
es igual a la disipacidn de potencia por unidad de volumen en cada punto. Si, por otro
lado, V - S #0, pero J - E = 0 (por ejemplo en un medio no conductor), entonces

3
v-s+~i:=0 (16-24)

Esta expresidn tiene exactamente la forma matematica de la ecuacién de continuidad
" (16-7) para la carga, excepto que la densidad de energia « toma el lugar de la densidad
de carga p. Si la ecuacién (16-24) ha de describir la conservacién de energfa, V - S
debe representar la divergencia de una densidad de corriente de energia o, en otras
palabras, unarazén de flujo de energia por unidad de drea. Generalmente S =E x H se
trata como el flujo local de energia por unidad de drea.* Usaremos estas interpretaciones

* Existe una continua controversia sobre este punto. Para un buen andlisis, véase W. H. Furry, American
Journal of Physics, vol. 37, pag. 621, 1969.
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de uy S, aunque reconociendo que s6lo se requieren directamente en las ecuaciones de
Maxwell las interpretaciones de su derivada temporal y su divergencia, respectiva-
mente. Por lo general, sélo estos dos iiltimos valores pueden medirse fisicamente. En
cualquier caso, la ecuacidn (16-23) expresa la conservacién de la energfa en forma
local, como lo hace la ecuacidn (16-20) en forma integral.

16.4 LA ECUACION DE ONDA

Una de las consecuencias mds importantes de las ecuaciones de Maxwell es la deduc-
c¢ién de las ecuaciones de propagacién de ondas electromagnéticas en un medio lineal.
La ecuacién de onda para H se deduce tomando el rotacional de (16-10):

oD

VXVXH=VXJ+VX§~

Al poner D = €E y J = gE y suponiendo que g y € son constantes, tenemos

VXVXH=gVXE+e§VXE

El orden de las derivadas con respecto al tiempo y al espacio puede intercambiarse si
E es una funcién que se comporta lo suficientemente bien, lo que suponemos es el
caso. Se puede usar ahora la ecuacién (16-11) para eliminar V x E, dando

oH H
VXVXH=—gu——€eu—— 16-25
B g ¢ )
donde se ha utilizado B = ¢H, siendo 4 una constante. La identidad vectorial
VXVx=VV.-V (16-26)
se utiliza ahora para obtener
oH H
VW-H-VH=—gu— — eu—5 16-27
gH ey €u EYel ( )

Como U es una constante,
1
V-H=-V:-B=0
7

" Por consi guiente, el primer término del lado izquierdo de la ecuacidn (16-27) se anula.
La ecuacion de onda final es

H cH
VH - ep— — gu— = 16-28
Har T8y ¢ ( )

El vector E satisface la misma ecuacién de onda, como se ve ficilmente tomando
primero el rotacional de la ecuacién (16-11):

V><V’x]§l=~VxEE
at
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Utilizando la ecuacién (16-10) para eliminar el campo magnético y considerando g, [
y € como constantes, se tiene
3E &E
VXVXE=—gu——eu—7s
85 ~ Haa
Al aplicar la identidad vectorial (16-26) y restringir la aplicacién de la ecuacién a un
medio libre de carga, de modo que V - D =0, se tiene

3E dE
VE - eu— —gu—=20 =
E — eu Py gu Py (16-29)

Las ecuaciones de onda deducidas antes rigen el campo electromagnético en un
medio lineal homogéneo en el que la densidad de carga es cero, sea este medio con-
ductor o no. Sin embargo, no es suficiente que estas ecuaciones se satisfagan; las ecua-
ciones de Maxwell también deben satisfacerse. Estd claro que las ecuaciones (16-28) y
(16-29) son una consecuencia necesaria de las ecuaciones de Maxwell, pero lo inverso
no es cierto. Al resolver las ecuaciones de onda, debe tenerse especial cuidado en
obtener soluciones a las ecuaciones de Maxwell.

ONDAS MONOCROMATICAS

Las ondas monocromdticas son ondas en las que todos los campos estdn caracteriza-
dos por una sola frecuencia. En este caso, podemos resolver la ecuacién (16-29) para
encontrar E y entonces utilizar las ecuaciones de Maxwell y las relaciones constituti-
vas para encontrar los otros campos. Esto obviamente garantiza que se satisfagan las
ecuaciones de Maxwell.

Los métodos de andlisis complejo proporcionan una forma conveniente para
instrumentar este procedimiento. Se considera que la dependencia del campo con res-
pecto al tiempo (para concretar tomaremos el vector E) es e, de modo que

E(r,t) = E(r)e ™ . (16-30)

Debe recordarse que el campo eléctrico fisico se obtiene tomando la parte real* de
la ecuacién (16-30). Ademads, E(r) es en general complejo, de modo que el campo

* Como se estudio en el capitulo 13, se pasa de la prictica descripcién matemdtica en términos de las
variables complejas a las cantidades fisicas, tomando ya sea la parte real o la imaginaria de la cantidad
compleja. La eleccién de la parte real o imaginaria es arbitraria. Las dos elecciones difieren solo en un
cambio de fase de 7'2; sin embargo, siempre debe hacerse la misma eleccion en un problema dado. En
este capitulo y en los siguientes, la parte real de las cantidades complejas representard las cantidades

fisicas, a menos que se indique explicitamente otra cosa.
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eléctrico real es proporcional a cos (@t + ¢), donde ¢ es la fase de E(r). Empleando
(16-30) en la ecuacidn (16-29), se tiene

e "{V’E + w’epE + iwguE} = 0 (16-31)

para la ecuacién que rige la variacidn espacial del campo eléctrico (el factor comiin
e~ puede omitirse por supuesto). El siguiente problema es resolver la ecuacién (16-31)
en los distintos casos especiales de interés para determinar la variacién espacial del
campo electromagnético. Esto se tratard en el siguiente capitulo; aqui solamente estu-
diaremos algunos de los casos mds sencillos.

Primero, supondremos que el “medio” es el espacio vacio, de modo que g =0,
€ = €,, [ = lU,. Ademds, supondremos que E(r) varia s6lo en una dimension, digamos
la direccidn z, y que es independiente de x e y. Entonces la ecuacién (16-31) se con-
vierte en

4E(2)
dz?

donde hemos escrito

+ (w/c)’E =0 (16-32)

€otto = 1/c?

como se sugiri6 en el capitulo 8 por razones dimensionales; ¢ tiene las dimensiones de
una velocidad. Esta ecuacién (ecuacién de Helmholtz) es matematicamente la misma
que la ecuacién de un oscilador arménico y tiene como solucién

E(z) = Ege*™*
donde E, es un vector constante y
kK = w/c (16-33)

Sustituyendo este E(r) en la ecuacién (16-30), obtenemos la solucién total

E(r, {) = Ege(@r¥x2) (16-34)
0, tomando la parte real,

E(r,t) = Eqcos (wt F k2) (16-35a)
Con (16-33), una forma equivalente es

E(r,t) = Eqcos w(t F z/c) (16-35b)

La ecuacién (16-35) representa una onda senoidal que se desplaza hacia la derecha o
hacia la izquierda en la direcci6n z (segiin se use el signo mds o menos). La velocidad
de propagacién de la onda es c. Si la luz es una forma de radiacidn electromagnética,
entonces las ecuaciones de Maxwell predicen que c = 1/,\/€ 1, =2.9979 x 108 m/s es
la velocidad de la luz en el vacio. Este resultado, que ya habiamos anticipado, fue
enunciado por primera vez por Maxwell y se considerd un gran triunfo de su teoria, ya
que en ese tiempo la naturaleza electromagnética de la luz era sélo pura especulacion.
La forma de la ecuacidn (16-35a) muestra que la frecuenciadelaondaes f=a¥2ryla
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longitud de onda es A = 27/x. Por tanto, la ecuacion (16-33) es el conocido resultado
de una onda,

Af =¢
En un dieléctrico no magnético y no conductor seguiremos teniendo g =0, L=,

pero ahora € = Ke . La deduccidn anterior conducird exactamente a lo mismo, excep-
to que ahora la ecuacién (16-33) se transforma en

o= NRowle (16-332)

Definiendo n = /K, observamos que los resultados son los mismos que en el vacio,*
excepto que la velocidad de la propagacion de onda es ahora c¢/n en lugar de c. La
cantidad n se llama indice de refraccién del medio dieléctrico; para el vacio, n = 1.
Esta es 1a causa de los efectos de refraccién en materiales transparentes como veremos
en el capitulo 18.

Si el medio es conductor, g > 0, el tercer término en la ecuacién (16-31) debe
mantenerse, Cuando g es pequefia, el resultado serd una onda amortiguada, como se
verd en el préximo capitulo. Al decir g pequefia, queremos indicar que el tercer térmi-
no de la ecuacién (16-31) es pequefio comparado con el segundo término, que llevé a
la solucién de onda, o sea:

wgp < wlep, g K we

Por otro lado, cuando g >> we, podemos despreciar el segundo término de la ecuacién
(16-31). De nuevo, restringiéndonos al caso unidimensional, obtenemos
d’E(z)
——— + iwguE =0
d’z Lt
Podemos hacer real el coeficiente de E si consideramos que ¢ = i@ es real o, en otras
palabras, que la frecuencia es imaginaria. Entonces, si

x = Vagu

la dependencia espacial E(r) de la solucidn es exactamente la misma de antes. La
diferencia es que la dependencia con el tiempo en (16-30) se convierte en

E(r,t) = E(r)e™™

Esto es, el campo simplemente decae de manera exponencial con el tiempo, en lugar
de oscilar como una onda. La transicién entre el decaimiento y el comportamiento de
onda sucede cuando

o] = ol = H =0
€

* Si la permeabilidad relativa no es 1, entonces la ecuacion (16-33) se convierte en K = (KK a¥e y
n = KK, . Para muchos propdsitos, es suficiente considerar sélo el caso K, =1 y esto es lo que
haremos en el resto del libro.
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donde ¢ es el tiempo de relajacién del material estudiado en el capitulo 7. (Repetimos
que es necesario tener mucho cuidado cuando esta condici6n se aplique a un metal, ya
que el propio término g/e depende fuertemente de @.)

Finalmente, si seguimos el proceso de la deduccién de la ecuacién (16-31) re-
gresando hasta las ecuaciones de Maxwell, observamos que el segundo término, o
PE/0#2 de la ecuacién (16-29), se deduce a partir de la corriente de desplazamiento
dD/ot en la ecuacién (16-10), mientras que el tercer término, o JE/Jt de la ecuacidn
(16-29), se deduce de la corriente de transporte J en la ecuacidén (16-10). Por tanto, la
existencia misma de la propagacién de ondas electromagnéticas depende de la co-
rriente de desplazamiento introducida por Maxwell. Sin ella, sélo ocurrirfa el decai-
miento exponencial de los campos.

16.6 CONDICIONES EN LA FRONTERA

Las condiciones que los campos eléctricos y magnéticos deben satisfacer en una zona
interfacial entre dos medios se deducen de las ecuaciones de Maxwell exactamente
como en el caso estdtico, La condicién en la frontera mds evidente y universal se
aplica a la induccion magnética B, que satisface la ecuacién de Maxwell

vV-B=0 (16-36)

En cualquier zona interfacial entre dos medios se puede construir una superficie con
forma de caja de pastillas, como se muestra en la figura 16.2. El teorema de la diver-
gencia puede aplicarse a la divergencia de B sobre el volumen encerrado por esta
superficie, para obtener

§B-nda= B-nlda+JB-n2da+ B-nyda =0 (16-37)
5 5

5, S5

Si B estd limitado, el que A tienda a cero hace que el dltimo término se anule y que S,

tienda hacia S, geométricamente. Teniendo en cuenta los sentidos opuestos dem, y m,,
se concluye rdpidamente que

B, = By, (16-38)

exactamente como en el caso estéitico.
La componente tangencial del campo eléctrico puede analizarse de modo igual-
mente sencillo. La ecuacion basica es otra vez una de las ecuaciones de Maxwell,

V><E+—S—B=0 (16-39)
at
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FIGURA 16.2

Superficie en forma de
232 de pastillas en la zona
wmterfacial entre dos
medios que puede
wuilizarse para obtener las
condiciones en la frontera
sobre los vectores de
campo.

2

g7 7

FIGURA 16.3

La trayectoria rectangular
indicada sobre la zona
interfacial entre dos
medios puede utilizarse
para obtener condiciones
en la frontera sobre los
vectores de campo.

'Y

Integrando esta ecuacion sobre la superficie limitada por una espira rectangular, como
la de la figura 16.3, se tiene

ijE-nda=-J§-§-nda (16-40)
5 581‘

y aplicando el teorema de Stokes al lado izquierdo se tiene
cB
!El{ - [EZI' + h’lEIﬂ + thz‘n R hlE;n - h'inﬂ — _J-E'ndﬂ
5
(16-41)

Si la espira se reduce ahora dejando que 4, y A, tiendan a cero, los ultimos cuatro
términos del lado izquierdo se anulan, asi como el lado derecho, siempre y cuando

. dB/ot esté limitada. La ecuacidn resultante contiene a / como factor comun; supri-

miéndolo se tiene

E, = Ey (16-42)
Por tanto, la componente tangencial de E debe ser continua al atravesar la zona
interfacial.

La condici6n en la frontera sobre la componente normal del desplazamiento eléc-
trico es mas compleja; sin embargo, también se deduce de una de las ecuaciones de
Maxwell. La ecuacién apropiada para este caso es
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V.D=p (16-43)

Si construimos un volumen con forma de caja de pastillas, como el de la figura 16.2, e
integramos la ecuacion (16-43) sobre este volumen, obtenemos

IV-Ddu =J’pdv
Vv v

Aplicando el teorema de la divergencia y dejando que k tienda a cero, encontramos
que

Dy, — D) =0 (16-44)

donde o es la densidad de carga superficial en la zona interfacial. El hecho de que, en
general, o no sea cero, introduce alguna complejidad en esta condicidn de frontera; sin
embargo, observando que la carga debe conservarse, es decir que
. %
V-J=—— 16-45

3 ( )
podemos hacer algunas simplificaciones. Si integramos esta ecuacién como lo hici-
mos con la ecuacidn (16-43) y reducimos la caja de pastillas de la misma forma, obte-
nemos

do
ot
Si se considera inicamente la radiacién monocromatica, la densidad de carga superfi-
cial debe variar como e-%; por tanto, el segundo miembro de la ecuacion (16-46)

puede escribirse como iwo. Utilizando las relaciones constitutivas D = €E, J = gE,
las ecuaciones (16-44) y (16-46) pueden escribirse de la forma

Jiw — o = (16-46)

ElE]" - GZEZH = {AF (16‘47)

§1E\, — 2By, = iw0O (16-48)
Pueden observarse varios casos de interés préctico. Si o es cero, entonces

& _&

81 &2

lo que puede ser cierto para materiales elegidos adecuadamente, o bien, si g, =g, =0.
o ==, El caso en el que ambas conductividades son infinitas no es de gran interés; sin
embargo, el caso en el que ambas se anulan tiene lugar aproximadamente en la super-
ficie de separacién entre dos buenos dieléctricos. Si G no es cero, que es tal vez el caso
més comiin, entonces puede eliminarse de las ecuaciones (16-47) y (16-48). El resul-
tado de esta eliminacién es

(e, * i&)E.n s (cz s 53—2)52,1 = (16-49)
w w




16.6 Condiciones en la frontera 405

Un dltimo caso de interés ocurre cuando una conductividad, digamos g,, es infinita.
En este caso, E, debe anularse y E, tiene que ser igual a 0/€  para que las ecuaciones
(16-48) y (16-47) se satisfagan.

La condicion final en la frontera es la impuesta sobre la componente tangencial
de la intensidad magnética H. Esta condicién en la frontera se obtiene integrando la
ecuacidn de Maxwell

oD
VXH= o +1J (16-50)

sobre el drea encerrada por una espira tal como la que muestra la figura 16.3. Si se hace
esto y la espira se reduce como antes, la condicién en la frontera resultante es

H,—H, =], (16-51)

donde j, es la componente de la densidad de corriente superficial perpendicular a la
direccion de la componente de H que se estd igualando. La idea de una densidad de
corriente superficial es andloga a la densidad de carga superficial; representa una co-
rriente finita en una capa infinitesimal. La densidad de corriente superficial es cero a
menos que la conductividad sea infinita; en consecuencia, para una conductividad
finita,

H, = H,, (16-52)

Es decir, a menos que un medio tenga una conductividad infinita, la componente
tangencial de H es continua. Si la conductividad del medio 2 es infinita, entonces,
como ya se ha demostrado, E, = 0. Un resultado mds general puede obtenerse consi-
derando la ecuacion de Maxwell (16-50) aplicada al medio 2:

D, _

V X Hz s ? Jz (16-53)

Usando las relaciones constitutivas y suponiendo que E, varia con el tiempo como
g™, se tiene
1
E,=—V xH, (16-54)
g s — IWES

Si se hace la suposicion razonable de que H, sea tanto limitada como derivable, enton-
ces la ecuacién (16-54) implica que E, es cero en un medio de conductividad infinita.
Con las mismas suposiciones hechas anteriormente,

1
iwp,
vy la anulacién de E, implica también la anulacién de H,. Si H, se anula, entonces la

condicidn en la frontera sobre la componente tangencial de H en una zona interfacial
en que uno de los medios tiene una conductividad infinita es

H, = VxE,; (16-55)



406 16 Ecuaciones de Maxwell

TABLA 16.1
Condiciones en la frontera g E, D, H, B,

g|=82=0 E,=E, D,, =D, H, = H, B, =B,,

gz"_‘m E2'=0 Dz.‘=0 H2r= B'Zn:O

E|,=0 D,,,=O H1r=j1 Bln=0
g1, 82arb. #Fx E,=E, (€[+£%)Eln H, = H,, B,,=B,,
== (fz + f&)EZ"
w
H,=j, (16-56)

16.7

Se han obtenido las condiciones en la frontera; como referencia conveniente, se pre-
sentan en la tabla 16.1 para g =0, g = oo y g arbitraria.

LA ECUACION DE ONDA CON FUENTES

En las secciones anteriores se demostrd que las ecuaciones de Maxwell predicen la
propagacién de ondas electromagnéticas monocrométicas a través de un medio lineal
y también que los campos deben adaptarse en una zona interfacial entre dos medios
diferentes, de acuerdo con las condiciones en la frontera adecuadas. Se ha considera-
do que la densidad de carga p en el medio era cero y que la tinica densidad de corrien-
te J surgia de la respuesta pasiva de un medio 6hmico al campo eléctrico de la onda.
No preguntamos cémo eran producidas esas ondas, pero ahora encontraremos que
son campos producidos por fuentes de carga distantes que sufren un movimiento
acelerado.

El problema ahora es considerar las distribuciones de carga y de corriente especi-
ficadas, p(r. 1) y J(r, 1), y hallar los campos producidos por ellas, Hay diversas formas
de enfocar el problema; la més fructifera es el enfoque del potencial que se desarrolla

- de forma andloga a los procedimientos usados en electrostitica y magnetostatica. Como

la induccién magnética tiene divergencia cero, puede representarse siempre como el
rotacional de un potencial vectorial. Esto es

B=VxA (16-37)

Utilizando esta expresién para B en la ecuacién (16-11) se tiene

VXE+§VXA=O (16-58)
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Suponiendo una continuidad suficiente de los campos para intercambiar las derivadas
espacial y temporal, la ecuacion (16-58) puede escribirse como

A
vV x [E + —] =0 .
Y (16-59)
El vector E + dA/d! tiene, por tanto, un rotacional cero y puede escribirse como el

gradiente de un escalar:

E Vo % (16-60)
Las ecuaciones (16-57) y (16-60) dan los campos eléctrico y magnético en funcién de
un potencial vector A y un potencial escalar ¢. Estos potenciales satisfacen ecuaciones
de onda que son muy similares a las satisfechas por los campos. La ecuacién de onda
para A se deduce sustituyendo en la ecuacién (16-10) las expresiones paraB y E dadas
en las ecuaciones (16-57) y (16-60), con el resultado

1 ) 5A
“VXVXA+ —[v +—]=J &
: e=|Vo+— (16-61)

Escribiendo V'V + —V2 para V x V x y multiplicando por i se tiene

A 3
—VZA+€p?+VV-A+e,uV§=;¢J (16-62)

Hasta ahora sélo se ha especificado el rotacional de A; la eleccién de la divergencia de
A es aun arbitraria. Es evidente a partir de la ecuacidn (16-62) que, imponiendo la
llamada condicion de Lorentz (0 norma de Lorentz, cf. pag. 412),
L (16-63)
ot
se tiene una simplificacién considerable. Si se satisface esta condicién, entonces A
satisface la ecuacién de onda

2
V’A — eu %{%= —ud (16-64)
- Ademds, sustituyendo la ecuacién (16-60) en (16-12), se tiene
JA
—E[V‘Vt‘p = V'EI_:I =p (16-65)

Intercambiando el orden de la divergencia y la derivada con respecto al tiempo que se
aplica a A y utilizando la condicién de Lorentz (Ec.16-63), se tiene

2
s i B (16-66)
€

Vg — en—v
Q- en—_s
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Por tanto, imponiendo la condicién de Lorentz, tanto el potencial escalar como el
vector estdn obligados a satisfacer ecuaciones de onda no homogéneas que tienen
igual forma.

El problema de hallar la solucién general de la ecuacién de onda escalar no ho-
mogénea es andlogo al de hallar la solucién general de la ecuacidn de Poisson. Recor-
demos que, en este (iltimo caso, 1a solucién general consiste en una solucién particular
de la ecuacién no homogénea, m4ds una solucién general de la homogénea. La inclu-
sién de las soluciones de la ecuacion homogénea proporciona los medios para satisfa-
cer las condiciones en la frontera arbitrarias adecuadas, mientras que la solucién
particular asegura que la funcién total satisfaga la ecuacién no homogénea. Exacta-
mente las mismas consideraciones se aplican a la ecuaci6n de onda no homogénea; la
solucién general consiste en una solucién particular mds una solucién general de la
ecuacion homogénea. Los métodos para encontrar algunas soluciones de la ecuaci6n
homogénea se tratardn en el capitulo 17. Estos métodos pueden ampliarse y comple-
mentarse para dar soluciones a casi cualquier problema que pueda resolverse. Se dis-
pone de métodos aproximados para problemas que no pueden resolverse en términos
de funciones conocidas. Resta, entonces, hallar la solucién particular necesaria de la
ecuacion no homogénea. La ecuacion de onda escalar no homogénea (16-66) se redu-
ce en el caso estdtico, dg/ot = 0, a la ecuacién de Poisson, de la que ya conocemos una
solucién particular a partir de la ecuacidn (3-1) (para el vacio);

L e
@(r) = Py Jv—ir - dv (16-67)

La ecuacién de onda vectorial (16-64) tiene una solucién semejante en el caso estético
(vacio), dada en la ecuacién (8-61). Desafortunadamente, no podemos obtener solu-
ciones para el caso dependiente del tiempo por simple sustitucién de p(r’, £) y J(r', £)
en las soluciones estdticas, por razones que veremos.

Escribamos la ecuacién (16-66) para el vacio, utilizando 1/ \/E_ﬂ = ¢/n, con el
fndice de refraccién n = 1:

vie - L9 _ _p (16-68)

C2 5‘!2 . _-EU

* puede resolverse mds fdcilmente hallando la soluci6n para una carga puntual y luego
sumando todos los elementos de carga p Av de la distribucién de carga adecuada. La
localizacion mds conveniente para la carga puntual es en el origen de coordenadas.
Por tanto, la ecuacién

1 &%
Vg —-5—=0 16-69
e g ( )
debe satisfacerse en todo punto menos en el origen, mientras que en un pequefio volu-
men Ay que rodea al origen,
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5. 1@] gl
J;u dv[V [ a1yl B qu(t) (16-70)

debe satisfacerse. Se supone que la funcién g(7) representa una carga puntual de mag-
nitud g que estd localizada en el origen en el tiempo 1; esto es simplemente un artificio
matemdtico para resolver la ecuacidn sin tener que hacer ninguna suposicién acerca
de cémo se conservd la carga puntual en tiempos anteriores o posteriores. (Esto no
representa un movimiento fisico de la carga puntual, y la solucién resultante para ¢
no es el potencial correcto para una carga puntual en movimiento. Esto tltimo es mds
complicado y se tratard en el Cap. 21.) Est4 claro, de la simetria de la distribucién de
carga, que la dependencia espacial de ¢ debe ser sélo con respecto ar. Con esto como
gufa, puede hacerse un intento para resolver la ecuacién (16-69). Como ¢ no depende
ni del d4ngulo azimutal ni de la colatitud, la ecuacién (16-69) se convierte en

10 .39 139 _

B2 16-71
2ar or & oP ( )
Ahora, al poner
t
p(r, 1) = AU (16-72)

=
la ecuacidn (16-71) se transforma en
Fxy 18
e 0
ar ct ot
Esta es la ecuacién de onda unidimensional que es satisfecha por cualquier funcién de
r—ctode r+ ct. Para verificar esto, sea

(16-73)

u=r-—ct

y sea f(u) una funcién de u que pueda derivarse dos veces; entonces

o dfomu_df Ff_ dfow df

= ;e =21 16-74
8 duodr du ar*  du®or  du? ( )

of df ou df  Ff L d¥
oF_dfow . Al - Sepd) 16-75
o duat  Cdu o C aw [16a0)

Sustituyendo los resultados de las ecuaciones (16-74) y (16-75) en (16-73), se verifi-
ca que cualquier funcion de (r — cf) que sea derivable dos veces es una solucién de la
ecuacién (16-73). Un célcule andlogo verifica que una funcién de (r + cf) es una
solucidn. Por tanto,

x=flr—ct)+ g +ct) (16-76)

es una solucién muy arbitraria de la ecuacién (16-73). Se encontrard que g(r + cf) no
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existe en nuestras aplicaciones de la ecuacién de onda. Por esta razdn se omitiré, y s6lo
se utilizard el primer término de la ecuacidn (16-76), puesto que este procedimiento
simplifica las ecuaciones que resultan y no origina omisiones particulares. Puede ob-
servarse que f(r — cf) representa una onda que se propaga hacia afuera de la carga
fuente g que estd en el origen, mientras que g(r + cf) representa una onda que se
propaga del infinito hacia dentro de la carga fuente. Conservaremos la primera y deja-
mos de lado la dltima pricticamente por la misma razén por la que conservariamos la
solucién de una onda plana que se propaga hacia la derecha si estuviéramos situados a
la derecha de la fuente, abandonando la otra direccién de propagacidn.

Se dispone ahora de una solucion esféricamente simétrica de 1a ecuacion (16-69),

gl el (16-77)
r
Ademds, esta solucion contiene una funcién arbitraria que puede elegirse de modo que
la ecuacién (16-70) también se satisfaga. La eleccién adecuada se obtiene observando
que, para una carga estdtica, el potencial compatible con las ecuaciones (16-69) y
(16-70) es

q
= 16-78
7 dmeor ( )
Se puede hacer que concuerden las dos formas funcionales para ¢ dadas por las
ecuaciones (16-77)y (16-78) escogiendo

(t — rfc)

i .
f(r —cr) Tres (16-79)

La solucidn a las ecuaciones (16-69) y (16=70) es entonces

q(t — rfc)

16-80
dmegr ( )

tp(r, I) =

Con este resultado, encontramos directamente que la ecuacién (16-66) es
satisfecha por

1 p(r',¢)
s dv’ 16-81
e, 1) 4rey Jy v — 1’| v ( )

donde t'= t — Ir — r'V/c se llama tiempo de retardo; @ se llama potencial
escalar retardado.

La solucién de la ecuacién (16-64) puede construirse exactamente de la mis-
ma forma. Los vectores A y J se descomponen primero en sus componentes rectan-
gulares. Las tres ecuaciones son bastante andlogas a la ecuacién (16-66), siendo la
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ecuacidn en x, por ejemplo,
1 PA,
¢ ar
Cada una de estas ecuaciones puede resolverse exactamente como se hizo para la
ecuacién (16-66), dando, por ejemplo,

Ho j Je(r', 1)
dr )y Ir — ')

Ved, — = —poJ; (16-82)

A(r, 1) = dv’ (16-83)

Estas componentes se combinan entonces para dar

_po (L) ]
A1) = L_—h el (16-84)

que es el potencial vector retardado.

La interpretacidn fisica de los potenciales retardados es interesante. Las ecuaciones
(16-81) y (16-84) indican que, en un punto dador y en un instante dado#, los potencia-
les se determinan por la carga y la corriente que existfan en otros puntos del espacior’
en los instantes anteriores ¢'. El tiempo adecuado para cada punto fuente es anterior a
t en una cantidad igual al tiempo necesario para desplazarse desde la fuente al puntor
del campo con velocidad c. Si, por ejemplo, una carga puntual g situada en el origen de
coordenadas se cambiara repentinamente, entonces el efecto de este cambio no se
sentirfa a una distancia r hasta que transcurriera un tiempo #/c después de que el cam-
bio se hubiera producido. El efecto del cambio se propaga hacia afuera aproximada-
mente como un frente de onda esférica. (El caso real para una carga puntual es algo
mds complicado porque la densidad de carga y la densidad de corriente estdn intima-
mente relacionadas por V - J + dp/ot = 0; cf. Cap. 21.)

Habiendo encontrado los potenciales escalar y vector, podemos determinar los
campos aplicando el gradiente a ¢, y la derivada con respecto al tiempo y el rotacional
a A. Estas operaciones son directas en principio; sin embargo, se verd que son relativa-
mente complicadas en la prictica.

En el procedimiento anterior fue esencial imponer la condicién de Lorentz, ecua-
cién (16-63), sobre los potenciales; de otro modo, no serfan las ecuaciones de onda
simple las que los. potenciales tendrian que satisfacer. Para verificar que siempre
tenemos la libertad de imponer esta condicién, supongamos que A y ¢ son una elec-
c¢i6én particular de las funciones potenciales que dan los campos correctos E y B de
acuerdo con las ecuaciones (16-57) y (16-60). Entonces, si eligiéramos unos nuevos
potenciales,

95

= 16-85
£y ( )

A'= A+ V§ p'=
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éstos darfan exactamente los mismos campos E y B cuando se sustituyeran en las
ecuaciones (16-57) y (16-60), sin importar el valor que usemos para la funcién &, que
es completamente arbitraria. Este cambio a los nuevos pero fisicamente equivalentes
potenciales se llama transformacion de norma. Al sustituir ahora A' y ¢'en la ecuacién
(16-63), obtenemos, después de reordenar términos, una ecuacién de onda escalar

para &,

g 3¢
VE_ e -—*=—(V-A+e —)
Hae &
como la condicién de que A, @' deberén satisfacer la condicién de Lorentz. Por tanto,
si los potenciales originales satisfacen la condicién de Lorentz, los nuevos también lo
hardn, siempre que & satisfaga la ecuacién de onda escalar homogénea. Si los A, ¢
originales no la satisfacen, atin podemos encontrar nuevos potenciales que si lo hardn,
eligiendo & como una solucién de la ecuacién de onda escalar no homogénea con
op

V-A+ ep—
E”ar

como el término fuente. Acabamos de ver cémo se encuentra dicha solucién. Una
eleccidn de potenciales que satisfaga la condicidn de Lorentz se llamanorma de Lorentz.
Otras elecciones de norma (es decir, otras elecciones de V - A) son ttiles en otras
circunstancias.

Con el desarrollo de los potenciales retardados hemos completado el trabajo ba-
sico sobre la radiacidn. Resta aplicar este trabajo a la solucién de problemas practicos.
Este es el objetivo de los cinco capitulos siguientes.

16.7 RESUMEN

Este capitulo contiene los fundamentos de la teorfa electromagnética clasica. Las
ecuaciones de Maxwell son las ecuaciones diferenciales que determinan (junto con
las condiciones en la frontera para una situacidn particular) los campos producidos por
fuentes de carga y corriente;

V-B=0, V-D=p
3B _ 3D

X E +— XH-—=
VXE P 0, VxH Py J

Los campos E y B estdn operacionalmente definidos por la fuerza de Lorentz
F=4g(E +vxB)

y los campos D y H estédn relacionados con los anteriores por las ecuaciones constitu-
tivas del medio, D =D(E), H = H(B).
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Las ecuaciones de Maxwell tienen las siguientes consecuencias importantes:

* La carga eléctrica se conserva, de acuerdo con la ecuacién de continuidad

v+ oy
ot
* La energia se conserva, de acuerdo con
2]
V-S+Z==—J.E
ot

donde la densidad de energia del campo es (en un medio lineal)
=3(E-D + B-H)

y el flujo de energia por unidad de drea es el vector de Poynting,

S=ExH

¢ Las ondas electromagnéticas se propagan con la velocidad de la luz,
c=1/,/€, 1, en el vacio.

* Las condiciones en la frontera sobre los campos se determinan en una zona
interfacial entre dos medios; la més importante nos indica que las componentes
tangenciales de E y H son continuas.

* Los campos E y B se deducen a partir de las funciones potenciales

B=V xA, E=—V(p—§;-é
ot
* Los potenciales satisfacen las ecuaciones de onda no homogéneas
& 1 "
V -_— = - 2 — —_— -
P P V'A — ep Py ud
si la condicién de Lorentz
A
N P L 4
K"

se impone. Estas determinarén la generacion de ondas electromagnéticas por distribu-
ciones de carga y corriente especificas. Las soluciones particulares (en el vacio) son

L P Ay P g

1) = ;
vlr.1) 4meg ) |r — r'| Ir — r'|

donde



CAPITULO 1 7

Propagacion de ondas
electromagnéticas
monocromaticas

Las ecuaciones de Maxwell tienen algunas soluciones especiales que describen on-
das electromagnéticas, tal como vimos en la deduccién de la ecuacidn de onda a
partir de las ecuaciones de Maxwell. En este capitulo consideraremos estas solucio-
nes en detalle. Comenzaremos por considerar la propagacién de ondas a través de un
medio lineal, que idealizaremos como de extension infinita. Dejaremos para capitu-
los posteriores la cuestién de cémo son generadas las ondas y cémo entran en el
medio en primer lugar.

El término propagacion de ondas electromagnéticas cubre un amplio espectro de
fenémenos fisicos tales como ondas, luz visible y rayos X. En el vacio, todas las ondas
se propagan a la misma velocidad ¢, pero se distinguen entre si por sus frecuencias f (o
sus longitudes de onda A). La tabla 17.1 lista las regiones representativas del espectro
de frecuencias electromagnéticas, desde ondas de radio de baja frecuencia (10¢ Hz)
hasta los penetrantes rayos gamma (1022 Hz).

ONDAS PLANAS MONOCROMATICAS
EN MEDIOS NO CONDUCTORES

Las soluciones a la ecuacién (16-31) que se manejan con mds facilidad son las que se
conocen como soluciones de onda plana. Una onda plana se define como una onda
que, en un instante dado, presenta la misma fase en todos los puntos que est4n sobre
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TABLA 171

El espectro
electromagnético

Tipo de radiacién EM Frecuencia f Longitud de onda A
(Hz) (m)
Ondas de radio 10%a 10% 3a3x104
TV, FM 108 3
Microondas, RADAR 10° a 101 3x10%a3x 10!
Infrarrojo lejano 1012 3 x 104
Radiacion infrarroja 103 a 4 x 10 8x107a3x10%
Luz visible 4x104agx 10" 4x107a8 x 107
Radiacién ultravioleta 8 x 104 a 1077 3x10%a4 x 107
Rayos X blandos 1017 a 1019 3x10"a3 x10*
Rayos X 101? a 1020 3x1012a3 x 101
Rayos gamma 101 a 1022 3x1014a3 <1012

cada plano perpendicular a alguna direccién especifica.* Si, por ejemplo, la direc-
cién especificada es la direccidn z, entonces E debe tener la misma fase en todos los
puntos que tienen el mismo valor dez, esto es, en todos los puntos en un plano paralelo
al plano xy. De aquf que la solucién de la ecuacion (16-34), que ya hemos estudiado, es
una solucién de onda plana ya que (@t — kz) es una constante para ¢y z dados, sin
importar cudles sean los valores de x e y. Las ondas planas que se desplazan en la
direccién z son adecuadas para problemas en los que la elecci6n de la direccion z es
arbitraria. Sin embargo, en muchos problemas se escoge un sistema de ejes por otras
razones, por ejemplo, debido a las condiciones en la frontera. En tales casos, es nece-
sario construir ondas planas con direcciones arbitrarias de propagacion. Supongamos
que se tiene que construir una solucién de onda plana con una direccién de propaga-
cién u, donde u es un vector unitario. Entonces la variable z en el exponente debe
cambiarse por u - 1, la proyeccion de r en la direccién de u. Por tanto, una onda plana
con direccién de propagacién u se representa como

—i(wt—Ku 1)

e
Definiremos un vector, el vector de propagacion,
K= Kl

* Quizés sea més natural definir una onda plana como una onda para la que los campos E'y B son los
mismos en todos los puntos que estén sobre cada uno de los planos perpendiculares a alguna direccids
especificada. Para medios no conductores las dos definiciones generalmente son equivalentes. Pam
medios conductores una @ real conduce a un ¥ complejo y puede ocurrir que haya ondas no verdaderss
a las que se aplique esta definicién. Sin embargo, siempre hay ondas planas a las que se aplica &
definicién de fase constante, y utilizaremos de manera consistente esa definicion.
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y escribiremos la exponencial dependiente del espacio y del tiempo de la onda plana
como
e —i(twI—K-r)
Siu=x, el vector unitario en la direccién z, entoncesu - r =z como en el caso especial;
pero en cualquier caso, la longitud de onda A = 27/k

La velocidad de propagacién de una onda plana monocromdtica es precisamente
la velocidad con la que se mueven los planos de fase constante. Obviamente, por fase
constante queremos decir que

K-r — wt = constante (17-1)

Si x - r se escribe como &, siendo k la magnitud de k y & la proyeccién de r en la
direccion K, entonces la ecuacién (17-1) se convierte en

k& — wt = constante

Derivando con respecto al tiempo, obtenemos la velocidad de fase,

w c
=—==—=- (17-2)
K n

donde hemos usado el resultado de la ecuacién (16-33a) k = nayc. En el
espacio libre

1

V €allo

U, =¢=

= 2.9979 x 108 m/s

Ahora, para obtener la solucién detallada de onda plana para E y B, podrfamos
regresar a la ecuacion (16-31), pero en realidad es mejor volver a las mismas ecuaciones
de Maxwell. No hay distribuciones especificadas de carga ni de corrientes en el medio
y la conductividad es g = 0, de modo que las ecuaciones son

V-D=0 (17-3)

V-B=0 (17-4)

VXE= —-B—B (17-5)
ot

VxH= iq (17-6)
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De nuestro andlisis previo de la ecuacién de onda, ya conocemos la dependencia res-
pecto al espacio y al tiempo que debe esperarse en una onda plana, de modo que
supongamos que los campos tienen la forma

Eff, i) silfs-wines L (17-7)

donde E es el vector de amplitud constante complejo de la onda plana (se analizard
con mayor detalle en la siguiente seccion), y sustituyamos las soluciones supuestas en
las ecuaciones de Maxwell (17-3) a (17-6). Esta sustitucién impondra condiciones
que las supuestas constantes X, E, etc., tendran que satisfacer para que las funciones
de onda plana sean realmente soluciones de las ecuaciones de Maxwell.

Al derivar una funcién de la forma Ee- con respecto a ¢, puede observarse que
el operador df/d es equivalente a multiplicar por —i@:

L

ot
para una funcién de esta forma particular. Igualmente, se encuentra que (problema
17.1), para una funcién de la forma Ee™ -, el operador V es equivalente a

—iw

V=ik
Por tanto, las ecuaciones de Maxwell para ondas planas (después de que se han cance-
lade i y la exponencial) se transforman en

D=0 (17-8)

k-B=0 (17-9)

-

kX E=owB (17-10)

-

k x A= -—wD (17-11)
Si suponemos que el medio es lineal, 1as ecuaciones constitutivas son
D= ek (17-12)

-

1.
H=-B (17-13)

=

 Consideraremos también que el medio es homogéneo e isétropo, de modo que € y i
son escalares constantes. Todas nuestras aplicaciones serdn en medios no magnéticos,*

* Los Ginicos medios para los que g difiere significativamente de 1 a frecuencias bajas son los ferro-
magnéticos, que, en todo caso, no son lineales. Para fiecuencias dpticas, g = g, para todos
los materiales. No incluimos la consideracién de resonancia paramagnética, que puede observarse e
circunstancias especiales a frecuencias de radio y de microondas.
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de modo que por simplicidad supondremos que = ;- Recordando que € = Ke y
€4, = 1/c2, obtenemos las ecuaciones de Maxwell en la forma

Kx-E=0 (17-14)
wil=1 (17-15)
kX E=oB (17-16)
kX B= —c—“;KE (17-17)

Si tomamos @ como una frecuencia dada y K como una constante dada del material,
debemos tratar de satisfacer este conjunto de ecuaciones vectoriales algebraicas me-
diante una eleccién adecuada de x, E y B. Primero, si suponemos que X # 0, vemos
quex - E= 0;:kx- B=0 siempre. Esto es, tanto E como B deben ser perpendiculares a
K. Tal onda se llama onda transversal. (El caso K = 0 es realmente posible y no es
trivial, pero dejaremos este andlisis para mds adelante.) Ademds, ya que B es propor-
cional a x X E, E y B son también perpendiculares entre si. Los vectores X, E y B (en
este orden) forman un conjunto ortogonal a derechas. La magnitud relativa de E y de
B est4 también determinada por la ecuacién (17-16), B = (’/w)E. Finalmente, encon-
tramos la magnitud de x obteniendo el producto vectorial de X con la ecuacién (17-16)
y utilizando % - B de la ecuacién (17-17);

kX (xXE)= ok xB=—-K(o/c)k
Con el vector identidad
KX (kX E)=(xE)x - K
ya que - B = 0 para una onda transversal,
~K(w/c)’E = —k*E

lo que es equivalente a la ecuacién de onda para soluciones de la forma dada por la
ecuacion (17-7). E puede eliminarse de ambos lados de la ecuacién para dar

x =VKw/c (17-18)

Esta relaci6n, llamada relacién de dispersidn transversal, determina la magnitud del
*vector de onda ¥ en términos de las @y K supuestas.

Para recapitular, una onda monocromética transversal plana que se propaga en la
direcci6n positiva de u est4 descrita por

E(r,t) = Ee™"%'D B(r,{) = Be %0 (17-7)

donde ¥ = xu, La direccién de u y la frecuencia @ son completamente arbitrarias. La
amplitud E es arbitraria, excepto que debe ser perpendicular a u;

u-E=0 (17-19)
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La magnitud de K estd determinada, para una frecuencia dada w, por el indice de re-
fraccioén del material:

K = nw/c (17-20)
donde n se define como

n=VK (17-21)
Entonces B estd completamente determinado en magnitud y direccidn:

-~ n -

B = P x E (17-22)
Observe que en el vacio (n = 1), cB = £ en unidades mks.* La velocidad de fase de la
onda es ¢/n. Con estos resultados es posible considerar algunos problemas &pticos
importantes y de gran interés. Sin embargo, pospondremos el estudio de estos proble-
mas hasta el préximo capitulo.

En este anilisis hemos excluido explicitamente el caso K = 0. Ademds, por consi-
derar de forma implicita que x es real, hemos excluido un conjunto de soluciones de
ondas planas que se necesitan en algunos casos para satisfacer las condiciones en Iz
frontera en una zona interfacial plana entre dos medios no conductores. Si k no es
real, tenemos

K=K, + IK;
de modo que la ecuacién (17-18) deber4 escribirse como

wZ
K K — KK + 2IK " K =K?2-

La parte imaginaria del lado izquierdo de esta ecuacion debe anularse, y para que L=
partes reales sean iguales, k2 deberd ser mayor que k?. Hay dos formas en las que &
parte imaginaria puede anularse: la parte imaginaria de K, K, puede anularse, o pueds
ser perpendicular a k. El primer caso ya ha sido analizado anteriormente. El segunds
caso consiste en ondas en las que los planos de fase constante son perpendiculares
los planos de amplitud constante, como explicaremos en la seccién 17.4. (Estas ond
se considerardn con mds detalle en la seccién 18.4 en relacién con la reflexion tos
interna.). En cualquier caso, ¥ - X es real, y en consecuencia, una magnitud real de
puede definirse de modo que satisfaga la ecuacion (17-18). Los vectores de onda
plejos se analizardn con mds detalle en la seccién 17.4.

Aunque las soluciones de ondas planas son solamente una clase restringida de :
soluciones de las ecuaciones de Maxwell, son muy importantes puesto que forma=
base de una clase mas amplia de soluciones. Como las ecuaciones son lineales.

* En unidades gaussianas, de acuerdo con el an4lisis del capitulo 8, reemplazamos B por B/c, de mods
B = E. Es decir, los campos E y B tienen magnitudes iguales para una onda plana en el vacio.
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combinacién lineal de soluciones (superposicion de ondas planas) es tambén una solu-
cion. Por tanto, podriamos formar otras soluciones haciendo las sumas de ondas planas

E(r, 1) = D, E(k;, o) exp [—i(wit — &;1)] (17-23)

donde cada coeficiente E dependeria de K,y @, Esta superposicién de ondas planas
tiene la forma de una serie (compleja) de Fourier y, por tanto, podria representar cual-
quier solucién que fuera periddica, pero no necesariamente senoidal. Cada término de
la serie deber4 satisfacer por separado las condiciones de las ecuaciones (17-14) a
(17-17). Para una solucién que no sea periddica, la suma en la ecuacién (17-23) puede
convertirse en una integral, la integral de Fourier,* con E(x, @) como una funcién
continua de k y w. La funcién fﬁ(x, o) se llama transformada de Fourier de E(r, 1). En
este caso, deberemos considerar también la posibilidad de que n dependa tanto de
K como de ,

n = n(k, w)

Este iltimo efecto, conocido como dispersidn, se analizard en el capitulo 19.

POLARIZACION

Hay mds que decir acerca de las amplitudes vectoriales complejas E y B. De hecho,
aiin no hemos establecido explicitamente qué queremas decir por un vector complejo.
Hay dos significados obvios que se sugieren: una cantidad compleja cuyas partes real
e imaginaria son vectores reales

E =E, + iE,
0 un vector cuyas componentes (con respecto a los vectores base reales) son escalares
complejos,

E=Ep+Es+Eu
Utilizaremos la notacién circunfleja para cantidades que son complejas cuando sea
necesario distinguirlas; en la segunda forma, p, s, u son un conjunto ortogonal a dere-
chas de vectores reales unitarios. Al escribir la primera forma en términos de sus com-

ponentes y la segunda en términos de sus partes real e imaginaria, se observa ficilmente
que las dos formulas son equivalentes, siempre que

B, = By E, =E, E,=E,, yasisucesivamente
Para nuestro propdsito actual resulta més conveniente la segunda forma. Tomaremosu

como la direccidn de propagacion de la onda plana, de modo que Eu = 0, de acuerdo
con el resultado u - K = 0 de la ecuacién (17-19), pero E‘p y Eﬁ son arbitrarios:

* Véase el Apéndice V1.
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E=Ep+Es (17-24)

El vector unitario p puede elegirse en cualquier direccién perpendicular a w. En el
siguiente capitulo haremos una eleccién especial que justificard la notacién particular
introducida aqui.

También es mds conveniente expresar las componentes complejas en forma polar
en vez de en términos de partes real e imaginaria. Sea

E, = E,e'%, E, = E,e* (17-25)
Asi, por ejemplo,
E‘se-—i(wr-—x-r) s Ese-—i(wr—n'r—st,)

es decir que ¢, es la fase de la componente del campo E en la direccidn s. No es una
restriccion el escribir

¢p_¢:=¢ ¢,=0

ya que ¢, = 0 simplemente exige una eleccién adecuada del origen de f. Con esta
eleccidn,

E=Ee % +Es
E(l’, I) - Eppe-—f(wf—n-r—¢v) o E!se—f(wr—-x-r)
0 la parte real es

E(r,t) = E,pcos(wt — k't — @) + Escos(wt — x-r) (17-26)

FIGURA 17.1

Trayectoria seguida por la
punta del vector £ en un
punto dado del espacio en
funcién del tiempo. La
direccién de propagacién
u estd apuntando hacia el
lector. Las trayectorias
para ¢ =0y mestin
polarizadas linealmente.
La trayectoria para ¢ = @2
estd polarizada
‘elipticamente en ¢l sentido
dextrégiro; y para —m/2
gira en el sentido opuesto
(levdgiro).

E,




17.2 Polarizacién 425

El campo E se divide en sus componentes en las dos direcciones, con amplitudes
reales E y E, que pueden tener cualquier valor. Ademds, las dos componentes pue-
den estar oscilando fuera de fase en ¢: Es decir, en cualquier punto dado r, el maximo
de E en la direccién p puede alcanzarse en un tiempo distinto al maximo de E en la
direccién s.

Un panorama mds detallado del campo oscilante E en un punto determinado,
digamos r = 0, se visualiza mejor considerando algunos casos especiales. Primero,
supongamos que ¢ = 0. Entonces

E(0,t) = (E,p + E;s) cos wt

El campo E varfa alternativamente, disminuyendo desde .,/ E >+ E?, pasando por cero,
hasta —,HE2+ E? y regresando a su valor original, siempre apuntando a lo largo de
la direccién Epp + Es. Este caso se llama polarizacion lineal* y se ilustra en la figura
17.1. 81 E, = 0 0 E, =0, también tenemos una polarizacién lineal; entonces ¢ es inde-
finido. Para $=m,

E(0, t) = (—E,p + E,s) cos wt
nuevamente una polarizacién lineal, como se presenta en la figura 17.1. Para ¢ = /2,

E(0,t) = E,psenwt + E;scos wt

La punta del vector E describe una trayectoria eliptica en el sentido de las agujas del
reloj, como se muestra. Este caso se llama polarizacion eliptica dextrégira o a dere-
chas.} Para ¢ = —m/2, la trayectoria es la misma, pero contraria al sentido de las agujas
del reloj, y se llama polarizacion eliptica levégira o a izquierdas. En el caso espe-
cialde ¢ = +72 y E, =E, tenemos polarizacion circular (a derechas o a izquierdas).
Para otros valores de o, tenemos una polarizacion eliptica (aun si E =E).Latrayecto-
ria sigue siendo una elipse inscrita en el rectidngulo de la figura 17.1, pero los ejes
mayor y menor de la elipse forman un dngulo con los ejes p y 5. Con la polarizacién
eliptica, la magnitud del vector E nunca es cero, aun cuando lo sea cualquiera de sus
componentes direccionales.
La amplitud compleja del vector B estd dada por la ecuacién (17-22),

A n -
B="uxE (17-22)

* El uso del término “polarizacion” no tiene nada que ver con el que se introdujo en el capitulo 4. Desgra-
ciadamente, suele utilizarse la misma palabra, aunque en general no hay confusién ya que en un sentido
se aplica a una onda y en el otro a un medio.

T Observe que la “regla de la mano derecha” no se aplica al movimiento de £ en la figura 17-1. En lugar
de esto, la terminologia proviene de la trayectoria del vector £ en el espacio a lo largo de la direccidn de
propagacion en un instante de tiempo dado. Para la polarizacién a derechas, la punta del vector E
describe una hélice a derechas, o el movimiento de un tomillo hacia afuera como se veria desde cual-

quier direccion,
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Tomando el producto punto de ésta con E, e intercambiando punto y cruz, encontra-
mos que

B-E=0

En general, 1a anulacién del producto escalar de dos vectores complejos no significa
que sus partes reales sean perpendiculares, pero en este caso lo son. De la ecuacidn
(17-26), al escribir E(0, ) = E tenemos para la parte real

E = E,pcos(wt — ¢) + E,scos wt (17-27)
De B(0, 1), 1a parte real de Be=*, con la ecuacién (17-22), encontramos
B = (n/c)[E,scos (wt — ¢p) — E.p cos wt] (17-28)

Ya que el producto escalar de la ecuacién (17-28) con (17-27) es cero, los vectores
reales £y B son perpendiculares en cada instante. Ademds, Re E = E(0, 0), Re B=
B(0, 0), de modo que las partes reales de E y B son perpendiculares. La trayectoria de
la punta del vector B es la misma que la de la figura 17.1 girada 90° en sentido contra-
rio al de las agujas del reloj.

Puesto que los ejes p y s se eligieron arbitrariamente en el plano perpendicular
a u, se podria hacer cualquier otra eleccién. Una nueva eleccién giraria los ejes
coordenados de la figura 17.1 e introduciria nuevos valores de E,Ey ¢;pero la
trayectoria del vector E de la figura 17.1 representa una realidad fisica que no po-
dria cambiarse simplemente por una transformacidn de coordenadas. En este punto.
sin embargo, incluso el estado fisico de la misma polarizacién es parte de la arbitra-
riedad admitida por nuestra supuesta solucién de onda plana para un medio infinito.
En el siguiente capitulo veremos cémo se puede producir y medir una polarizacion
determinada.

17.3 DENSIDAD Y FLUJO DE ENERGIA

Hemos utilizado libremente las expresiones complejas para los campos £ y B, enten-
diendo que las verdaderas cantidades fisicas estdn dadas por las partes reales de la cant-
dad compleja. La justificacion matemadtica de este procedimiento es que las ecuaciones

" de Maxwell son ecuaciones lineales que son satisfechas separadamente por las partes
real e imaginaria de una solucién compleja. Sin embargo, las expresiones

Il

u=3E-D+B H) (1729

S=ExH (17-3€

para la densidad de energia y flujo de energia por unidad de drea, no son lineales e
los campos. Por tanto, en estas expresiones es esencial tomar las partes reales de los
campos antes de efectuar las multiplicaciones entre ellas (véase el problema 17.6
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Podemos calcular nuevamente los valores representativos parar =0, ya que el origen
es arbitrario. Elevando al cuadrado las ecuaciones (17-27) y (17-28) tenemos

E* = E2cos’ (wt — ¢) + E? cos? wt (17-31)

B? = (n/c)*E* = euoE? (17-32)

Puesto que D = €E, B = ¢ H, encontramos que los campos eléctrico y magnético
tienen una contribucidn igual a la densidad de energia u:

B-H=D-E
1 /n\?
= et (B g2
it pu(c)‘g (17-33)

Ademds, E x H = EHu, de modo que el vector de Poynting apunta en la direccion de
propagacidn, con magnitud

§=—-E* (17-34)

Las expresiones para la densidad de energia y el flujo de energfa por unidad de 4rea
han tomado una forma especialmente sencilla para ondas planas. Estas dos expresio-
nes pueden combinarse para dar un resultado interesante, que es independiente del
valor particular del campo E:

C
§ = ¥ (17-35)

Si escribimos la velocidad de fase de la onda plana como un vector en la direccion de
propagacion, de magnitud

v, ==
P n

entonces
S =uv,

Esta ecuacidn es andloga a la relacién
J = pv

que define la densidad de corriente eléctrica convectiva. Esta analogia refuerza la in-
terpretacion de S como una densidad de corriente de energia, es decir, una densidad de
energia u que se transporta con la velocidad de fase v_de la onda plana.

La dependencia respecto al tiempo de u y S estd dada por E?de la ecuacién (17-31)
y depende de la polarizaci6n de 1a onda. Para una polarizacion circular (¢ = +7/2),
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E? = Ejsen’ wt + E}cos’ wt = E

es constante en el tiempo; para una polarizacién lineal (¢ = 0, 7),
E? = (E2 + E?) cos® wt

varfa entre cero y un mdximo al doble de la frecuencia de la onda. Claro estd que en
cualquier caso E? es siempre positiva. Sin embargo, a altas frecuencias la dependencia
respecto al tiempo no es mensurable, asi que resulta ser de mayor interés el promedio
temporal de E2. Ya que el promedio temporal de cos? (@f — ¢) sobre un periodo es 7,
para cualquier polarizacién

E’ = {(E? + E?) (17-36)
Este y otros resultados semejantes pueden obtenerse mds rapidamente utilizando un
teorema que fue introducido en el capitulo 13 pero que no se demosird; daremos ahora
la demostracién.,

Sif=fe>yg=g,e donde fo Y &, pueden depender de otras variables pero no
del tiempo, entonces

RefReg = 1 Ref*g (17-37)

La barra indica el promedio temporal definido por

1 T
w = ;!in:c]_“ g w(t) dt
Para deducir la ecuacién (17-37) sea f, = u + ivy g, = & + in. Entonces
RefReg = (1 cos wt — v senwt)(& coswt — 1 sen wt) (17-38)
mientras que
Ref*g = uf + vny (17-39)

Las siguientes integrales se pueden comprobar ficilmente:

1 (T 1

lim —j sen® wf dt = =
T—ea T 0 2

T 1
lim= | cos®wtdt = =
T—= 0 2

T
lim — | senwtcoswtdt =0
T—m 0

Por medio de estas integrales, es fdcil ver que el promedio temporal de la ecuacién
(17-38) es

Ref Ref = 3(ué + uny) (17-40)




