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Capitulo 1

Movimiento y Coordenadas

1.1.

Posicién y movimiento

Los primeros movimientos qe weron

descritos por medio de ecuaciones en el marco de lo que entendemos por
fisica posiblemente fueron los que se refieren al movimientos de cuerpos
en el cielo: el movimiento del Sol y la luna, el movimiento de las estrellas
y—en un momento culminante—el movimiento de los planetas que nos
dieron Copérnico, Galileo, Kepler y Newton en tres etapas de la historia.

Todas estas primeras descripcio-
nes cuantitativas de movimiento se
hicieron como si los cuerpos fue-
sen simples puntos en movimien-
to ya que, en efecto, de este mo-
do lo esencial queda descrito por el
movimiento del centro del cuerpo.

Normalmente, el movimiento des-

crito abarca una trayectoria muchi-
simas veces mas grande que el ta-
mafio del cuerpo en cuestion.

Por ejemplo, el diametro de la Tie-
rra es cien mil veces mas chico que
el didmetro de su orbita alrededor
del Sol.

Tolomeo (siglo Il) describe con mucho inge-
nio el movimiento de los planetas colocan-
do ala Tierra al centro. Copérnico (contem-
poraneo de Coldn) expone en 1512 que el
Sol esta al centro y los planetas tienen 6r-
bitas perfectamente circunferenciales alre-
dedor del Sol. Casi un siglo después Kepler
descubre que las orbitas de los planetas
son realmente elipticas. Su “Nueva Astro-
nomia” es publicada en 1607. Cuando en
1632 Galileo publicé su libro “Dialogos so-
bre los dos sistemas del mundo” (el de To-
lomeo y el de Copérnico), fue acusado y
enjuiciado por la Inquisicion.
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Otro de los muchos aportes de Galileo fue describir que el movimiento
de cuerpos en caida libre y el movimiento de proyectiles en lanzamiento
balistico depende de la llamada aceleracion de gravedad, g. Al nivel del
mar g = 9,8 [Z].

Aceptemos, entonces, que la atencién en una buena parte del estudio de
MECANICA estara dirigida a describir puntos en movimiento.

> El pasajero de un vehiculo, sefior D, le comenta a su vecino T que aquel
pequefio insecto sobre el otro asiento esta totalmente quieto. Lo cual quiere
decir que el insecto esta quieto con respecto al vehiculo, pero este Ultimo va
a 50 Km/hr con respecto a la carretera.

Para describir el movimiento de un punto es necesario establecer una re-
ferencia respecto a la cual se define velocidades y qué esta inmovil. Para
describir movimiento en tres dimensiones y—a veces en un plano, es de-
cir, en dos dimensiones—Ia posicién del punto en estudio es descrito por
un vector r(t). El vector posicion r(t) siempre se define en relacion a una
referencia particular y mas aun, debe estar definido un punto & que es el
origen de coordenadas.

> Poco rato después el sefior D observa que el insecto esta caminando por
la pared plana del interior del vehiculo. Rapidamente D escoge un punto &
sobre la pared y dos vectores unitarios perpendiculares entre si: iy | y logra
determinar que el movimiento del insecto queda bien descrito por

7(t) =Ry (Tcog2nt/to) + j sin(27t/tg) )
donde Ry = 10[cm] y tg = 2[minutos]. ¢qué tipo de movimiento es éste? Pri-

mero calcule la magnitud de este vector, ||[F(t)|| = vF-T y compruebe que
resulta Ry, es decir, la magnitud del vector posicion no cambia con el tiempo.
En el instante t = 0 se cumple 7' (0) = Ry mientras que en el instante t; = %’ es

rit1) =Ro i. Dibuje la trayectoria del insecto y sobre esa trayectoria marque
parte del itinerario, segun las definiciones que se dan a continuacion.

El vector posicion F(t) define, en su evolucion, un conjunto de puntos que
se denomina trayectoria. El itinerario agrega a la trayectoria la informacion
del valor de t en el cual el punto en movimiento pasa por las diversas
posiciones de la trayectoria.

> Unatrayectoria puede ser definida como una relacion entre las coordena-
das. Por ejemplo, un objeto en un plano, con coordenadas cartesianas (x,y)
puede tener una trayectoria dada por

X2 y2

ptaz=!

1.1. POSICION Y MOVIMIENTO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Otro ejemplo

4
z:gzm(xm—x)x

que representa un movimiento parabdlico en el plano vertical X Z tal que cuan-
do x= 0y también cuando x = Xy, resulta z= 0 mientras que cuando X = Xm/2
la coordenada z alcanza un valor maximo z = zn,.

La velocidad es la variacion de la posicién en el tiempo, y la aceleracion es
la variacion de la velocidad en el tiempo

V(t) = —2, At) = — L = . (1.1.1)

> Al definir al vector velocidad como la derivada del vector posicion se esta
definiendo a la velocidad como el limite:

Para terminar de aclarar este punto compruebe, mediante un dibujo, que el
vector velocidad asociado a un movimiento circunferencial es necesariamen-
te un vector tangencial a la circunferencia.

Las expresiones anteriores pueden ser invertidas. Por ejemplo, la definicién
de velocidad recién dada puede ser integrada—utilizando como variable de
integracién a una variable auxiliar t’, desde un tiempo escogido ty hasta un

tiempo arbitrario t,
1
P(t) —Flto) = / vt dt (1.1.2)
to

que es mas conveniente escribir como

T(t) =T(to) + tV(t’) dt’ (1.1.3)

to

Si en la expresion anterior se escoge t =ty el término integral es nulo—
porque el dominio de integracion es nulo—y resulta una identidad.

En forma similar se puede invertir la definicidon de aceleracion obteniéndose

V(t) = V(ty) + tazi(t’) dt’ (1.1.4)

1

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias
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EJEMPLO: Problema de lanza-
miento de un objeto desde una
posicion inicial T(tp) = o con
una velocidad V(tg) = Vi sabien-

Unidades: En este texto se utilizara el sistema MKS
de unidades. La longitud se expresa en metros, el
tiempo en segundos y la masa en kilogramos.

do que la aceleracion tiene un caminata normal I

\szg)r(fljl();l)gls)se_o%tizgzero s€ maxima velocidad en ciudad 18

T Vmax €n caida libre 50

t avion comercial 275

V(t) = VO+Q/ dt’ =Vo+(t—to)d velocidad del sonido en Valparaiso 340
fo

(1.1.5)

Lueg? se usa esta Ultima ex- | yajor aproximado de algunas velocidades comunes
presion en (1.1.3) y puede

comprobarse que arroja

expresadas en metros por segundo.

T(t) :ro+(t—to)vo+@g < (1.1.6)
r
r’
O O’

Figura 1.1:Vectores posicion a partir de dos origenes distintos.

Si el movimiento de un punto P es descrito desde dos origenes &'y ¢ fijos,
los vectores posicion ¥y T’ se relacionan por

F(t)= 00" +7 (1)

Puesto que 00" no depende del tiempo, la velocidad y la aceleracion res-
pecto a ambos origenes son iguales.

& (A qué velocidad le crece el pelo? ¢ Cual es el récord en carreras de 100
metros? ¢ A qué velocidad remacha un buen tenista?

& Si un automovil va a 18 metros por segundo y frena con una aceleracion
negativa de magnitud 2g, ¢en qué distancia se detiene? ¢ Cuanto vale su “peso”

1.1. POSICION Y MOVIMIENTO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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en ese momento? Esta pregunta se refiere a la fuerza asociada a la aceleracion
total.

& Suponga que un vehiculo que iba a 18 metros por segundo en el momento
de chocar contra un obstaculo duro, es detenido en una décima de segundo, a
través de un proceso con aceleracién uniforme. ¢, Cudl es el valor de la aceleracion
durante este proceso?

& Calcule la velocidad con que llega al suelo un cuerpo que es soltado en reposo
desde una altura h. ¢Aproximadamente desde qué altura se atreveria usted a
saltar al suelo? ¢ A qué velocidad golpean sus pies el suelo? Desde el momento
tp en que sus pies tocan el suelo hasta que su tronco se detiene, t;, los misculos
de las piernas actian como freno. Para simplificar, suponga que esa “frenada” es
una aceleracion negativa constante ag en el lapso (tp,t;). Dé algun valor realista
al cambio de altura del su tronco en ese lapso y deduzca un valor numérico para
ap. Compare ese valor con la aceleracion de gravedad.

& Sise sabe que la velocidad de un punto como funcién del tiempo es
V(t) = wRoy [—fsinwt + jAcoswt} +kvs

y que la posicion ent =0 es 7(0) =Ry, determine la posicion del punto en todo
instante t > 0y también la aceleracion &(t). Haga un dibujo 3D del movimiento del
punto y dibuje la direccién en que apunta &(t) en distintas partes de esa trayecto-
ria.

1.2. Coordenadas y movimiento

El movimiento se puede describir con diversos tipos de coordenadas. En
lo que sigue se define tres sistemas de coordenadas que se usara en Me-
canica: coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas. Para cada uno
de estos sistemas de coordenadas tridimensionales se define tres coor-
denadas escalares que son (X,y,z) en cartesianas, (p,@,z) en cilindricas
y (r,0,) en esféricas y ademas se define vectores unitarios asociados
a esas coordenadas espaciales: (T, |,k), (9,9,k) y (7,8, ). Estos vectores
unitarios apuntan en una direccion que, en general, depende del punto que
se esta describiendo. So6lo en coordenadas cartesianas esto no ocurre asi.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias
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1.2.1. Coordenadas cartesianas

Ellas se basan en los ejes mutuamente perpendiculares X, Y y Z. Estos
ejes tienen asociados los vectores unitarios (T, i, IA<). Los ejes y los vectores
unitarios asociados se suponen fijos al sistema de referencia en el cual se
describe el movimiento. Los vectores de posicion, velocidad y aceleracion
son

—
~
I
N
A~
—

)THY(t)
alt) = XOT+y(t)

(1.2.1)

SN—r N—
= XD XD

Z(t
2(t)
Z(t

f
T+
T+ 2(

coordenadas vectores
XY, Z [

Las coordenadas (x(t),y(t),z(t)) de un punto movil dependen del tiempo
pero los vectores unitarios son constantes.

1.2.2. Coordenadas cilindricas

Dado un punto P con coordenadas cartesianas (X,Y,z) se dibuja un cilindro
cuyo eje coincide con el eje Z y con radio p = \/x2+V2, de tal modo que
P esta en el manto del cilindro cuyo radio es p. La proyeccion al plano XY
del vector posicion 7 del punto P tiene longitud p y forma un angulo @ con
el eje X. Las coordenadas cilindricas de P son las cantidades (p,@,z). La
relacion con las coordenadas cartesianas es

= pCcosp
= psing (1.2.2)
z = 2z

A este sistema de coordenadas se asocia vectores unitarios (p,@,k) los
que se relacionan a (1, J, k) por

— fcosp+ jsing
—Tsing+ j cose

~ Kk (1.2.3)

=~ >
I
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Figura 1.2:Las coordenadas cilindricas de un punto P spnta distancia de P al eje Zp que es
angulo que forma el plano que pasa por el eje Z y por OP con elg}Z y la coordenada z que es
igual que en el caso cartesiano.

Estos vectores unitarios apuntan, en cada punto P escogido, en la direccién
en gue una sola de las coordenadas cilindricas varia.

Por ejemplo, si se considera un punto Q infinitesimalmente cercano a P que
comparte con P el mismo valor de p y de z, y solo difieren por la coordenada
@, (@ = @+ d@) entonces el vector ¢ apunta en la direccion de P a Q.

coordenadas vectores
P, 9z P, ¢, k

A diferencia del sistema cartesiano de coordenadas, aca la direccion de los
vectores unitarios basicos depende del punto P que se esté considerando.

Al describir un movimiento los vectores base p y cf) en general cambian de
orientacion. Las derivadas temporales de ellos es proporcional a @,

= 90

= —¢p

S O

En el caso de un punto movil las coordenadas dependen en general del
tiempo: (p(t),@(t),z(t)) y de los tres vectores unitarios dos son variables
y ellos dependen del angulo ¢ que es una coordenada que en general
depende del tiempo, es decir: (p(@(t)), p(p(t)),K).

A esto se debe que al derivar con respecto al tiempo, las coordenadas
se derivan directamente con respecto al tiempo, mientras que los vectores

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias
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Figura 1.3:Aqui el eje Z es perpendicular al papel, y se puede apreciaelacion entre las
coordenadagp, @) y los vectores unitariop y ¢.

e
D

N

zk
&“/)

Figura 1.4:El vector posiciéit puede ser expresado como combinacion linegbdek.

unitarios se derivan utilizando la regla de la cadena. Por ejemplo,

. dp dpo dedp
P=at pero dt  dt do

Con todo lo anterior los vectores de posicion, velocidad y aceleracion en
coordenadas cilindricas son

F = pp+z
= pP+pop+ zk (1.2.4)
a = (p—p9®) b+ (200+pp) -+
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Noétese que el dltimo paréntesis se puede escribir

.- -~ 1d -
2 =——(p? 1.2.5
pO+PO= 15 (P 9) (1.2.5)
Todas las cantidades, excepto K, dependen en general del tiempo, sin em-
bargo para que la notacién no aparezca tan pesada se ha omitido colocar
“(t)” en cada factor.

Ahora se puede volver a mirar el significado de la frase que dice que los
“vectores unitarios apuntan, en cada punto P escogido, en la direccién en
que una sola de las coordenadas cilindricas varia. ". En efecto, si se dife-
rencia ¥ dado en (1.2.4) se obtiene dr = dpp+pdgd(p+dzk pero dcp =Q
por lo que se obtiene

df = dpp + pdp @+ dzk

Cada uno de los tres sumandos anteriores contiene la diferencial de una de
las tres coordenadas cilindricas. Si se varia una sola coordenada, esa es
la Unica diferencial no nula, y dr apunta, como se ha dicho, en la direccién
del correspondiente vector unitario.

& Estudie el movimiento de un punto P para el cual las coordenadas cilindri-
cas en todo momento son: p = po, P(t) = 3 aot?, z(t) = Ag(t). Obtenga el vector
velocidad y aceleracion y describa la geometria de la trayectoria en detalle.

1.2.3. Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas de un punto P son: la distancia r de P al origen,
el angulo 6 que forma 1 con el eje Z y el angulo @ que ya fue definido
para coordenadas cilindricas: (r,8,9). Se relacionan a las coordenadas
cartesianas por
= rsinf cosp
= rsin@sing (1.2.6)
z = rcosb

A estas coordenadas se asocia vectores unitarios y ellos son

F = (fcosp+ | sing) sin +kcosh
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Figura 1.5:La figura representa las coordenadas esféricas y los veztaméarios asociados.

6 = (Tcosp+ jsing) cosd—ksing
@ = —Tsing+|cosp
Se destaca que
k = fcosf—6sind (1.2.7)
p=T7cosp+|sing = 6cosh+rsind (1.2.8)

coordenadas vectores
r,oe, e f,0,

Tal como en el caso anterior, los vectores unitarios basicos dependen del
punto que se esté considerando y por tanto ellos, en general, varian con el
tiempo. Sus derivadas son

= @@sind+66
@@ cosb — OF (1.2.9)
= —¢(Bcosh +Fsing)

S D -
I

Con lo anterior se puede obtener expresiones para la posicion, la velocidad
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y la aceleracion en coordenadas esféricas,

rf
if 4+ rp@sin +rHo
(F 162 —r@P?sin? 0) f + (r@ +2r0 —rgP?sinfcosh) 6+

r
v

r2psint8) -
a ( rsing ) %

(1.2.10)

& Compruebe que . .
dr =fdr+6rd6 + @r sin6dg

& Considere un cono con vértice en el origen y eje que coincide con el eje Z y
cuyo angulo de apertura es 6 (es decir, las rectas sobre el manto forman angulo 6
con el eje Z). Describa en coordenadas esféricas el movimientos de un punto que
baja por el manto de este cono si se sabe que pierde altura a velocidad constante
(es decir, la coordenada z(t) satisface z= —v3) y que ademas qo = ap. Tome como
condicion inicial que el punto esté sobre el manto con r(0) =Ry y ¢(0) =0.

1.3. Velocidad angular

La velocidad angular expresa la tasa de cambio de orientacién que sufre
el vector posicién 1 cuando se desarrolla el movimiento. El concepto de
velocidad angular, @, esta ligado al origen de coordenadas que se escoja
y representa tanto la tasa de variacion de orientacion como también la
orientacion del eje en torno al cual T rota. Ella se puede expresar como
el producto cruz entre los vectores posicién y velocidad, dividido por el
cuadrado de la magnitud de T,

_ TxV

@) = e (1.3.1)

Se ilustra lo anterior con un ejemplo.

EJEmPLO: Un movimiento uniforme y rectilineo paralelo al eje X y a distan-
cia b de él es descrito por

F=bj+(x—Vvot)T = V=—vf (1.3.2)

se muestra en la figura adjunta,

b
= X — Vot =b = arct 1.3.3
X=X —VWl, y=Db, ¢=arc anm ( )
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De los datos dados en (1.3.2) y de la definicién de & se obtiene que
bVoR

R (Xo — Vot)?

(1.3.4)

Figura 1.6:Un movimiento rectilineo y uniforme. Se conocen .y v

Por otro lado, se puede calcular ¢ directamente de observar que

tang = —
4 Xo — Vot

Derivando esta relacién con respecto al tiempo se obtiene que w = ¢ vale

b \o

YT (Xo — Vot )2

(1.3.5)
gue es coherente con la expresion para la forma vectorial de la velocidad
angular.

Noétese que si se hubiera escogido el origen sobre la recta, se tendria que
b =0y se habria obtenido velocidad angular nula. «

La velocidad angular, entonces, depende del origen & respecto al cual
se define. Estrictamente ademas, la velocidad angular es un vector cuya
magnitud es d@/dt y que apunta en la direccion del eje respecto al cual
el punto en movimiento gira visto desde ese origen. Se usa la regla de la
mano derecha. En el ejemplo anterior la velocidad angular apunta en la
direccion k, y la velocidad angular vectorial en ese ejemplo es @ = wk.

Un corolario de lo anterior es que si se tiene una funcién vectorial cualquie-
ra A(t) tridimensional, la variacion de su orientacion en el tiempo es

p = A xd—'&
ATAR T dt

1.3. VELOCIDAD ANGULAR Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecénica - P 21

Si se hace el producto cruz de cada miembro de esta igualdad con A se
obtiene

. dA A9
(I)AXA:—— _,tA
dt A

Pero si A es una funcién vectorial que cambia de orientacién en el tiempo
tal que su magnitud permanece constante, entonces A-A = constante lo
que implica que A- ?j_/? = 0. En tal caso la Gltima ecuacién se reduce a

dA

i nxA <«  A-A=constante (1.3.6)

Un par de problemas:

& Considere una circunferencia de radio R en el plano XY centrada en un punto
del eje X a distancia a del origen. Suponga un punto P que se mueve con rapidez
uniforme vy sobre esa circunferencia y determine la velocidad angular de P con
respecto al origen.

& Un disco de radio Rrueda sin resbalar por un suelo horizontal (el eje de rota-
cion de la rueda es horizontal). Su centro ¢ tiene aceleracién constante & = ap/.
Encuentre la magnitud de la velocidad angular con respecto a ¢’y obtenga la ace-
leracion de cualquier punto P sobre el borde del disco, relativa al suelo. Encuentre
los vectores f y fi de la trayectoria de P como funciéon del angulo ¢ que 0P for-
ma con la vertical. Obtenga la magnitud de la aceleracién centripeta y el radio de
curvatura de la trayectoria de P.

1.4. Rapidez, aceleracion centripeta y tangencial

La trayectoria de un punto P tiene, en cada instante, un vector tangencial
f, un radio de curvatura pc y un vector A—el vector normal—que apunta
desde la trayectoria hacia el centro de curvatura asociado. Estos conceptos
permiten otra descipcién del movimiento.

1.4.1. Velocidad y rapidez

Considere la trayectoria de un punto en movimiento y sean Ay B las posi-
ciones del punto sobre su trayectoria en instantest y t + At. Si se denota
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Figura 1.7:Cada punto A de una trayectoria (curva diferenciable) ti@seciado un centro de
curvatura C y un radio de curvaturpc. El arco de trayectoriahs que describe un punto movil en
un pequefio intervaldt esAs = pcAa dondeAa es el &ngulo que subtiende tal arco desde C. La
cuerda asociada tiene una longitud que coincide con la ntadrdel vectoAT (t) =T (t +At) —F (t).

El angulo entre la tangente en A a la trayectorid\y es %Aa. En el limiteAt — 0 la tangente al
arco en A apunta en la misma direccion que la cuerda.

por As al largo del arco de trayectoria desde A a B, se define la rapidez del
punto mévil sobre su trayectoria como
As ds

v= lim —

= 1.4.1
A—0At  dt ( )

gue es una cantidad escalar. A continuacion se vera la relaciéon que existe
entre el concepto de velocidad V(t) y el de rapidez v(t). Para definir es-
tos conceptos se debe dar un sentido (arbitrario) a la forma de recorrer la
curva. Por ejemplo, si en la figura se escoge el sentido positivo hacia la
derecha, un desplazamiento hacia la derecha se describe con unds> 0y
un desplazamiento hacia la izquierda tiene asociado un ds< 0.

Se define radianes de modo que el largo Sde un arco

de circunferencia, de radio R, que tiene asociado un m

angulo a es

S=Ra (1.4.2)

R

Un pequefio arco AB de una curva se puede aproximar
a un arco de circunferencia centrada en un punto C con
algun radio pc, tal que el arco subtiende un pequefio
angulo Aa. La longitud As de un arco se relaciona al elemento de angulo
por

a

As= pcAa (1.4.3)
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La longitud de la cuerda asociada es AB = 2pcsin%“. Puesto que en el
limite de angulo muy pequefio, el seno de un angulo se aproxima por el
angulo mismo, entonces en ese limite la longitud de la cuerda es pcAa y
coincide con la longitud del arco. Este resultado sirve, en el parrafo que
sigue, para relacionar la magnitud de la velocidad con la rapidez.

Los vectores posicion F(t) y 7' (t + At) del movimiento de un punto difieren
en

AP = T(t+At)—T(t)
A (t)
~

~ V(t)At

Tomando el limite At — O se obtiene que dr(t) = V(t)dt. Pero en el parra-
fo anterior se vio que la cuerda, que en este caso tiene longitud ||AF (t)]],
coincide en el limite en que At es infinitesimal, con el arco As.

o IAr )]l

VI = M, 4
i As(t)
At—0 At
= |v(t)] (1.4.4)
es decir,
V][ = |v| (1.4.5)

De (1.4.3) también se sabe que el radio de curvatura de una trayectoria

esta dado por
ds

- (1.4.6)

Sea t el vector unitario, tangente a la trayectoria de un punto, que apunta en
la misma direccién que dr, es decir, en la misma direcciéon que V, pero no
apuntan necesariamente en el mismo sentido. Se escoge como definicion
que el vector unitario f apunte en el sentido en el cual crece el arco s(t)
recorrido, de tal modo que

V(t) =v(t)t (1.4.7)

En resumen, la velocidad es siempre tangencial a la trayectoria y la mag-
nitud de la velocidad coincide con el valor absoluto de la rapidez.
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& En un parque de diversiones hay un juego que consiste en disparar a un
blanco movil que se desplaza a velocidad constante V; a lo largo de una recta
L. Se sabe que los proyectiles salen desde el sitio D de disparo con rapidez vy. Si
en el instante en que se hace el disparo el blanco esté al pie de la perpendicular—
de largo b—que va de D a L, ¢con qué angulo se debe hacer el disparo para dar
en el blanco?

t{t+€)

Figura 1.8El vector d = f(t+¢) —f(t) dondes es un tiempo muy pequefio, es un vector que, en el
limite ¢ — 0, apunta hacia el centro de curvatura. En la figura el ved{or+ €) ha sido trasladado
al punto correspondiente al tiempo t para poder hacer lardifieia geométricamente.

1.4.2. Coordenadas intrinsecas
1.4.2.1. Losvectores fyA.

Puesto que el vector f es unitario

£.6=1 implica f% —0 (1.4.8)
es decir, el vector df /dt es ortogonal a {. La figura adjunta debiera ayudar a
ver que este vector apunta hacia el centro de curvatura. Se denominara fi—
vector normal—al vector unitario que apunta hacia el centro de curvatura.
Ya se vio que la magnitud de cuerda y arco, en el caso en que estos sean
muy pequefios, coincide y ademas se vio en (1.4.3) que ese arco es igual
al radio multiplicado por el elemento de angulo. Puesto que f es unitario, al
rotar describe un arco de radio 1 y por tanto la cuerda asociada, que tiene
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la magnitud de f, es 1 multiplicado por el elemento de angulo, es decir,
||/df|| = da. Usando (1.4.6) se obtiene que

df =dan= d—sﬁ equivalentemente at _1 A (1.4.9)
Pc ds’ pc

1.4.3. Aceleracion centripeta y tangencial

La aceleracion es la derivada de la velocidad,

s - 70O _duob)

dt dt
df = dv(t) .

El dltimo término en esta expresion es la parte de la aceleracién que apunta

tangencial a la trayectoria. Se la llama aceleracion tangencial. El primer
término a la derecha es

dt dsdf

v(t) = = v(t) o —

( )dt ®) dt ds

pero ds/dt = v(t) y df /ds=fi/pc por lo que la aceleracion se puede escribir

(1.4.11)

aM = Km—tf (1.4.12)

= En(t)+ (1)

El primer término es un vector que apunta hacia el centro de curvatura y
se lo conoce como aceleracion centripeta. El segundo es la aceleracion
tangencial.

& Demuestre que el radio de curvatura es igual a

v
Exad| |[vxd|

po= (1.4.13)

EJEmMPLO: Consideremos un punto en movimiento en un plano cuya trayec-
toria es descrita por una circunferencia:

T=Ro (Tcosp+[sing),  @=qt) (1.4.14)
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Diferenciando se obtiene
dr = Ry (—sing-+ jcosyp) dg (1.4.15)

cuya magnitud es
|dF|| = Rod@ =ds (1.4.16)

En este caso el vector tangencial es
f = —Tsing+ jcosp (1.4.17)

De aqui se puede calcular df /dsporque de (1.4.6) ya se sabe que dg/ds=
1/pc, y en el presente caso es pc = Ry, y se obtiene

A= —fcosp— jsing (1.4.18)

Para poder calcular la velocidad y la aceleracion es necesario dar la de-
pendencia del vector posicion en el tiempo. Supongamos el caso particular
en que el angulo varia linealmente con el tiempo, ¢ = wt, es decir, hay
una velocidad angular constante: ¢ = w. Entonces, tal como ya se sabe de
(1.4.7), la velocidad es tangente a la trayectoria, y en este case es

V= wRof (1.4.19)

de donde la rapidez resulta constante: v= wRy.

Se puede ver también que en este caso particular la aceleracién tangencial
es nula debido a que la rapidez es constante. La aceleracion centripeta es

an(t) = % (—Tcoswt — Jsinwt) (1.4.20)

gue apunta siempre hacia el centro. «

& Si un automovil toma una curva de 50 metros de radio (aproximadamente
media cuadra) a 24 metros por segundo, ¢cuanto vale la aceleracién centripeta?
¢ Es una fraccion de g o es mayor que g?

& Si un avidon va a dos veces la velocidad del sonido y gira describiendo un
arco de circunferencia, ¢,cudl es el valor minimo que puede tener ese radio si la
aceleracién maxima que soporta el piloto es 6g?

& Considere el movimiento de un punto que describe la trayectoria plana

r=po (Tcosp+ jsing) +1B ¢ (1.4.21)
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con ¢ = wt. Tanto pp como 3 son constantes dadas. Determine ds/d¢, y por tanto
ds/dt; calcule el vector tangente unitario f(t) en funcién del tiempo; obtenga el
vector velocidad en cualquier instante t y también calcule la aceleracion &(t) e
indique los valores de las partes centripeta y tangencial.

Figura 1.9:Un hilo ideal es desenrollado de un cilindro de radio R

& Un hilo de grosor nulo esta enrollado en una circunferencia de radio R man-
teniendo tensa la punta libre M. La parte no enrollada siempre es tangente a la
circunferencia y el punto T de tangencia esta totalmente determinado por el an-
gulo polar @. El hilo esta siendo desenrollado por medio de un mecanismo que
hace que ¢ cambie en el tiempo en la forma: ¢ = %tz, donde a es un ndmero
dado. Calcular la ecuacion paramétrica de la trayectoria del extremo M libre del
hilo sabiendo que inicialmente la parte libre era de largo L y colgaba verticalmen-
te. Obtenga las componentes de la velocidad y la aceleracién expresada con los
vectores unitarios ¢ y p. Obtenga los vectores tangente f y normal i de la trayec-
toria que describe M cuando ¢ crece. También obtenga, para cada punto de la
trayectoria el radio de curvatura.

Indicaciones: La posicion de T siempre es pr = Rp y la posicion de M puede
escribirse como By = pr —L(t) @, donde L(t) es el largo variable de T a M. También
hay que tomar en cuenta que si en un intervalo el punto T recorre una distancia s,
en ese intervalo la longitud L(t) crece en esa misma cantidad s.
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1.5. Movimientos particulares

A continuacion se presentan algunos movimientos particulares 7 (t) que se
pueden obtener a partir de datos especificos.

1.5.1. Movimiento uniforme
Un caso muy sencillo es el del movimiento uniforme. Este es aquel para el

cual la velocidad es uniforme y por tanto la aceleracion es nula, &= 0. Si
se dan como datos la posiciént =ty y que para todo instante

se puede invertir la definicién de velocidad y obtener que

Ft) = T’o+/tOtV(t’)dt’

1
= T’o-i—Vo/ dt’

to
= To+(t—to)Vo (1.5.2)

1.5.2. Movimiento con aceleracién constante

Esta vez se da como dato que la aceleracién es
at)=g

y ademas que la posicién en un instante ty es o y que la velocidad en un
instante t; es V.

Integrando la definicion de aceleracién se obtiene que

V(t)=v1+(t—t1)0 (1.5.2)

Una vez conocida la velocidad se calcula la posicién en un instante arbitra-
rio integrando una vez mas

Fit) = T’o+/t:V(t’)dt’
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1
= I_”o—i-/ (V1+g'(t’—t1)) dt’
o
2 2

= To+(t—to)Vi+ <t 0 _ (t —to)t]_) g (1.5.3)

2

Si tanto tyg como t; son nulos y V; es denotada Vp, la expresion anterior se
reduce sencillamente a

t2
r(t) :fo+tVo+Eg (1.5.4)

1.5.3. Movimiento circunferencial

\Z\

>

VXX

Figura 1.10:Un movimiento circunferencial de radiay se describe por la velocidad angular
(/)(t) = (p(t) circunf

El movimiento circunferencial general esta caracterizado por el radio fijo pg
de la circunferencia descrita por el punto mévil y por la velocidad angular
w(t) = @. En este caso los vectores posicion, velocidad y aceleracion en
coordenadas cilindricas son

Ft) = pop(t)
V(t) = pow(t)@ (1.5.5)
) = polat)e) - w?(t)p(t)]
la velocidad angular es w(t) y a(t)
wt) = o)
) = w(t) (1.5.6)

es la aceleracién angular
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La expresién para d dada arriba quedo6 naturalmente separada en un tér-
mino radial de aceleracion centripeta, —po w? P y un término de aceleracion

tangencial, poa (t) @.

1.6.

1.1

1.2

1.3

1.4

Problemas

Por la orilla se una mesa rueda sin deslizar una rueda de radio R; con
velocidad angular constante w. Esta rueda tiene pegada en forma radial
una varilla de largo Ry (R, > R;). Describa el movimiento de la punta de la
varilla (distancia R, del centro de la rueda) a medida que la rueda avanza.
Dibuje la curva (x-z) que describe la trayectoria de este punto. Dibuje la
componente horizontal, v de la velocidad de la punta como funcién del
tiempo, en particular incluya el caso en que R, = R;.

Un globo asciende desde la superficie terrestre con velocidad vertical uni-
forme vp. Debido al viento, el globo adquiere una componente horizontal
de velocidad que crece con la altura: v; = az donde a es una constante
conocida y z es la altura sobre el terreno. Escogiendo el origen de coorde-
nadas en el punto de partida determine: a) La trayectoria del globo; b) la
componente tangencial y normal de la aceleracién en funcion de la altura z

Un punto se mueve ascendiendo por el manto de un cono de eje vertical, y
vértice abajo, de tal modo que asciende a medida que gira en torno al eje:
z= A¢. El cono mismo se caracteriza por que las rectas sobre su manto
que contienen al vértice forman un angulo fijo 6 con el eje. Describa el mo-
vimiento (los vectores F(t), V(t) y &(t)) suponiendo que @(t) es una funcién
arbitraria. Calcule también la curvatura de la trayectoria como funcion de z
y de 6.

El punto de unién P entre un pistéon y

una biela de largo D se mueve a lo lar- co/
go del eje X debido a que el ciguefial
(disco) de radio a 'y centro en un punto c/8
fijo C, rota a velocidad angular w cons-

tante. En el instante t = 0 la biela esta
horizontal

(8 =0,x=D+a). a)Encuentre una expresion para la distancia x(t) entre
Py C como funcién de t.  b) Encuentre la velocidad v(t) de P. c¢) En la
expresion para v(t) considere el caso a< D y de ahi encuentre una expre-

A
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sion aproximada para la aceleracion de P. ; COmo se compara la magnitud
de la aceleracién maxima del pistén con la aceleracion del punto A?

1.5 Una barra rigida de largo d se mueve apoyada entre dos paredes rigidas,
que forman un angulo recto entre ellas.
Si el angulo 6 es una funcién arbitraria del
tiempo 6 = O(t), (a) Determine el vector posi-
cion, velocidad y aceleracién del punto medio
de la barra. (b) El radio de curvatura de una e
trayectoria se calcula como p = V3/||V x &|. d
Calcule el radio de curvatura de esta trayec-
toria. Interprete el resultado y dibuje la trayec-
toria. (c) Suponga ahora que el apoyo inferior
de la barra se mueve con rapidez constante.
Encuentre la funcion 0(t) que da lugar a ese O
movimiento.
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Capitulo 2
Dinamica

2.1. Momentum lineal, fuerza y leyes de Newton

Gal | I eO observo que cuerpos inicialmente en reposo, soltados des-
de la misma altura caen con movimiento uniformemente acelerado y esa
aceleracion es comun a todos los cuerpos. Tal aceleracion se denomina
aceleracion de gravedad. Si un cuerpo es soltado con velocidad inicial nu-
la desde una altura 7y sobre el suelo su altura posterior, como funcion del
tiempo, es g

z(t) =z— Et2

sin importar cual sea la masa del cuerpo. De lo anterior la aceleracion
resulta ser Z= —g. Deduzca que el cuerpo llega al suelo con rapidez z=
—+1/225g donde el signo menos, en este caso, expresa que la velocidad es
hacia abajo.

La cantidad de movimiento o momentum lineal p de una particula de masa
my velocidad V es
p(t) = mv(t) (2.1.1)

La masa de un cuerpo es normalmente una cantidad fija y se mide en kilo-

gramos, K vy, salvo que especificamente se diga lo contrario, se supondra
que la masa de un cuerpo es constante.

> Sin embargo hay casos en que la masa varia. Un ejemplo muy
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tipico es el de un cohete que esta expulsando parte de su masa, en
forma de gases, para poder impulsarse.

Para percibir la cantidad de movimiento se puede experimentar dejando
caer desde el reposo dos cuerpo desde la misma altura. Al recibirlos en
nuestras manos y tratar de detenerlos es necesario un “mayor esfuerzo”
cuando la masa del cuerpo es mayor. La razén de este mayor esfuerzo
reside en que para detener el cuerpo, es decir, para hacer variar su mo-
mentum lineal desde el valor que tiene hasta cero, es necesario aplicar una
fuerza.

— KEFLER NEWTON

—COPERNICG—
BRAHE
>

— GALILEO

BRUNO
SUEL ANGEL
— I

EL GRECQ,
>
BOTTICELL] REMBRANDT
- <=
CERVANTES JSBACH

LEONARDO 1> VERMEER
—=
COLON _ VIVALDI

aALDIVIA

I

1500 XV]| 1600  XVII 1700

Figura 2.1:Los afios en que vivieron algunos de los fundadores de la Ntecgralgunos perso-
najes destacados en otras areas.

Newton descubrié que la relacién general entre la variacion del momentum
(esto es dp/dt) y la fuerza total aplicada es

dﬁ(t) __ pPtotal
— = F (2.1.2)

gue se conoce como la |l ley de Newton.

2.1. MOMENTUM LINEAL, FUERZA Y LEYES DE NEWTON Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecénica - P 35

Un caso especial es que no haya fuerza alguna aplicada. En tal caso
dp/dt = 0 lo que implica que el momentum permanece constante en el
tiempo. Esto implica (masa constante) que la velocidad del cuerpo no cam-
bia y por tanto la trayectoria es rectilinea. Esta es la | ley de Newton. Un
caso aun mas especial es el de un cuerpo en reposo.

Inversamente, si un cuerpo tiene velocidad constante, entonces la fuerza
total sobre ese cuerpo necesariamente es nula.

En (2.1.2) la fuerza es la fuerza total. Sobre un cuerpo pueden estar ac-
tuando muchas fuerzas simultaneamente y el lado derecho en (2.1.2) debe
tener la suma vectorial de todas las fuerzas que estan actuando sobre el
cuerpo.

> Cuando un mozo lleva un vaso sobre una bandeja hay varias
fuerzas actuando sobre ese vaso: su peso, mg; una fuerza, llamada
normal que la bandeja ejerce sobre el vaso y que es perpendicular a
la superficie de contacto; otra fuerza, esta vez contenida en el plano
de contacto, llamada roce que impide que el vaso deslice en la ban-
deja; también el aire ejerce una fuerza viscosa sobre el vaso, porque
todo fluido (el aire, por ejemplo) tiende a frenar a un cuerpo que se
mueve en él. La lista se podria continuar (la luna, el sol etc).

La Ill ley de Newton dice que si el cuerpo A ejerce una fuerza F sobre un
cuerpo B, entonces el cuerpo B ejerce una fuerza —F sobre el cuerpo A.

> Un cuerpo en reposo sobre una mesa ejerce sobre ella su fuerza
peso F = mg, la que apunta verticalmente hacia bajo, y entonces,
segun la Il ley de Newton, la mesa ejerce sobre el cuerpo una fuerza,
llamada normal, sobre el cuerpo, la que vale N = —mg, la cual apunta
verticalmente hacia arriba. Puesto que sobre el cuerpo esta ademas
la atraccion que le ejerce la Tierra (el peso), entonces la fuerza total
sobre este cuerpo es nula, lo que permite entender porqué esta en
reposo.

Normalmente las leyes de Newton se asocian a sistemas de referencia lla-
mados sistemas de referencia inerciales. Un ejemplo de sistema de refe-
rencia no inercial es un vehiculo describiendo una curva. Un cuerpo dejado
en reposo respecto al vehiculo tiende a moverse alejandose del centro de
curvatura. Mas adelante se dira que en sistemas de referencia no inercia-
les aparecen fuerzas especiales como es la fuerza centrifuga y la fuerza
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de Coriolis. Pero en un sistema de referencia inercial no se presentan tales
fuerzas.

2.1.1. Ejemplos de fuerzas

A continuacién se hard mencion de algunas fuerzas que se utiliza en estas
notas. Las fuerzas que se describen a continuacion seran explicadas con
mas detalle mas adelante.

0 Peso. Sobre un cuerpo de masa m cerca de la superficie de la Tierra
actla una fuerza cuya magnitud es mgy apunta “hacia abajo”.

o Gravitacional. La Ley Universal de Gravitacién describe la fuerza de
atraccion gravitacional entre cuerpos masivos.

o0 Coulomb. Cargas eléctricas se repelen o atraen, segin la Ley de
Coulomb, dependiendo si tienen signo igual o distinto.

o Contacto. En cada punto en que dos cuerpos Ay B estan en contacto
sélido-solido aparece una fuerza Fag sobre A debido al contacto con
B (y lo mismo sobre B debido a A). Si se define el plano tangente al
contacto, la fuerza Fag puede ser descompuesta en forma Unica en
la suma de dos fuerza: una perpendicular al plano de contacto y otra
paralela a él. Estas dos fuerzas se denominan fuerza normal y fuerza
de roce.

e Normal. Si un cuerpo esta apoyado sobre una superficie, la su-
perficie ejerce una fuerza sobre el cuerpo que corresponde a la
reaccion debido a la fuerza que el cuerpo ejerce sobre la super-
ficie. La normal es una fuerza perpendicular a la superficie de
contacto.

e Roce. Un cuerpo apoyado sobre una superficie puede ejercer
una fuerza paralela a la superficie de contacto. Si la velocidad
relativa entre el cuerpo y la superficie es nula se tiene la fuerza
de roce estatico y si la velocidad relativa entre el cuerpo y la
superficie no es nula se tiene una fuerza de roce dinamico.

Otras fuerzas seran introducidas mas adelante. Por el momento subraya-
MOS que si un cuerpo esta apoyado en una superficie y no hay roce entre
ambos, entonces la Unica fuerza sobre el cuerpo debido a este contacto es
la fuerza normal.
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2.1.2. Ejemplo de argolla en una vara horizontal que gira

Figura 2.2:Una argolla que puede deslizar libremente, sin roce, a Igdade una varilla y la
varilla gira barriendo con velocidad angular uniformg= ¢ un plano horizontalargolia

Consideremos el caso de una argolla que puede deslizar, libre de roce,
a lo largo de una vara y esta vara gira barriendo un plano horizontal con
velocidad angular ¢ = w constante.

El problema seréa descrito con coordenadas cilindricas y los vectores base
asociados son (P, ¢, k) de tal forma que k es vertical hacia arriba.

La fuerza total de contacto sobre la argolla, igual que cualquier vector,
puede expresarse con los vectores base:

IE’cont = flfj"i' f2(2)+ 1:3R

pero la componente en la direcciéon p representaria roce—ya que es la
direccion en la que puede haber movimiento—por lo cual se debe exigir
que f; = 0. Lo que resta, f2(ﬁ+ fsk es normal a la vara y por lo tanto es
la fuerza llamada normal. Las fuerzas sobre la argolla son: su propio peso
P= —ng y la fuerza normal N que la varilla ejerce sobre la argolla. En
este caso normal quiere decir ortogonal a la varilla, por lo tanto es una
fuerza que ya se ha mencionado y que puede tener componentes en la
direccién vertical k y también en la direccién ¢. Cambiandole el nombre a
las componentes de la normal, ella se puede escribir

N = Nek+ Ny (2.1.3)

Puesto que la argolla no tiene movimiento horizontal, la fuerza total en esa
direccion debe ser nula, es decir, Ngk+ P = 0, que implica: Ny = mg

Las condiciones que definen el movimiento son

o)=w,  pO)=p.  p0)=0 (2.1.4)
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y, puesto que el movimiento ocurre en un plano horizontal, la aceleracién
tiene la forma (ver (1.2.4)),

a=(p—p@’) P+ (200+p0) ¢ (2.1.5)

El plantear la Il ley de Newton en coordenadas cilindricas se puede separar
en una componente radial y otra en la direccion de ¢ lo que da lugar a dos
ecuaciones escalares

m(20w) = Ny (2.1.6)
p—w’p = O (2.1.7)

Al integrar la segunda ecuacién se obtiene

p(t) = po cosh wt) (2.1.8)

gue da la forma explicita del movimiento a lo largo de la vara. Este resul-
tado implica que p cambia con el tiempo y su variacion esta relacionada a
un coseno hiperbdlico. Esto implica, de (2.1.6), que N, no es nulo.

Al usar la forma de p(t), obtenida en (2.1.8), en (2.1.6) se obtiene la expre-
sion para Ny,

Np = 2mw? po Sinh(cwt ) (2.1.9)

Lo que se ha deducido es que la argolla se mueve deslizandose hacia
afuera de la argolla. Su distancia al centro de giro: p(t), aumenta exponen-
cialmente con el tiempo (en efecto, para tiempos muy grandes coshwt) ~
Leat),

Si se intenta reproducir la situacién descrita en un experimento real debe-
mos tomar una argolla y una vara tal que haya roce insignificantemente
pequefo entre ambos. Con un motor controlado automaticamente se man-
tendria uniforme la velocidad angular w. Descubririamos, sin embargo, que
llegaria un momento en que el motor no seria capaz de mantener contante
la velocidad angular, porque la fuerza normal que debe ejercer sobre la
argolla es demasiado grande ya que la componente N, crece exponencial-
mente.
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2.2. Muchas particulas

Se considera un sistema de N particulas puntuales de masas m,, a =
1,2,...,N, de posiciones Iy, velocidades V, y aceleraciones d,. La suma
de las masas se denotara M

M=S ma (2.2.1)
k=1

y G sera la forma para designar el centro de masa. La posicion y la veloci-
dad de G son

- 1 X
= — ¢ 2.2.2
Re M k;rrhra (2.2.2)
- 1 X
Ve = Mk;ma A (2.2.3)
Cada particula satisface una ecuacién de Newton
dvy .
= — F
my at 1
dv, L
£ — E
m at 2
N -
2 — F
my at N
(2.2.4)
que, al sumarlas dan
dV, _
Md—tG — Ftowl donde (2.2.5)
— N —
Frol — S Fa (2.2.6)
K=1

es decir, la variacién del momentum total del sistema esta dado por la
fuerza total que actla sobre el sistema. Vamos a ver, un poco mas abajo,
que esta fuerza total se debe exclusivamente a fuerzas externas al sistema.

La fuerza que ha sido llamada F; es la fuerza total sobre la a-particula y
puede descomponerse en la suma de las fuerzas que le ejercen las otras
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particulas del sistema, que llamaremos Fgm y la suma de las fuerzas exter-
nas f&! que acttan sobre la particula a,

Fo= ot £t (2.2.7)

A suvez ﬂ{“ esta compuesta de las fuerzas Fa, que cada particula b ejerce

sobre a,
N

fint — Fab (2.2.8)
b=1b+#a

donde automéaticamente la fuerza que una particula ejerce sobre si misma
es nula,

Fop=0 (2.2.9)

Siempre se va a suponer que la fuerza Fyp, entre dos particulas puntuales
es paralela a la linea que une ambos puntos.

A continuacién se argumenta, a partir de (2.2.6), que las fuerzas internas
no contribuyen a la fuerza total. En efecto, al calcular la contribucion de las
fuerzas internas se tiene

> fint — S Fab (2.2.10)

pero por cada sumando Fy, hay otro que es Fy, Y el principio de accién y
reaccion establece que R, = —Fap, [0 que hace que la suma anterior sea
nula. En resumen,
Froel = 5 £ (2.2.11)
a
y por tanto la ecuacion de movimiento para el centro de masa G del sistema

es

dV _ Fext _ Pext
M= = ; fex=F (2.2.12)

Corolario: si sobre un sistema de particulas no estan actuando fuerzas
externas, el centro de masa se mueve con velocidad uniforme.

& Estudie el movimiento del centro de masa del sistema compuesto por dos
particulas masivas unidas por un hilo, que rotan en torno a su centro de masay
estan en vuelo libre en presencia de gravedad g.
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2.3. Momento Angular y Torque

2.3.1. Ecuaciones generales

Asi como el momentum lineal es una medida de la cantidad de movimiento
de traslacion, el momento angular, /s, es—en cierto modo—la cantidad
de movimiento de rotacién en torno a un punto ¢'. Formalmente se define
como la suma de los productos cruz entre las posiciones y los respectivos
momentos lineales

t) = Z?a (t) x Pa(t) (2.3.1)

Por ejemplo, en el caso de la figura 1.6 (caso de una sola particula), F =
bj +ivot y el momentum es = mwf, por lo que el momento angular del
ejemplo es /s = —mbyk.

& Calcule el momento angular ly de una particula que gira con velocidad angu-
lar uniforme en torno al punto ¢ describiendo una circunferencia de radio R.

Por su propia definicién el momento angular de una sola particula “1” apun-
ta en una direccién que es perpendicular al plano que definenry y p;. Esta
direccion esta relacionada al eje de giro del punto movil con respecto al
punto ¢ en un instante determinado. En general la direccién de ese eje va
cambiando con el tiempo.

> Se tiene dos ruedas de bicicleta de igual geometria —montadas
sobre ejes fijos—girando a igual velocidad angular. La primera es una
rueda normal mientras que la otra tiene plomo en lugar de aire en su
camara. Al tratar de detenerlas se notara que se requiere de mas
esfuerzo para detener a la rueda con plomo. Esto se debe a que es
mas dificil llevar hasta cero el momento angular de un objeto que
actualmente tiene momento angular mas grande.

Si se toma la derivada con respecto al tiempo del momento angular, y se
supone que las masas son contantes, se obtiene

dl,

a2

a

M -5 dra 5.+ S Fax % 2.32)

El primer término del lado derecho es cero porque cada sumando es pro-
porcional a Vy x Vi, y el Ultimo término se puede escribir sencillamente
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Ta X PBa, €S decir,
dﬁg

Za x Flowl (2.3.3)

Para escribir esta Ultima expresion se hizo uso de la segunda ley de New-
ton, (2.1.2). El lado derecho de la expresiéon anterior es lo que se conoce
como torque total T, que producen las fuerzas F, sobre el sistema de par-
ticulas,
7 total T’ Iftotal (2.3.4)
Z A 3.

y por tanto

dlo(t) - tom (2.3.5)

gue quiere decir que la variacion del momento angular se debe a la accion
del torque total que actlia sobre el sistema.

Para estudiar la dinamica del momento angular se debe ver el valor del
torque total y la forma de descomponerlo. El torque total T, es la suma del
torque de las fuerzas externas y el de las fuerzas internas. Demostremos
gue este Ultimo es nulo. Como la suma no depende del nombre de los
indices, se la puede escribir intercambiando el papel de ay b. Luego se
suma ambas sumatorias y se divide por dos,

Tgt - %ra X Ifab
a

l — =3 l _ —
= E%raXFab—f— E;I’bXFba
= 2% ?b X Fab (2.3.6)

es decir
%zZQX@t (2.3.7)

El torque total sobre un sistema depende tan solo de las fuerzas que son
externas al sistema.

> Los frenos, en un vehiculo ejercen torque sobre las ruedas, el
motor también.

Si para un sistema el torque de la fuerza total es nulo, entonces el momento
angular tiene derivada temporal nula, es decir, es constante.
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Si para un sistema el torque no es nulo, pero una de sus componentes es
nula todo el tiempo, entonces la correspondiente componente del momento
angular es constante.

2.3.1.1. Del péndulo esférico al péndulo cénico

Figura 2.3:Para describir un péndulo esférico es conveniente escdgejeeZ apuntando en el
mismo sentido qug.

Siuna masa puntual pende de un hilo de largo R, cuyo otro extremo esta fijo
se tiene, en general, un péndulo esférico. Bajo condiciones iniciales parti-
culares puede comportarse como un péndulo plano (el hilo barre siempre
un mismo plano vertical) y puede ser también un péndulo cénico cuan-
do la masa describe una circunferencia con coordenada cilindrica z fija o,
equivalentemente, con coordenada esférica 6 fija. En la figura adjunta se
ha escogido coordenadas esféricas con el polo norte abajo para lograr asi
que 6 describa directamente la desviacién del péndulo con respecto a su
posicion vertical en reposo.

La fuerza total sobre la masa es la suma de su peso y de la tensién del
hilo. En coordenadas esféricas T = —Tf y la aceleracién de gravedad, de
acuerdo a la figura, es

g=g(f cosd — 6 sino)

Se aprecia que la fuerza total no tiene componente a lo largo de @, lo que
quiere decir que la componente de la aceleracion dada en (1.2.10) debe
ser nula, esto es,

d -
m (RRosinf8) =0
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gue implica que existe una constante /3y

l3

¢

Figura 2.4:Un punto material en el extremo de un hilo de largo R gira en tiagectoria circun-
ferencial de radigo. El otro extremo del hilo esta fijo. Este sistema es un pénclbmico.pconico

Si /3 no es nulo, esta relacion implica que 6 no puede anularse porque
eso daria que @ — . Si se puede afirmar es que la rapidez es muy gran-
de cuando el péndulo pasa por puntos en que el angulo 6 es muy chico.
La ecuacion de movimiento es reductible entonces a solo dos ecuaciones
escalares: las componentes f y 0:

~mR(6?+¢?sin?8)  =mgcosd — T
N : (2.3.9)

mR(6 — ¢?sinfcosf) = —mgsind

Un péndulo cénico , tal como se aprecia en la figura adjunta, es “cénico”

cuando el punto masivo gira describiendo una circunferencia. En tal caso

el angulo 6 permanece en una valor fijo 6.

Se quiere responder a la pregunta ¢, bajo qué condiciones un péndulo esfé-
rico tiene movimiento conico? De (2.3.8) se obtiene que en el caso actual
@ es constante, y se denominara w porque es la velocidad angular del
péndulo que gira en torno al eje vertical. Dados Ry g ¢ puede tenerse un
péndulo cénico para cualquier valor de w?
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La segunda de las ecuaciones (2.3.9) se reduce a
Rw?’cosfp=g = cosby= 9 sing=i/Re- g (2.3.10)
%~ Rw? °"R w? e

Puesto que un coseno debe tener médulo menor que la unidad, se debe

cumplir que
g
> [= 3.
w > \/; (2.3.11)

No es posible un péndulo cénico con velocidad angular menor que esta
cota. Dada una velocidad angular w superior a tal cota, el péndulo debe
ser lanzado formando un angulo con la vertical exactamente como el que
se daen (2.3.10).

En resumen, el sistema descrito constituye un péndulo cénico tan solo si la
velocidad angular se relaciona con el angulo 6 que el hilo forma con la ver-

tical por medio de (2.3.10). El radio de la circunferencia es p = {/R%2 — 3,—24

2.3.1.2. El péndulo simple

Figura 2.5:Un péndulo consta de un hilo de largo R fijo en un extremo a utop@nEn el otro
extremo hay una masa puntual m.

Consideremos un péndulo plano como el de la figura adjunta. Este consiste
en una particula puntual de masa m, unida al extremo de un hilo cuyo
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otro extremo esta fijo en un techo que tomaremos como el punto &. El
movimiento ocurre en un plano. En este ejemplo el torque se debe a la
fuerza peso, = pcosb — 6sin6 y ¥ =Rp,

Ty = Tx(mg)
= —mRgsin6k (2.3.12)

donde Res el largo del hilo. El momento angular, por otro lado, es sencilla-
mente ¢, =T x V=mR 8k porque V= RO6. De aqui que (2.3.5) implique

6——Ising (2.3.13)
R
Esta es la ecuacién de movimiento de un péndulo de largo R. El movimiento
no depende de la masa de la particula que hay en el extremo del hilo. Esta
ecuacion supone que el hilo esta siempre tenso, lo que podria no ocurrir si
el movimiento excede 6 = 11/2.

Si las oscilaciones son pequefias, 6 < 1, se puede hacer la aproximacion
sinf@ ~ 0 y la ecuacién queda

6=—20 (2.3.14)

2.3.1.3. Uso de coordenadas esféricas: movimiento en super  ficie co-
nica

Consideremos una superficie conica con eje vertical y vértice abajo. El
vértice se escoge como origen. Una particula P de masa m desliza sin
roce por la superficie interior del cono bajo los efectos de la gravedad.

Se desea plantear las ecuaciones de movimiento en coordenadas esféri-
cas, las propiedades del momento angular y reducir el problema a uno para
la coordenada esférica r(t). La coordenada 6 es constante ya que ella es
el angulo entre el eje y cualquier generatriz del cono.

No hay mas fuerzas que el peso y la normal:

mg = mg(—Ffcosd+Bsing)

—

N = —N6 (2.3.15)
En este caso particular la aceleracion en coordenadas esféricas es
. Lo 8% -
d= (F—r¢?sinf6)f —r¢?sinfcosh 6+ IL—sinf ¢ (2.3.16)

r
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Figura 2.6:Un punto se mueve apoyado en el interior de una superficiecadte eje vertical y
vértice abajo.

Puesto que la fuerza total no tiene componente a lo largo de (Z) esa com-
ponente de la aceleracion debe ser nula, lo que se reduce a %(rzfp) =0, es
decir, lo que hay en el interior del paréntesis es una constante

o

5 - _ )
r“Qp=cte 0 bien =
¢ ¢ mr2 sin@

(2.3.17)

donde /y es la magnitud del momento angular. En efecto, si se calcula el
momento angular se obtiene

{=mif x (Fi + @resin®) = —mr’@sing (2.3.18)
que, por lo que se ha dicho, es un vector de magnitud constante:

~

7 =10,6

La ecuacién de movimiento a lo largo de f es
F —r @?sin® @ = —gcosH (2.3.19)

Reemplazando en ella la expresion para ¢ se obtiene

2
= % —gcosf (2.3.20)

que es una ecuacion dificil. Hay un caso sencillo e interesante que co-
rresponden a o6rbitas circunferenciales horizontales de radio ry. Para estas
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soluciones r es contante y también ¥ = 0 por lo que el lado derecho de la
Gltima ecuacién debe ser nulo, implicando que

2
< o

H ™ m2gcosh

2.3.2. El centro de masay el momento angular

Figura 2.7:El vector posiciorf de una particula k se puede descomponer en la suma del vector
posicion del centro de masRg, Yy el vector posicion de k desde el centro de maga,

Se define las posiciones g, desde el centro de masa,

—

Ba=Ta—Rg (2.3.21)

de velocidad con respecto al sistema CM es

Ba=Va—Ve (2.3.22)
& Demuestre que
N
Z MaPa=0 (2.3.23)
K=1

A veces también es Util la derivada temporal de la relacién anterior,

Y Mafy =0 (2.3.24)
k=1
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En §2.2 también se definid el momento angular total del sistema y se vio
que obedece a la ecuacion

dééf =Y Fax foxt (2.3.25)
a

El torque total sobre un sistema depende tan solo de las fuerzas externas al
sistema. El momento angular del sistema con respecto a su propio centro
de masa es

N
a=1

Sin embargo, si en la Gltima expresién se hace el reemplazo Vi = Vg + P,
la forma de /g se puede simplificar porque Vg queda fuera de la sumatoria
(no depende de a) y (2.3.24) asegura que ese término no contribuye a lo,
concluyéndose que

N :
lg = Z MaPa X Py (2.3.27)
El momento angular 7, también se puede escribir
o = 3 m(Rotm) < (Vo )
lo = Ma (Re+Pa ) x (Vo + P
= MRgxVg+ Z MaPa X Py (2.3.28)
a=1

Para obtener la Ultima expresion se hizo uso de (2.3.23) y de (2.3.24). El
primer término del lado derecho es el momento angular del sistema como
un todo con respecto al punto &, y sera denotado /, ¢

75% =MRg x Vg (2.3.29)
mientras que el Gltimo término es /g. De aqui que

lp=10,C+75 (2.3.30)

La ecuacién de movimiento para cada cuerpo b de masa my, del sistema es

—

m;lzjb:ﬁb—rTbRG
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Derivando (2.3.27) con respecto al tiempo se obtiene
lo=" Pox <Fb—mo|E\SG)

La dltima suma contiene ¥ myP, = 0 por lo que el resultado es

dls <. =
at %Pb x Py
= Tg (2.3.31)

Se puede anotar también que

= o4 (2.3.32)

La ultima linea define la notacion.

El torqgue del peso respecto a G: Este se calcula como

=3

Ic = Zmal_ja>< g
a
=0 (2.3.33)

La suma anterior se anula debido a (2.3.23). Ya que 7 = 0 entonces s es
constante si el peso es la Unica fuerza externa.

Un caso particular es el del deportista que se lanza desde un alto tablon
a una piscina para, después de algunas volteretas, clavarse en el agua en
forma perfecta. Un vez que esta en vuelo su momento angular no puede
cambiar. Tan solo alargando o acortando su cuerpo y moviendo sus brazos
puede controlar su velocidad angular, pero llega al agua con el mismo I
gue se dio en el momento de despegar del tablén. Los gatos hacen algo
parecido para caer siempre de pié.

Lo anterior puede prestarse a confusion cuando se tiene un sistema con
fuerzas de contacto. Por ejemplo, si se piensa al sistema de la figura 2.5
como una barra ideal sin masa con una particula en cada extremo (es
decir, como un sistema de dos particulas y no una sola), esté la fuerza del
peso sobre cada unay se vid en aquel caso que el torque causado por el
peso es el que determina la dinamica del sistema.
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2.4. Sistemas de dos particulas: masa reducida

En general las ecuaciones para un sistema de dos particulas se puede
escribir

d?r; _ -

my W = F12+ f]_ (241)
d2r _ -

mp WZZ —Fio+ f2 (2.4.2)

Ya se sabe que la suma de ambas ecuaciones da la dinamica del centro
de masa, ecuacion (2.2.12).

Si se define el vector de posicion relativa y la masa reducida u por

S S m My
Pp=T1—To=pP1— P2 = (2.4.3)
entonces la ecuacion (2.4.1) multiplicada por my/(m; +my) queda
u(Br) = o (Pt i) (2.4.4)

si a esta ecuacion se le suma (2.4.2) multiplicada por —my/(my +my) se
obtiene ) M my

o J = fi— f: 2.45
Hp=Fuot o - (2.4.5)

Esta ecuacion es equivalente a la ecuacion de una sola particula de masa
Uy posicion g.

> EIl problema de dos particulas se reduce al problema del movi-
miento del centro de masa y a la ecuacion (2.4.5) para el movimiento
relativo.

En el caso usual en que fz = m,d la ecuacién anterior se reduce a
up = Fi caso especial (2.4.6)

gue es una ecuacion en la que no interviene sino las fuerza entre las par-
ticulas.

El momento angular con respecto a G puede también ser escrito usando p
y la masa reducida u. Para lograrlo se debe observar primero que g, p1 y
P2 son paralelos y satisfacen

Pi=tp. B

U
Ll 2.4.7
- —y (2.4.7)
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Entonces

1 X
= uUPpxpP (2.4.8)

2.5. Fuerzas centrales

25.1. Laidea

Una fuerza se dice central, con centro en el punto &, si el valor de esta
fuerza en un puntor es
F=f(rf (2.5.1)

donde T es el vector posicion desde ¢ del punto donde se define la fuerza,
r=|F|| y f=r/r. La magnitud f(F) = f(r, 08, ¢) de la fuerza es una funcion
escalar cualquiera que en los casos mas importantes solo depende del
escalarr.

Como pronto se vera, importantes fuerzas de la naturaleza son centra-
les, tales como la que describe la Ley de Gravitacion y también la Ley de
Coulomb entre cargas eléctricas. En ambos casos f solo depende de r (no
depende ni de 6 ni de @), en cambio en el ejemplo del péndulo recién des-
crito, la tension del hilo es una fuerza con centro en el punto fijo al techo
gue también depende del angulo ¢.

El torque 14, en el caso en que la fuerza total sobre una particula es una
fuerza central, es nulo, porque 175 =T x (f(r)f) = 0 ya que se trata del pro-
ducto cruz entre dos vectores paralelos. De esto y de (2.3.5) se concluye
gue en un caso asi
di
.
es decir, el momento angular permanece constante, #(t) = /.

0 (2.5.2)

Pero si / es constante, y puesto que ¢ =T x p, el plano que definen los
vectores 7'y p permanece fijo, es decir, el movimiento trascurre en un plano
fijo.

Resumen: si la fuerza total sobre una particula es una fuerza central, con

centro en ¢, el momento angular /s es constante en el tiempo y el movi-
miento es plano.
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Figura 2.8:Si el momento angular se conserva, entonces areas barritlgigmpos iguales son
iguales.

2.5.2. Corolario: segunda ley de Kepler.

Veremos que si se conserva el momento angular, la linea que une al punto
¢ con el punto que define el vector posicion 1(t) barre areas iguales en
tiempos iguales. Para demostrarlo hay que recordar que si se tiene dos
vectores &y b definidos a partir de ¢, la magnitud del producto &x b es igual
al area del paralelégramo que definen ay b. Si la posicién de la particula
en uninstante t es r'(t), en un pequefio instante posteriort+eesr(t+¢) =
r(t)+ s%’ =T(t)+€V(t). El &rea barrida en este lapso infinitesimal € es la
mitad del area del paralelégramo (porque es el area de un triangulo), es
decir, esta area infinitesimal vale dS= %H?(t) x (F(t)+€V(t))| que resulta

ser dS= £||F(t) x V(t)|| que es dS= s%. El infinitesimal € es un elemento

de tiempo dt, y de aqui que la conclusion sea que

ds |||
g 253
dt  2m ( )

En palabras, la expresion anterior dice que el area barrida por r(t)—a me-
dida que la particula se mueve en su orbita—no depende de t y es pro-
porcional a la magnitud del momento angular. Si la expresién anterior se
integra entre dos instantes arbitrarios t; y t, de la historia de la particula, el
resultado es

7
S— % (tb—to) (2.5.4)

Es decir, el tiempos iguales (t, —t1) se barren areas iguales Sp».
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2.6.

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

Problemas

Considere el movimiento de un proyectil lanzado desde (x =0, y = 0) con
velocidad inicial V = (fcosf + | sinB) vy y aceleracion de gravedad g = —gj.
a) Determine la trayectoria y(x), la rapidez v(t) en todo momento y el vector
tangente unitario . b) Si el proyectil ha sido lanzado desde la base de un
plano inclinado (dngulo o y a < 8), determine el angulo 6 éptimo para que
el proyectil golpee al plano lo mas lejos posible.

Una cuerpo comienza su movimiento (sin roce) desde la cuspide de una
esfera fija de radio R con rapidez vy. Determinar donde el cuerpo pierde
contacto con la esfera.

Por un riel circunferencial en posicion ho- F
rizontal de radio R avanza un cuerpo C;

de masa m, arrastrando a un cuerpo C, de -

masa mp con un hilo de largo Ry/2. El cuer-

po C; es movido por una fuerza de magni- 2

1

tud F conocida y fija que es siempre tangencial a la circunferencia. En el
instante t = 0 los cuerpos parten desde el reposo y en ty completan una
vuelta. a) Calcule la tension del hilo en ese intervalo. b) En el instante tg
se corta el hilo y sobre C; continua actuando la misma fuerza. Obtenga el
instante t; en el cual C; alcanza a C,.

En una vara horizontal de largo D hay un
anillo de masa m; que puede deslizar por

la vara sin roce alguno. De este anillo sa-
le un hilo en cuyo extremo pende un punto
de masa my, es decir, se tiene un péndulo -
simple que no tiene un punto fijo, sino que
éste desliza en una vara horizontal. Encon-
trar una expresion para la tension del hilo
en funcion del angulo @y de ¢.

En la situacion de la figura se tiene una
rueda de masa total M y radio Ry enfren-
tando un peldafo de altura a. Determine
la minima fuerza horizontal F que se debe
aplicar para que la rueda supere al pelda-
fo.

Una particula P de masa m se mueve por la superficie interior de un cono
de eje vertical, angulo 6 y vértice abajo. Si sobre P actua una fuerza que,
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expresada en coordenadas esféricas, es F = —yr f, determine las ecuacio-
nes de movimiento de P en coordenadas esféricas y obtenga una expresion
para su velocidad. Datos iniciales: r(0) = Ry, ¢(0) = w, r(0) = 0.

2.7 Resuelva el caso de una argolla de masa m en
una varilla que gira con velocidad angular uniforme:
¢ = w siempre formando un angulo 6 con la vertical.
No hay roce entre ambos. Tome como condiciones
iniciales que z(0) = zp y que z(0) = 0. Si la varilla gi-
ra muy lentamente la argolla cae hacia ¢. Describa Z
todas las situaciones posibles, desde velocidad an-
gular muy pequefia hasta muy grande y escriba el
valor de la velocidad angular critica para decidir si @)
cae o sube.

Indicacién: usando coordenadas cilindricas se puede ver que la varilla apunta en la
direccién unitario f = Rcos@+f)sin9. La fuerza total es la suma del peso, fmgz yla
fuerza normal, que inicialmente se debe escribir con un vector general perpendicular
a f. Demuestre que la fuerza normal entonces es de la forma: N = (ﬁNq,Jr (Rsine —
pcosB)Nn. Una vez que se tiene las fuerzas, la ecuacion de movimiento (Il ley de
Newton) puede ser escrita y descompuesta en tres ecuaciones escalares. Hay que
tomar en cuenta que la argolla solo se puede mover a lo largo de la varilla, es
decir, siempre se debe satisfacer p(t) = z(t) tan (*). En estas ecuaciones escalares
aparecen las cantidades desconocidas N, y Ny, pero si se usa (*) se puede obtener
una ecuacion libre de estos coeficientes. Tal ecuacion entonces se puede integrar y
se obtiene z(t). A partir de ahi el problema es muy sencillo.

2.8 Hay un hilo enrollado alrededor de un ci-
lindro. El eje del cilindro es horizontal, su
radio es Ry la altura desde el suelo al eje
es L. En el instante inicial esta desenrolla-
da una parte del hilo, de longitud D, la que
se mantiene tirante y horizontal, ¢ = 0. En
esa punta del hilo hay un cuerpo de masa-
m. Este cuerpo se suelta desde el reposo
y a medida que cae el hilo se va enrollan-
do. a) Determine la tension del hilo como
funcion del angulo @. b) Dé la forma de la
aceleracién y determine el radio de curva-
tura. Interprete.

Indicacién: Conviene tomar el origen en el eje del cilindro y escribir el vector posicion
del cuerpo como la suma de los vectores posicion del punto P de tangencia del hilo
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2.9

2.10

2.11

2.12

(e enla direccion p) y el vector que apunta en la direccién del hilo y que es tangente
al cilindro, en la direccién @.

Desde el punto de vista del momento angular estudie el péndulo cénico
descrito en la seccion 2.3.1.1. Haga su estudio en dos casos: (a) cuando el
origen ¢ para definir el momento angular y el torque esta al centro de la cir-
cunferencia que describe la particula y (b) cuando ¢ se escoge en el punto
en que el hilo se une al techo. En ambos casos escriba el vector posicion de
la masa m usando los vectores unitarios asociados a coordenadas coénica,
obtenga la velocidad, calcule el momento angular y el torque y compruebe
que (2.3.5) se satisface.

Un astronauta de masa m se aleja de su nave unido a ella por una cuerda,
pero impulsado por sus propios cohetes. Debido a que se le acaba el com-
bustible debe ser traido de vuelta recogiendo la cuerda. Esto se comienza a
hacer cuando la cuerda esta tirante, tiene una longitud extendida R, desde
la nave y la velocidad angular del astronauta, respecto a la nave, es Qq. La
cuerda comienza a ser recogida con rapidez constante vp. Suponga que no
hay complicacion alguna en el momento de comenzar a recoger la cuerda.
a) Encuentre la rapidez del astronauta en funcion de la distancia a la nave.
b) Si se sabe que la cuerda soporta una tensién maxima 27m R)Q% antes
de cortarse, determine a qué distancia de la nave se encuentra el astronau-
ta en el momento en que la cuerda se corta. Nota: la nave tiene masa tan
grande que para todos los efectos de este problema puede tomarse como
un punto fijo.

Un péndulo plano de largo Ry masa m es liberado desde su punto mas
bajo (¢ = 0) con una velocidad angular ay. No alcanza a llegar a la ctspide
(altura 2R medida desde el punto mas bajo) porque cuando ¢ toma el valor
@v el movimiento deja de ser circunferencial. Obtenga una expresién para
cosgy en funcibndem, g, apy R.

Sobre un plano horizontal esta apoyada una cufia de masa M y sobre la

resorte (k,Do)

cufia hay un cuerpo de masa m. Despre-
ciando todos los roces, determine el movimiento de este sistema si inicial-
mente ambos cuerpos estan en reposo.
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Fuerzas especificas y
movimiento

3.1. Ley de Gravitacion Universal

3.1.1. Laley

]Lra. terCera Iey de Keplerdicequeel cubo de

la distancia media, R, de un planeta dividida por el cuadrado de su periodo,
T, es la misma constante para todos los planetas, es decir para cualquier
planeta a el cuociente

RS
T_a2 =k Kepler enuncié sus dos primeras leyes en
1609, mientras que la tercera es de diez afios
después, 1619. Isaac Newton se basé en la
tercera ley de Kepler para afirmar en 1666
que existe una fuerza de atraccion gravitacio-
nal que es proporcional al inverso del cuadra-
do de la distancia entre los dos cuerpos.

da un valor k que no depen-
de del planeta. Kepler estable-
cio que las orbitas son elipses.
También establecio la ley (2.5.3)
que sabemos que significa que
el momento angular se conser-
va.

Esto Ultimo sugiere que la dindmica de los planetas esta gobernada por
una fuerza central. Si la fuerza es central de la forma f(r)f, la Gnica acele-
racion que sufren los planetas es la centripeta, descrita en (1.4.12). ¢ Qué
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forma tiene tal ley de fuerza?

Aun cuando los planetas se mueven en Orbitas elipticas, éstas son muy
poco excéntricas, es decir, son casi circunferenciales. La velocidad media
del planeta a es practicamente su velocidad real todo el tiempo, y se puede
estimar dividiendo el camino recorrido en una orbita: 2R, por el tiempo T,
que tarda, es decir, Vo = 2R,/ Ta. Se sabe, ver (1.4.12), que la aceleracion

centripeta a es de magnitud V2/Ra,

2
a8 _ 1 <2nRa> _ ATPR, 4T RS 4k (3.1.1)

"R\ Ta 2 ORTZ R
Con la ultima expresién a la derecha se ha podido escribir la aceleracion
centripeta en términos tan solo de la constante 47k y de la distancia al
centro de fuerza (distancia al sol). Por tanto, la magnitud de la fuerza sobre
el planeta a tiene que estar dada por esta aceleracion multiplicada por la
masa del planeta y tiene que apuntar hacia el centro,

g _4n2k|v|aA

=———7 3.1.2
=R (3.1.2)
El planeta Jupiter tiene muchas lunas y ese sistema se comporta como un
sistema solar autbnomo. Cuando se estudio si la ley de Kepler (3.1.1) se
cumplia para ese sistema se obtuvo que se cumple, pero la constante k que
resulta es otra. Hoy sabemos, gracias a la ley de gravitacion universal de
Newton, que esa constante k es proporcional a la masa del objeto masivo
gue crea la fuerza central (el sol en un caso y Jupiter en el otro).

El argumento dado al comienzo, en torno a (3.1.1), tiene sentido tan solo
si la drbita es circunferencial o muy préxima a serlo. Pero la conclusion de
ese caso particular, ayuda a entender como se puede llegar a concebir la
ley de validez universal que ahora se introduce.

La ley universal de gravitaciéon enunciada por Newton dice que la fuerza de
atraccion que ejerce un punto material de masa mp sobre un punto material

de masa mg es
Ma Mg ;

Fobre 8= —G 5 (3.1.3)
'AB
donde f es el vector unitario que apunta desde el centro A de fuerza ha-
cia B.
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La constante universal de gravitacion G vale

(3.1.4)

@)

Figura 3.1:La fuerza de atraccion gravitacional que A ejerce sobre Baalpla arg —T'a.

Esta misma ley se puede también escribir utilizando vectores posicion ra y
's respecto a cualquier origen ¢. La fuerza sobre B debido a A es

Ma Mg

Fea= -G ———
oA [Fs —Fal[®

(s —Th) (3.1.5)

El movimiento que se deduce con esta fuerza, en particular el movimiento
planetario, sera discutido mas adelante.

3.1.2. Aceleracion de gravedad

De acuerdo a (3.1.3) la magnitud de la fuerza que la Tierra ejerce sobre un

cuerpo de masa mes
Mm

F=G——— 3.1.6

(R+h)? ( )

donde M es la masa de la Tierra, R es su radio al nivel del mar y h es
la altura sobre el nivel del mar que esta el cuerpo de masa m. Siempre
se identifica esta fuerza con el producto mg,, por tanto, la aceleracién de

gravedad resulta valer

GM GM GM 1 GM(l 2h>

% (R+h)? R2(1+%)2 R 1420 R R (3.1.7)
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gue depende de la altura h. En el calculo anterior se ha supuesto que la
altura h es mucho menor que el radio de la Tierra, h < R El radio de la

Tierra es |R=6,3710m | lo que garantiza que la aproximacién hecha es
excelente aun si h es la altura del monte Everest (hgyerest =~ 8,810°m).

Se llamaré g a la aceleracion de gravedad al nivel del mar. Puesto que la
masa de la Tierra es|M = 5,98 1G*Kg | resulta

GM m
gozﬁ:9>8_

= (3.1.8)

El semieje mayor de ladrbita terrestre vale a~ 1,5 x 101Km.

& Demuestre que la aceleracion de gravedad en Santiago difiere en menos del
1% de go.

3.2. Fuerza elastica ideal

3.2.1. Generalidades

A D(

r P

Figura 3.2:Un resorte con un extremo en A tiene en su otro extremo P una mas

El tipo de problemas que se va a abordar en esta seccién tiene un grado
de aplicabilidad que va mucho mas alla de lo que podria aparentar. Super-
ficialmente esta seccidn trata de una particula de masa men el extremo de
un resorte cuyo otro extremo esta fijo en un punto que se ha designado A
en la figura adjunta. Lo que se estudia es cémo oscila este sistema pero
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los resultados que se obtiene son generalizables a todo tipo de sistemas
elasticos.

La fuerza que ejerce un resorte ideal de largo natural Dy sobre un cuerpo P
depende linealmente de la deformacién (alargamiento o acortamiento) que
sufre el resorte y es proporcional a la constante elastica k del resorte,

—

Fe=—k (D(t) — Do) f (3.2.1)

donde, D(t) = ||F—Tal| es el largo actual del resorte y f es el vector unitario
en la direccion del resorte,
r—Ta

Fm A
[ —Tall

(3.2.2)
En particular si A es el origen, es decir TA =0,y f = ﬁ La diferencia
D(t) — Do se suele denominar la deformacion.

Un resorte se dice duro si su constante k es grande y blando en el otro
extremo.

La ley de Hooke se refiere a sistemas en los que, al ser sacados de su
posicion de reposo (o posicion de equilibrio), aparece una fuerza que es
proporcional a la deformacion, tal como en (3.2.1). Esta ley es aplicada en
los més variados contextos. Cuando una cuerda de guitarra es sacada de
su posicién de equilibrio (es pulsada) aparece una fuerza que, de alguna
manera, puede ser asimilada a (3.2.1). Al deformar levemente cualquier
cuerpo sélido aparece una fuerza elastica para restituirlo a su posicién ori-
ginal. Como se ver4, (3.2.1) conduce a una dinamica tipicamente oscilante,
aunque no siempre lo es.

Un sistema oscilante normalmente pierde energiay, si esta libre de influen-
cias que le mantengan sus oscilaciones, regresa al reposo. La ley que rige
esta pérdida de energia se vera mas adelante cuando se trate al oscilador
amortiguado.

Otra variante de los osciladores se refiere al caso real en que el sistema no
es sacado levemente de su posicion de equilibrio, sino que se aleja bastan-
te de ella. En tales casos es muy tipico que la ley (3.2.1) deje de ser valida.
Puede ocurrir que la ley sea mas complicada, como es el caso del pén-
dulo, (2.3.13) versus el péndulo de pequefias oscilaciones descrito por la
ecuacion (2.3.14). También esto ocurre, por ejemplo, cuando el sistema ya
no sufre una deformacion elastica sino una deformacion plastica. Plastica
es la deformacién que cambia la naturaleza del material, como es el caso
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de un resorte que es estirado mas alla de un cierto limite y se deforma
irreversiblemente.

3.2.2. Caso unidimensional sencillo

En el caso unidimensional, en que la particula P en el extremo del resorte—
cuyo otro extremo esta en el origen— se mueve siempre con x(t) > 0, no es
necesario usar vectores y la fuerza se puede escribir como F = —k(x— Do)
lo que conduce a la ecuaciéon

mX(t) = —k [x(t) — Do) (3.2.3)

X))

IVEERRVERVE

t

Figura 3.3:La posicion xt) oscila en torno al valor de x para la cual se puede tener reposo

Se puede comprobar que la ecuacién anterior tiene como solucién parti-
cular trivial x(t) = Do. Ella corresponde al caso en que el oscilador esta en
reposo en una posicion especial llamada posicién de equilibrio. La solucion
general del problema se puede integrar facilmente si se hace el cambio de
funcion: x(t) = x(t) + Do, porque la ecuacion queda

mx(t) = —kx(t) (3.2.4)

Se define la frecuencia angular caracteristica del sistema por

Wy = \/E (3.2.5)

La frecuencia propiamente tal se denota v y se relaciona a a por| ay = 2mv |

El periodo de tales oscilaciones es T = &I — 2.
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Se puede comprobar que la solucion més general de la ecuacion es x(t) =
Asin(apt) + B cogapt). Volviendo a la funcién original x(t) esta solucion es

X(t) = Do+ Asin(apt) + B cog apt) (3.2.6)

Las constantes Ay B dependen de las condiciones iniciales. Por ejemplo,
si x(0) =xp y X(0) = vp entonces la solucion se convierte en

X(t) = Do+ % sin(awt) + (Xo — Do) cog ant) (3.2.7)
(compruébelo).

& Escriba la solucién anterior en la forma
X(t) = Do+ Csin(aot + o) (3.2.8)
y encuentre la relacion entre (C, yo) y (Xo, Vo).

La funcién x(t) que ha quedado definida oscila en el tiempo en forma si-
nusoidal, tomando iguales valores en tiempos separados por un multiplo
enterode T = 2£ (T es el periodo de la funcion x(t)), ver la figura asociada
a la solucion de la ec. (3.2.4).

& Demuestre, a partir de (3.2.6), que (x(t) — Dg) es una funcién cuyos valores
maximo y minimo son

[X(t) — Dol max min= £V A%+ B? (3.2.9)

Estos valores son la amplitud de las oscilaciones y describen cuanto se
aleja la particula oscilante de su posicion de reposo.

La solucién que se ha visto esta caracterizada por una frecuencia wy =
/k/m. Si el resorte es duro (k grande) la frecuencia es mas grande, pero
si se aumenta el valor de la masa la frecuencia baja.

Este comportamiento se puede apreciar de la siguiente forma. Un vehiculo
disefiado para acarrear grandes cargas tiene resortes (sus amortiguado-
res) muy duros, de tal modo que cuando va bien cargado las vibraciones
que le provoca las irregularidades del camino se convierten en frecuencias
bajas (suaves se diria en lenguaje coloquial), pero si ese mismo vehiculo
va vacio (masa chica) vibrara a alta frecuencia y se sentira aspero.
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En la notacion de (3.2.6) la funcién x toma valores extremos cuando x = 0,
lo que ocurre ent =t; si A coswt; = B sinapty 10 que ocurre si

A
tanwpt; = B (3.2.10)

Al reemplazar este valor en (3.2.7) se obtiene

V2

Con signo + se tiene el valor maximo de x y con el signo menos se tiene
el valor minimo. Esta expresion es equivalente a (3.2.9).

3.3. Fuerza de roce estatico y dinamico

Ya se ha dicho que si dos cuerpos estan en contacto, sobre cada uno de
ellos actla una fuerza llamada de contacto. Esta fuerza tiene una descom-
posicidn Unica en una componente perpendicular a la superficie tangente
al contacto, que se denomina normal, N, y una componente paralela al
contacto, que es la fuerza de roce.

Si no hay movimiento relativo entre las dos superficies en contacto, la fuer-
za paralela al contacto que actla sobre cada uno de los dos cuerpos se
llama fuerza de roce estéatico, IfRE, mientras que si hay movimiento relativo,
se llama fuerza de roce dinamico, Frp.

3.3.1. Roce estético

Fuerza aplicade
externamente

Figura 3.4:Al aplicar una fuerza externa sobre un cuerpo que esta appgatire una superficie
puede ocurrir que este cuerpo no se mueva.

Al aplicar una fuerza F sobre un cuerpo A apoyado en una superficie, pue-
de ocurrir gue A no se mueva. Esto se debe a que en la region de contacto
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entre Ay la superficie aparece la fuerza, llamada de roce estético, que se
opone al movimiento. Esta fuerza de roce estatico anula la componente F;
de la fuerza F que es paralela al contacto. Si F, sobrepasa un cierto valor,
el cuerpo ya no podra permanecer en reposo. El valor maximo alcanzado
por Fre obedece la siguiente ley, que depende del valor de la magnitud de
la fuerza normal, N presente en el contacto,

|IFrell < pelNJ| (3.3.1)

donde N es la fuerza normal mencionada mas arriba y (e es el llamado
coeficiente de roce estatico. Este coeficiente depende de la naturaleza de
los materiales en contacto y de la calidad, por ejemplo la rugosidad, de las
superficies.

EJEMPLO: Las fuerzas sobre un vaso sobre una mesa inclinada son: su
peso, mg, que apunta vertical hacia abajo, la normal N que apunta perpen-
dicular a la mesa (direccién k, ver figura) y la fuerza de roce estatico, Fre
que apunta en una direccion paralela a la mesa.

Figura 3.5:Un vaso en reposo sobre una mesa inclinada. La suma de la hgredaoce estatico
cancelan exactamente al peso.

Puesto que el vaso esta inmovil la aceleracion es nula y por tanto la fuerza
total es cero, es decir, N+ Fre+ mg = 0. Las fuerzas se pueden escribir:

—

N = Nk (3.3.2)
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mg = -mg(kcosa +1sina) (33.3)

Puesto que estas dos fuerzas mas la fuerza de roce deben sumar cero,
y la fuerza de roce por definicién no tiene componente en la direccién Kk,
necesariamente se cumple que la fuerza de roce es paralelaa iy

Fre = fimgsina (3.3.4)

N = kmgcosa (3.3.5)

Como se puede apreciar, la magnitud de la fuerza de roce estatico queda
determinada por el valor de otras fuerzas a través de la condiciéon de que
la suma total garantice (en este ejemplo) el reposo. La condicion (3.3.1)
implica que tana < . <

EJEmMPLO Una cinta como la que se muestra en la figura adjunta, tiene la
forma del manto de un cilindro de eje vertical y de seccion circular de radio
R, y gira con velocidad angular uniforme w.

Figura 3.6:Una cinta circular gira con velocidad angular uniforme en torno a un eje vertical.
En el interior de la cinta se mantiene fijo un objeto graciasagle estatico.

En el interior de la cinta esta apoyado un cuerpo de masa mcomo lo mues-
tra la figura adjunta. Si se conoce el coeficiente de roce estatico entre este
cuerpo y la cinta, se vera que se puede determinar el minimo valor que
debe tener w para que el cuerpo de masa m no caiga.

Usando coordenadas cilindricas, la fuerza normal, que actla sobre el cuer-
po tiene que apuntar perpendicular a la superficie de la cinta: N = —Np,
pero el valor del escalar N aun no se conoce. El peso es mg=—m gR. Se
puede adivinar que la fuerza de roce Fre apunta en la direccion k: Fre = F k.
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Esta vez la suma de todas las fuerzas debe ser igual al producto de la masa
por la aceleracién del cuerpo que tiene movimiento circular con velocidad
angular uniforme. Esta aceleracion, de acuerdo a (1.2.4), en este caso es
—Rw?p. Todo esto conduce entonces a dos relaciones escalares:

F=mg y N=mRw? (3.3.6)

Pero la ley (3.3.1) de roce estatico exige que F < uemRw?, con lo que

finalmente se obtiene que
g
w> 3.3.7
> \Jr (33.7)

Sila velocidad angular tuviera un valor menor que éste, el cuerpo no podria
tener roce estatico y cae. «

& Resuelva el problema de la cinta que aparece en el texto principal, pero esta
vez la velocidad angular de la cinta no es uniforme sino que w = Q — apt. La
velocidad angular inicial Q satisface la desigualdad (3.3.7).

& Sobre una superficie que corresponde al interior de un cono vertical con vér-
tice abajo esta apoyado un cuerpo de masa m. Cuerpo y superficie giran con
velocidad angular w constante, en torno al eje vertical, sin que el cuerpo deslice.
Encuentre las condiciones para que esto ocurra. Al analizar este problema debe
cuidadosamente analizar diversos casos. Por ejemplo, se debe separar los casos
en que (g cosd — pw? sinB) es positivo o negativo. Aqui 6 es el angulo entre la ver-
tical y una generatriz del cono, g es la aceleraciéon de gravedad y p es la distancia
entre el cuerpo y el eje de rotacion.

3.3.2. Roce dinamico

El roce dindmico existe cuando hay movimiento relativo entre las superfi-
cies en contacto. La fuerza de roce en este caso depende de la velocidad
relativa entre el cuerpo que se estudia y la superficie con la que esta en
contacto: Vi) = V— Vs, donde V es la velocidad del cuerpo y Vs es la velocidad
de la superficie. La ley de roce dinamico es

IE‘RD =—HMd N\7re| (3-3-8)

donde Ly es un coeficiente que depende de la naturaleza de las superficies
en contacto, N = ||N|| es la magnitud de la fuerza normal sobre el cuerpo
que desliza y Vel = Viel/ ||Viel || €S €l vector unitario que apunta en la direccion
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¥
direccion de
maxima pendiente

Figura 3.7:Un péndulo apoyado en un plano que produce roce. A la dereshavista lateral del
sistema.

de la velocidad relativa entre ambas superficies. Es muy notable que esta
fuerza no depende de la magnitud de la superficie de contacto.

El contacto entre dos cuerpos, entonces, esta caracterizado en general por
dos coeficientes de roce, el coeficiente de roce estatico y el coeficiente de
roce dinamico. Siempre se cumple que

He = Hd (3.3.9)

EJeEmpPLO. Consideremos un péndulo de largo R apoyado en un plano in-
clinado. El plano forma un angulo a con el plano horizontal. Se escoge
coordenadas cilindricas con eje que pasa por el punto fijo del hilo y con eje
Z perpendicular al plano inclinado.

Entonces la coordenada p siempre vale Ry la coordenada z siempre es
nula. Para describir el estado del péndulo basta el angulo ¢ que se indica
en la figura adjunta. El vector posicion es ¥ = Rp. Se da como condiciones
iniciales ¢(0) =0y (p(O) = 0. Ademas se sabe que se detiene en ¢ = @ sin
haber retrocedido nunca. Veremos que estos datos determinan el valor del
coeficiente de roce Lgq.

La fuerza normal es N = Nk, la tension del hilo es T =-Tp, la fuerza
de roce es Frp = —gN @, el peso es mg = mg(—kcosa + sina (pcosp +
psing)). La fuerza total entonces vale

F = (mgsina sing—T) p + (mgsina cosp — tgN) @+ (N —mgcosa) k
(3.3.10)
pero como no hay movimiento en la direccion kla correspondiente compo-
nente de la fuerza tiene que ser nula, lo que implica que

N = mgcosa (3.3.11)
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El torque es T = RP x F, por tanto el torque tiene sélo componente a lo
largo de k.

De (1.2.4) se obtiene que la velocidad y la aceleracion estan dadas, en el
caso actual, por

V=R a=—-R@Pp+Rpo (3.3.12)
Entonces el momento angular vale

{ = m(Rp)x (RpQ)
= mRek (3.3.13)

y de aqui

—

%:m#@k (3.3.14)

que es consistente con que el torque también apunta en la direccion k. La
ecuacion dinamica que resulta es

R¢ = g sina cosp — g g cosa (3.3.15)

Si esta ecuacién es multiplicada por @ se puede integrar facilmente y se
obtiene

%quz = (sina'sing— g @ cosa) g (3.3.16)

Si en este resultado se reemplaza por el valor ¢, para el cual el péndulo se
detiene, se debe tener que el lado izquierdo sea nulo y entonces

0= (sinasing, — Uy @1 cOSA) g (3.3.17)
que implica _
Uy = % tana . < (3.3.18)

& Considere el sistema que se muestra en la figura. Se trata de un bloque
de masa m sobre una cinta sin fin que se mueve con rapidez uniforme vp.
El bloque esta ademas unido a un resorte de constante elastica k y largo
natural Dg. El bloque tiene coeficientes de roce estatico y dinamico Le Yy Lg
con la cinta. Haga un andlisis exhaustivo del tipo de movimiento que tiene
el bloque segun el valor de vy cuando los demas parametros estan fijos.
Puede darse las condiciones iniciales que estime conveniente.
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o O

Figura 3.8:Un bloque apoyado en una cinta sin fin esta también unido a sorte. Puede haber
momentos en que hay roce estatico.

3.4. Roce Viscoso

3.4.1. Generalidades

P :

Figura 3.9:El roce viscoso depende de la forma del objeto y también dgilérentre esa formay
la velocidad relativa al medio fluido.

Cualquiera que haya tratado de correr con el agua hasta la cintura sabe
gue el paso de un cuerpo a través de un medio fluido encuentra una resis-
tencia al movimiento. A esta fuerza la llamaremos fuerza de roce viscoso.
Este fendmeno es complejo porque depende de muchos parametros. Por
ejemplo depende de la forma del sélido, pero ademas—dada una forma—
depende del &ngulo con que el cuerpo enfrenta al fluido. Depende ademas
de la naturaleza de la superficie (suave, aspera ..), depende de la forma
especifica como el fluido se relaciona con la superficie sélida (por ejemplo,
importa si un liguido moja 0 no moja a ese solido), depende de la tempe-
ratura etc.

Simplificando mucho el fenémeno se puede decir que hay dos regimenes:
el fluido rodea al sélido en forma suave (se dice, flujo laminar), o bien el
fluido forma turbulencias. En el primer caso la ley de roce queda bien des-
crita por una ley lineal (ver mas abajo en la sec.83.4.2) o, si es turbulento,
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por una ley cuadratica, descrita en la sec. 83.4.3.

3.4.2. Roce viscoso lineal

La ley de roce viscoso lineal establece que esta fuerza es proporcional a la
velocidad relativa entre el sélido y el fluido y el coeficiente de proporciona-
lidad es negativo

Fvi = —CV (3.4.1)

donde c > 0, y ¢, como ya se ha dicho depende de una gran cantidad de
parametros particulares a cada caso.

EJEmMPLO: Consideremos el lanzamiento de un proyectil tomando en cuenta
el roce viscoso del aire, el cual supondremos que es de tipo lineal. La
ecuacion de movimiento es

d2r dr

m-—— =—C—-+m 3.4.2

dt2 dt g ( )
En coordenadas cartesianas con eje Z vertical, y escogiendo la orientaciéon
del eje X tal que la velocidad inicial conocida sea Vy = iy + kvy, todo el
movimiento transcurre en el plano XZ y la ecuaciéon se puede escribir por
componentes en la forma

mdvx = —CV
dt X

mdvZ = —Cc%—m
a A g

que son dos ecuaciones independientes.

La segunda ecuacién se puede escribir en la forma

dv,

- C . dv, c

dtg=——  obien ——m=——dt (3.4.3)
V;+ < m V,+ < m

Recordando que la primitiva asociada a integrar sobre v, al lado izquierdo

es mg
C
y la primitiva al integra sobre t al lado derecho es t mismo entonces, in-

tegrando entre t =0y t a la derecha y, correspondientemente, entre vy y
V,(t) a la izquierda, se obtiene

Vy(t) = vpe /M — %1 (1— e‘Ct/m) (3.4.4)
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Figura 3.10:Cualquiera que sea la condicién inicial para esta componente de la velocidad,
con el transcurso del tiempg () se acerca siempre a un mismo valor asintético.

En particular, se puede ver que cuando t — oo, v, — —%’. En la figura ad-
junta se muestra la evolucion de v, con diversos valores iniciales vy.

Puesto que la velocidad asintética en este ejemplo, es negativa se puede
observar que si el valor inicial es positivo, en algdn momento se anula.
Esto quiere decir que el proyectil esta inicialmente subiendo v;(0) > 0, en
algn momento t* su velocidad vertical se anula v,(t*) = 0 para finalmente
comenzar a descender, V,(t) < 0.

& Demuestre que la funcion z(t) que surge de lo anterior es

B m m’g m,/mg _ct/m
(t)=2+ < (vo—gt)+ = ¢ (T +Vzo> € (3.4.5)

Una trayectoria balistica con este tipo de viscosidad se obtiene usando
(3.4.5) y una expresion similar para x(t). La unica diferencia es que en la
direccion X se debe eliminar los términos que contienen g,

m m
X(t) =Xo+ o — Vo g-cy/m (3.4.6)

Combinando (3.4.5) y (3.4.6) se obtiene trayectorias como la que se mues-
tra en la figura.
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Proyectil y viscosidad

altura

X

Figura 3.11Trayectoria de un proyectil para el cual la viscosidad dekaiene un efecto apre-
ciable. Para calcular esta curva se utiliza la ley de rocecoso lineal siguiendo el método que se
indica bajo (3.4.5)

Marginalmente se hace notar que de (3.4.6) se puede despejar t para utilizar esa
forma en (3.4.5) lo que da a zcomo funcién de x. En efecto

LI [1_ M} (3.4.7)
c Mo
yentonces
_,.Mmg Vo, . Mg [ C(Xx—X)
Z(X)_ZO+CVX0+VX() (X—Xo) + = In {1 — } (3.4.8)

es la trayectoria del lanzamiento balistico con roce viscoso lineal.

& Se sabe que en lanzamiento balistico sin roce viscoso desde un punto a otro
a igual altura, el alcance maximo se obtiene cuando la velocidad inicial forma
un angulo de 7 con respecto a la vertical. Obtenga la expresion para el alcance
maximo en una situacién similar pero cuando el roce viscoso lineal es tomado en
cuenta.

Tanto la solucién (3.4.4) y (3.4.5) parecen ser singulares para c= 0, ya que
¢ aparece en denominadores. Esto, sin embargo, es solo aparente. Si se
analiza, por ejemplo, el caso de (3.4.4), el primer término sencillamente
tiende a v, mientras que el paréntesis en el dltimo término contiene (1—
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exp—ct/m)) =1-1+%— % + ... Si esta expresion se multiplica por mg/c

y se hace el limite c — 0 se obtiene gt y el resultado neto es v,(t;c=0) =
V,0 — gt que es la solucién conocida en el caso sin roce viscoso.

3.4.3. Roce viscoso cuadratico

En el caso del roce viscoso cuadratico la fuerza de roce es
IE’rvc =-1 HVHV (3-4-9)

donde n depende del fluido de que se trate. En el caso en que el fluido sea un
gas una expresion aproximada para n es

N = 2Pgas A

donde pg,s €s la densidad del gas y A es el area que define la proyeccion del
proyectil al plano perpendicular a la velocidad relativa. Si el proyectil es una esfera,
A= TR

3.4.3.1. Sin gravedad:

Como primer ejemplo resolvamos el sencillo caso en que ésta es la Unica fuerza
y el movimiento es en una sola direccion. Supondremos que v > 0 todo el tiempo,
entonces

m=—nv2

gue se resuelve primero escribiendo la ecuacion anterior en la forma
dv
\% m

Si el lado derecho se integra entre t = 0y un valor arbitrario de t, el lado derecho
debe integrase entre el valor de vent = 0, que se denotara vp y un valor arbitrario
v(t). Se obtiene entonces

1 n 1 nt
vit) Vg 0m
que da
Vo
V() = 1wy (3.4.10)
m

Se puede notar que la velocidad inicial es realmente v y que la velocidad decrece
monotonamente con el tiempo acercandose cada vez mas a cero.
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3.4.3.2. Con gravedad:

Ahora se analizara un caso en que ademas hay gravedad. Este caso es intrinseca-
mente mucho mas complicado que el caso de viscosidad lineal y solo se estudiara
el movimiento rectilineo. Se supondra que el eje Z es vertical hacia arriba y que
hay una fuerza constante —mg

La fuerza de roce viscoso apunta hacia arriba si la particula desciende y apunta
hacia abajo si va ascendiendo, es decir,

mz(t) = —n|z(t)|z—mg (3.4.11)
Como siempre, la aceleracion es Z=vy la velocidad es z= .

EL DESCENSQ V(t) < 0. En este caso |z| = —vy entonces la ecuacién es

mv=nv:—mg (3.4.12)

Existe una solucién en que la velocidad vale v= —/mg/n todo el tiempo, ya
que con ella el lado derecho de la ecuacion anterior es nulo. A esta velocidad
(negativa) tan particular la llamaremos —V., con

Voo — %’ (3.4.13)

que es una cantidad positiva.

Para hacer mas transparente el método de solucion se hara el cambio de funcién
v(t) = —V(t) y como se trata del caso v < 0 entonces V > 0. La ecuacién dinamica
con esta nueva variable es

mV=-nV2+mg obien V= —% (VZ-\2) (3.4.14)

y se puede escribir como una relacion diferencial,

dv n
Vv _Edt (3.4.15)

Que, al lado izquierdo, se integra desde V; que es el valor inicial (t = 0) de V(t)

VO dv n n
T g = — 3.4.16
/\/1 VZ2—-\2 m/o m ( )

La integral del lado izquierdo solo tiene sentido si el denominador en el integrando
no se anula en el rango de la integracion. Veremos que este denominador nunca
se anula.

La primitiva de la integral a la izquierda es
1 in (Ve -V(t)
2Veo Voo + V(1)
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Figura 3.12:Se puede apreciar el comportamiento dg¢)\ado en (3.4.17) para diversas veloci-
dades iniciales y unycomun.

y del lado derecho es —nt/m. Al integrar se obtiene entonces

Moo \Vot+V({H) Vo—Vi/  m

Si para algun instante finito ocurriera que V(t) = v., el argumento del logaritmo se
anularia lo que implicaria un lado izquierdo igual a — que contradice que se trate
de un instante finito. Por tanto V (t) # v., para todo t finito.

El lado izquierdo se anula cuando V(t) = V4 que es lo que se debe esperar ya que
V; es la velocidad cuando t = 0. La solucién explicita es

A cosh(\?—:) + Voo sinh(\?—:)
N Voo cosh(\?—:) +Vq sinh(%)

V(t) (3.4.17)

Cuando t — o la fraccion tiende a 1 y se obtiene v, como debe ser mientras que si
se toma t = 0los senos hiperbdlicos se anulan mientras los cosenos hiperbélicos
se hacen 1y se obtiene V(0) = V;. Esta funcién es monétona entret =0y t = co.

En el caso especial V1 = 0 el resultado es

V(t;V1=0) = Ve tanh<g—t) (3.4.18)

[e9]

Otro caso especial de (3.4.17) es aquel en que no hay gravedad. Lo mas sencillo
es resolver la ecuacion desde el comienzo con velocidad inicial V; y g = 0. Pero si
se toma el limite de (3.4.17) cuando v., — 0. Se obtiene

Vi

V(t;g=0)= —2
ti9=0) 1+ Ty

(3.4.19)
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que es el resultado ya visto (3.4.10).

Ahora se deducird la velocidad v; que tiene un cuerpo, que comienza a caer desde
el reposo y altura z= h, al llegar al punto z= 0. Cuando no hay roce un cuerpo
lanzado verticalmente hacia arriba, regresa al punto de partida con una velocidad
igual a la de partida excepto por el signo. Con viscosidad se vera que eso no es
cierto.

La forma mas comoda de llegar a este resultado se consigue desde (3.4.15) reto-
mando que V = —vy por tanto dV = —dv

dv gdt
V2 2

(3.4.20)

Al multiplicar esta relacion por v, en el numerador de la izquierda aparece vdv=
1dv? y al derecho vdt=dz

vi dv2 0gdz
2/ - (3.4.21)

h V3

Lo que se acaba de escribir es que la velocidad varia desde cero a v mientras la
posicion va desde z= h hasta z= 0. Al integrar se obtiene

he Yo (1 v 3.4.22
"\ (8:422)
o bien,
2gh
1—exp[—%} Voo (3.4.23)

& Haga el limite de (3.4.23) cuando el coeficiente de roce viscoso n se anula.

EL ASCENSQ, v> 0. La ecuacion es

mU(t) = —nv?—mg  obien V()= —% (+\2) (3.4.24)

Puesto que v > 0 esta ecuacion representa una particula P moviéndose en direc-
cion opuesta a la fuerza constante —mg, lo que permite adivinar que P acabara
por detenerse. Seguidamente comenzara a moverse en la direccion opuesta pero
ese es el otro caso ya estudiado v < 0.

De (3.4.24) se obtiene que

V(t)
/vo V2+V2 - /dt (3.4.25)
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velocidad

tiempo

Figura 3.13:Forma como decrece(t) en un movimiento ascendente, segin (3.4.27), por efecto
del peso y de una viscosidad cuadratica.

gue conduce a

1 {arctan<@> — arctan<ﬁ)] = —Qt (3.4.26)
Voo Voo o0 m
gue puede ser reescrito como
Vo gt
)=t tanl — )| — = | Vo 3.4.27
v(t) = tan <arc an(Vm> Vozo) v, ( )

Esta expresion que tiene una apariencia algo complicada esta representada en la
figura asociada a (3.4.27), vale vp cuando t = 0 y luego decrece mondétonamente
hasta anularse en un tiempo finito t;. Si se toma el limite g— 0 da el limite correcto
descrito por (3.4.10).

La solucién se hace cero cuando el argumento de la funcién tangente se anula, lo
gue ocurre en el instante t; tal que

2
t1 = % arctan<ﬁ) (3.4.28)

[e9]

La distancia h que recorre desde la posicién inicial hasta el la posicion de maxima
altura en el instante t; en que el cuerpo se detiene se puede obtener a partir de
multiplicar los integrandos de la ecuacion inicial (3.4.24) por v(t)

0 vdv n (h
/vo P :—a/o dz (3.4.29)
que lleva a
2
h= % In (\‘/’—§+1) (3.4.30)
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Si esta expresion se iguala con la que se obtuvo en (3.4.22) se despeja

V2 = (3.4.31)

que claramente muestra que v? < V3. Laigualdad se da tan solo si n = 0.

& Deduzca que el viaje de regreso tarda un tiempo A,

A= % arctan _ N (3.4.32)

\/VE+V2

3.5. Problemas

Este capitulo tiene varios problemas propuestos en medio del texto. Ellos
estan sefialados con el signo #&. Aca se ofrece otros mas.

3.1 Cuando comienza a girar un disco horizontal con aceleracién angular ¢ =
dw/dt = ap una hormiga se encuentra durmiendo a distancia R del centro
de rotacion. Cuando la velocidad angular alcanza el valor wy la hormiga co-
mienza a deslizar. Obtenga el valor de coeficiente de roce estatico hormiga-
disco.

3.2 Sobre una superficie horizontal hay un cuerpo de masa munido a un resorte
horizontal de contante elastica k y longitud natural Dg. El coeficiente de
roce dindmico entre el cuerpo y la superficie es u. Si desde el reposo el
cuerpo es liberado cuando el resorte esta estirado un largo D(0) = Dg +
d discuta cuantas veces el cuerpo alcanza a oscilar antes de detenerse.
Analice distintas situaciones.

3.3 Un anillo desliza, en ausencia de gravedad y con coeficiente de roce u en
un riel circunferencial de radio R. Sient =0, @(0) =0y ¢(0) = wy, determi-

ne @(t).
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3.4 Un cilindro de radio Ry eje horizontal rota sobre su
eje a velocidad angular constante w. En el instante
t = 0 estan moviéndose solidariamente con el ciIin-‘
dro dos cuerpos de masa m, el primero esta a la
misma altura que el eje, en la zona descendiente y
el segundo esta en el punto mas bajo. Determine
los valores posibles para el coeficiente de roce es-
tatico para que estos cuerpos no deslicen en ese
instante. Analice qué puede ocurrir en momentos
posteriores.

3.5 Un cuerpo en reposo se deja caer al agua desde una altura h; por sobre
la superficie. Desprecie las fuerzas de roce que pudiera haber con el aire.
Cuando el cuerpo penetra el agua aparecen dos fuerzas, la de

roce viscoso, Fr = —cV y una fuerza llama- hy
da empuje, vertical hacia arriba de magnitud
A mg Determine el valor maximo que puede
tomar h; para que el cuerpo no toque el fon-
do, que esta a distancia h, de la superficie. h,

3.6 Un cuerpo A de masa m esta sobre una
mesa, unido a la pared por un resorte de
constante elastica k y largo natura Dg. De
A sale un hilo tirante horizontal que pasa-
por un apoyo ideal (sin roce) y luego de E
este hilo cuelga un cuerpo B que también

tiene masa m.

Se conoce los coeficientes e < 1y g de A con la mesa y el sistema se
suelta desde el reposo en el momento en que el resorte tiene su largo na-
tural. a) Determine el largo maximo que alcanza el resorte; b) encuentre el
valor maximo que toma la rapidez desde el instante inicial hasta el momen-
to del estiramiento maximo; c) ¢ cudl es el valor minimo de Ly para que los
bloques queden en reposo en el momento del estiramiento maximo?
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3.7 Se tiene una superficie conica que gira con
velocidad angular contante w en torno a su
propio eje de simetria, que se mantiene ver-
tical. El angulo entre el eje y una generatriz «
es 7. En la superficie interna esta apoyado
un cuerpo de masa m, a distancia pg del eje,
el cual, debido al roce con coeficiente e, no
desliza a pesar de su peso. a) Obtenga la
velocidad angular w = w, necesaria para que % g
tal fuerza sea exactamente nula. b) Supon-
ga que ahora w > w. y obtenga el maximo

valor que puede tener w para que el cuerpo
no deslice.

3.8 Hay un hilo enrollado alrededor de un cilindro de radio R. En la punta del
hilo hay un cuerpo de masa mque se suelta, cuando ¢(0) =0, con velocidad
inicial Vo perpendicular al hilo, lo que determina que el hilo se comienza a
enrollar.

La distancia inicial entre el cuerpo y el pun-
to B de tangencia del hilo con el cilindro es
Lo (ver figura). a) Determine la ecuacion
de movimiento. b) Obtenga la velocidad
angular @ en funcion de ¢. c¢) Suponiendo
que el hilo se corta si la tension sobrepa-
sa el valor Tiax Obtenga el valor de ¢ en el
momento del corte.

4gm

Indicacién: Puede convenir tomar el origen en el eje del cilindro y escribir el vector
posicion del cuerpo en funcion de vectores unitarios p y ¢ asociados al punto B de
tangencia del hilo. Es decir, el vector posicion del cuerpo masivo es suma de los
vectores posicion del punto By el vector que apunta en la direccién del hilo y que es
tangente al cilindro, en la direccién (2)
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Capitulo 4

Trabajo y energia

4.1. Trabajo y energia cinética

EI trabajO dW que efectGia una fuerza aplicada F sobre un

cuerpo P que se desplaza una distancia dr es

Figura 4.1:El trabajo de una fuerz& cuando el cuerpo se desplaza desde un punto a a un punto
b a lo largo de un camino C. Sélo en casos especiales la intégra2) no depende del camino C
seguido al hacer la integral.

dW=F -dr (4.1.1)
Si no hay desplazamiento no hay trabajo.

Si la fuerza varia de punto en punto: F(F) y el cuerpo P se mueve desde
el punto a hasta el punto b, por el camino C, entonces el trabajo efectuado

por la fuerza es
b —
Wa (C) = / E.dr 4.1.2)
a (C)

El trabajo se mide en Joul e, que es una unidad de energia.
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AY

y)

C1 &:
(x,0)

Figura 4.2:En el ejemplo se definen dos caminosy@;, para calcular la integral de trabajo.

EJEMPLO. Considérese un cuerpo que se mueve en el plano XY debido a
una fuerza dada por la expresion

A%WT_Bﬁff

Foe
5 3

(4.1.3)

Se hara la integral de trabajo asociada a esta fuerza, entre los puntos (0,0)
y (X,y) siguiendo dos caminos: C; es el camino que primero va en forma
recta desde el origen hasta (x,0) y luego en forma recta desde este Gltimo
punto a (x,y) y C; es el camino recto entre los dos puntos extremos.

La integral de trabajo por C; es

X, y L.
W(C) — (/ E - fdx+ E. idy
0 0 x=Xy=0)
_ o _XBY
3 5
. BX®
N 15

Para poder hacer la integral por C, se debe tener claro que (a) la recta
C, es descrita por la ecuacién xy = yX, entonces se puede, por ejemplo,
integrar con respecto a x usando un integrando donde se ha reemplazado
y =YX/ (b) se debe usar dr = fdx+ jdy = (1+ j %) dx (c) Ahora es trivial
hacer el producto punto F -df e integrar con respecto a x lo que da:

W) =~ g5+ 34) 7
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que no coincide con W(C;) salvo que A=B. «

& Obtenga la forma de df en el ejemplo anterior con x=y para el caso en que se
desee hacer la integral a lo largo de una semicircunferencia que parte del origen
hacia arriba y tiene su centro en (x;0). Calcule la integral de camino en el caso
A=B.

En la definicién (4.1.2) no se ha dicho que F sea la tnica causa del mo-
vimiento. Cuando sobre el cuerpo P estan actuando varias fuerzas Fy, se
puede definir un trabajo W;ﬁb(C) asociado a cada una de ellas usando el
caminoCde aab,

b —
wﬁwnzémaur (4.1.4)

Si el desplazamiento es perpendicular a la fuerza considerada, esa fuerza
no ejerce trabajo.

El trabajo total es el que efectla la fuerza total,

WPB(EC) = Zkfmﬂw

‘b
_ m/ L
a (c) dt

4
= m/b d—v-th
ta (c) dt

Vo
= m v-dv
Va (C)

V2
= D7 av
2 Vg (

c)
m m
= E@—E@ (4.1.5)

Se define la energia cinética K de un cuerpo de masa my velocidad Vv como
1
K:Emf (4.1.6)

Y de aqui que el trabajo total pueda expresarse como la diferencia entre la
energia cinética final menos la energia cinética inicial.

wrlc) = K, —Ka (4.1.7)

a—
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El signo de W@ indica si el sistema ha ganado (W > 0) o perdido (W < 0)
energia cinética. Por ejemplo, si una particula es lanzada verticalmente
hacia arriba con rapidez inicial v y en algiin momento se detiene, el trabajo
efectuado por la fuerza total a lo largo de la trayectoria, sobre esa particula,
desde que fue lanzada hasta que se detiene, es —% mvg.

El trabajo de la fuerza total en el caso de un cuerpo que se mueve con roce
sobre una superficie a rapidez constante, es nulo. Pero, para comprender
bien los conceptos es preferible separar el trabajo efectuado por la fuerza
f que arrastra al cuerpo, W, del trabajo W, asociado a la fuerza de roce.
El trabajo W; es positivo porque el desplazamiento apunta en la misma
direccion que la fuerza, mientras que W es negativo y se cumple que W +
W =0.

> En un movimiento circunferencial con velocidad angular constante
la fuerza total no efectua trabajo, por dos razones: ella es perpendi-
cular al desplazamiento y la rapidez no cambia.

Si un cuerpo desliza con roce sobre una superficie en reposo, la fuer-
za normal N no efectla trabajo, porque es perpendicular al desplaza-
miento.

ds
d e

Figura 4.3:El camino recorrido ds y la altura descendida dz se relaciotravialmente con la
pendiente.

Cuando un carro baja por una montafa rusa sin roce, ¢depende el trabajo que
efectla el peso de la forma de la montafia? Al avanzar una distancia ds= ||dr|| en
una zona en la cual el riel forma un angulo 6 con la vertical, el carro desciende
una altura dz= dscosf. El trabajo infinitesimal es dW = mg-dr = mgdz Al integrar
se obtiene que el trabajo solo depende de la altura descendida z W = mgz que no
depende de la forma del riel.

EJEMPLO. Se ilustra una forma como se puede utilizar la relacién (4.1.7)
para resolver un problema. Se considerara el ejemplo visto en §3.3.2 de un
péndulo de largo Rapoyado en un plano inclinado, con el cual tiene roce, fi-
gura 3.7, asociada a la ecuacion (3.3.9). El desplazamiento es df = @R d.
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De las fuerzas, tanto la tensién T del hilo, como la normal N son perpendi-
culares al desplazamiento, por tanto no efectian trabajo. Las fuerzas que
si contribuyen son la fuerza de roce Frp = —N @, (con N = mgcosa) y la
componente del peso a lo largo de cf) que es cf)mgsina cosg. El trabajo de
la fuerza total, entonces, es el trabajo que efectlan estas dos fuerzas:

o
W2 o :/ (mgsina cosg — umgcosa) Rdg (4.1.8)
0

donde ¢, es el angulo en el cual el péndulo se detiene. Como ha partido
del reposo el trabajo total tiene que ser cero y entonces la integral anterior
debe ser nula

mgsina sing, — umgcosa ¢ =0 (4.1.9)
que implica la relacion
U= sing: tana
@

que es (3.3.18).

4.2. Potencia

Se define la potencia como la variacion del trabajo con el tiempo

_dw
T odt
Si esta potencia es positiva se trata de potencia entregada al sistema vy,
si es negativa, es potencia que el sistema pierde. Cuando se trata de la
potencia asociada a la fuerza total, P es energia cinética por unidad de
tiempo que el sistema gana (P > 0) o pierde (P < 0).

P (4.2.1)

Si una de las fuerzas actuando sobre un cuerpo es F y en ese instante su
velocidad en V entonces

dW=F .dr =F -vdt (4.2.2)
y la potencia asociada a esta fuerza es
P=F.v (4.2.3)

Si la dependencia de P en el tiempo es conocida, el trabajo puede calcu-
larse como

W= [ P(")dt
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> Un cuerpo en caida libre tiene velocidad vV = —gtR y la fuerza que
esta actuando es el peso F = —m gR. La potencia que el peso le esta
entregando al cuerpo que cae es P = (—gtk) - (—mgk) = mcPt.

Pero si el cuerpo ha sido lanzado hacia arriba, entonces V= (vo—gt)k
y, mientras t < vp/g, se esta perdiendo potencia: P = —(vp — gt) mgt,
porque el trabajo de la fuerza peso en ese lapso es negativo.

> La fuerza efectiva que mantiene a velocidad constante a un auto-
movil es opuesta al roce viscoso cuadréatico, y es F = nv2. La potencia
entonces es P = n V3, lo que muestra lo rapido que aumenta la poten-
cia consumida a medida que aumenta la velocidad.

4.3. La energia cinética de un sistema

Recordando que Fa = Rg + pa se puede demostrar que la energia cinética
puede ser separada en la energia cinética del sistema en su conjunto y la
energia cinética total con respecto al centro de masa:

KtOt } N V2
2Zmaa
a=1
1N Ln\2
= — rna V —i—_’
za; (G pa)
1N _ L
= 53 ma(VE+p2+2p,V)

1

I
[

pero el Ultimo término en el paréntesis es nulo debido a que y,myPB, = 0.
De aqui que
Kmt:}MV2+}§map2 (4.3.1)
2 ¢ 24 -
La energia cinética total se divide en la energia cinética asociada a la ma-

sa total con la velocidad del centro de masa mas la energia cinética con
respecto al sistema de referencia G.
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o

Figura 4.4:El trabajo de una fuerz& conservativa que se calcula con caminas G etc. entre
puntosrp y T es siempre el mismo.

4.4. Fuerzas conservativas y energia potencial

4.4.1. Energia mecéanica

Se dice que una fuerza es conservativa cuando la integral de trabajo (4.1.2)
que se le asocia no depende del camino C escogido. Si se integra—por
diversos caminos—entre un punto o, que se fija arbitrariamente, y un punto
r, siempre se obtiene el mismo valor W(T).

Resulta natural, entonces, definir la funcién asociada a la integral trabajo.

Supongamaos que se escoge un punto arbitrario Tp y se hace la integral de
trabajo desde este punto a un punto cualquiera r. En general esta integral
depende del camino escogido. Si la fuerza que se esta considerando es tal
que el trabajo que se le asocia no depende del camino de integracién, sino
que da el mismo valor cada vez que se integra desde 1y hasta ¥, adquiere
sentido definir una funcion

r
UF)=— [ F.dr (4.4.1)
To

a la que se llama energia potencial asociada a la fuerza F. Estrictamente
debiera decirse que U depende tanto de ¥ como de Ty, pero ya se vera que
o siempre es dejado fijo mientras que el otro punto es variable y juega un
papel interesante.
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> En el parrafo anterior se ha dicho que existen fuerzas, llamadas
conservativas, para las cuales la integral de trabajo no depende del
camino de integracion y para estas fuerza se puede definir una fun-
cion escalar U (7') llamada energia potencial.

Si la fuerza total F®® actuando sobre un cuerpo, es una fuerza conser-
vativa, entonces el trabajo que esta fuerza efectla cuando el cuerpo se
desplazade aabes

To _
Wa—»b _ / Ftotal .dr

To Th
_ / lftotal .dr+ lftotal .dr
Ta o

Ta "Th
— _/ IEtOtal'dl_"—i— ﬁmtal-dl_"
F)

0 o

= U(fa) —U (M) (4.4.2)

pero ya se sabe que también es

Wo_p = Kp—Ka (4.4.3)
lo que implica que
Kp+U (fp) = Ka+U (Ta) (4.4.9)

Pero los puntos ay b son arbitrarios, por lo cual se puede afirmar que la
energia mecénica total

E= %m\FJrU(T’) (4.4.5)

permanece constante durante la evolucion del movimiento.

> Conclusion: fuerza total conservativa implica que la energia meca-
nica total, (4.4.5) es una cantidad conservada, es decir, mantiene un
mismo valor durante la evolucion del sistema.

Reiterando la conservacion de E se puede calcular dE/dt a partir de (4.4.5),

G =MV P = (i 0U) =0
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donde se ha hecho uso que dU/dt = “dU/dr” dr/dt. En efecto OU = ¥ ;90U /dx; y
dU/dt =y (90U /ax;)(dx;/dt) = OU - V.

Mas arriba se ha dicho que si F es conservativa, entonces su integral de
trabajo no depende del camino de integracion. Equivalentemente una fuer-
za es conservativa si y solo si ella puede ser escrita como el gradiente de
la funcién U de energia potencial,

F=-u@®)=| -% (4.4.6)

La expresion anterior, escrita en componentes cartesianas, es

ou ou ou

Si se toma cualesquiera dos de estas relaciones y se las deriva una vez
MAs, pero con respecto a otra coordenada, se obtiene, por ejemplo,

dF. 0 oF, W

9y oxdy’ ox  Oxdy

Una fuerza es conservativa si y solo si

oFx _ oFy oFy _ oF: F R g
dy  0x Jdz oy ox 0z
que puede ser descrito en forma mas compacta como la condicion
OxF=0 (4.4.9)

EJEMPLO. Sise usa (4.4.8) en el ejemplo visto inmediatamente después de
(4.1.2), se obtiene dFy/dy = AxX2y* mientras que dF,/dx = BXy*, es decir,
la fuerza de ese ejemplo es conservativa si y solo si A= B lo que antes se
pudo meramente sospechar después de hacer dos integrales. Si A= B se
concluye que U (x,y) = x°y°/15. <

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias



92 P. Cordero S. & R. Soto B. version de 7 de marzo de 2008

4.4.2. Energia mecéanica de un sistema

Para un sistema de N particulas de masas m; (a=1,2...N) en el que solo
hay fuerzas conservativas entre las particulas y también externas (conser-
vativas) al sistema, la energia mecanica total es

N1

E=3 smava+ EbUab(fa— )+ Ua(Ta) (4.4.10)
a=1 a< a

El primer término es la energia cinética total, el segundo es la suma de
las energias potenciales asociadas a las fuerzas internas y el Gltimo es la
suma de las energias potenciales asociadas a las fuerzas externas con-
servativas.

Un ejemplo interesante de pensar es el sistema Tierra-Luna con la fuer-
za externa debida al Sol. Para simplificar se ignora el resto de las fuerzas
planetarias. La energia cinética es K = Krjerra + KLuna- La fuerza interna al
sistema es la atraccion gravitacional Tierra-Luna y su energia potencial es
UrL= —G”TS‘L. El dltimo término en este caso es la suma de energia poten-
cial de la Tierra debido al Sol y de la Luna debida al Sol. No consideramos
mas contribuciones a la energia mecanica total, porque las que faltan son
muy pequefias. Pero eso no es todo. Existen también las mareas: parte
de la energia del sistema Tierra-Luna se gasta en deformar los océanos.
Tal energia mecanica se pierde porque se convierte en un ligero aumento
de la temperatura del agua. También la Luna, cuyo interior no es entera-
mente sélido, se deformaba en un remoto pasado y habia pérdida debido a
esto. Este Ultimo proceso de pérdida de energia se optimizé (minimizando
la pérdida de energia) en miles de millones de afios haciendo que la Luna
siempre muestre la misma cara a la Tierra.

Comprobacion de que en el caso conservativo E dada por (4.4.10) se
conserva:  Parte del célculo es saber hacer 5 ,_,dU,,/dt y aun antes se
debe notar que Uy, Uap = Uy, _7,Uab = — g, Uab.

d
— Y Uap= ) HalUab- (Va—Vb) = Y Or,Uap-Va+ Y OpUab- Vb= Or,Uap-Va
it 2,0 2, 2, 2.0 2

b<a

De aqui que

dE -
T (mava+ % Or,Uab + D?aua>
a
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y el paréntesis redondo es cero porque al producto masa por aceleracion de cada
particula a se le resta la fuerza total (conservativa) proveniente de los potenciales.

4.5. Energia mecanica total no conservada

En general la fuerza total que acttia sobre un cuerpo puede ser separa-
da en una suma de fuerzas conservativas mas una suma de fuerzas no
conservativas,

ﬁtOtal = ﬁc—l— ﬁNC (4.5.1)

En consecuencia, el trabajo total efectuado desde a hasta b puede ser
separado,

T T
WtOtaI = Fc-dr+ / Fne - dr
fa Ta
= Wec+Wae
1
= 5m (VB —V2) (4.5.2)
pero
We =Uy; — Uy (4.5.3)
por lo cual
Kp — Ka =Uz —Up +We (4.5.4)

de donde resulta que
Wiic = (Kb +Up) — (Ka+Ua) (4.5.5)

que se puede expresar como: el trabajo de las fuerzas no conservativas es
igual a la diferencia: energia mecanica total final menos la energia meca-
nica total inicial,

\M\IC = Efinaltotal - Einicialtotal (4-5-6)

El trabajo infinitesimal de las fuerzas no conservativas es dWyc = Emecet gt
de donde se ve que

o dWyc o dEmec.tot
=" T ar

La potencia asociada a las fuerzas no conservativas es igual a la derivada
de la energia mecanica total.

(4.5.7)
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Este resultado se puede ilustrar muy sencillamente con el sistema unidi-
mensional descrito en la Fig. 4.5. Es un sistema de dos particulas unidas
por un resorte. La particula P oscila libremente, mientras que Q es mante-
nida a velocidad uniforme debido a una fuerza externa. En el sistema de
referencia en que Q esta fija la energia es constante

mv Kk :
EQ:TJrE(y—D)Z, con v=y

Figura 4.5:La particula P oscila debido al resorte. La particula Q es resida con velocidad
uniforme por efecto de una fuerza externa no conservativa.

En este sistema de referencia la fuerza externa no hace trabajo porque Q
no se desplaza. Pero en el sistema de referencia en que Q se mueve con
velocidad uniforme vq el trabajo de la fuerza externa es Wic = Fexterna Vo- L@
energia en el sistema de referencia en que Q se mueve con Vg €s

m k
Eo = 5 (V+vo)®+ > (y—D)?

Y3
= Eot > +mvy

Al calcular dEp/dt el Gnico término no constante es mvy cuya derivada es
may = F vp, donde F = —k(y— D) es la fuerza que el resorte ejerce sobre
P (que es la misma en ambos sistemas de referencia). Pero si el resorte
ejerce sobre P una fuerza F, P ejerce sobre el resorte una fuerza —F.
Sobre el resorte actla esta fuerza —F y ademas la fuerza Fegierna Y, COMO
se mueve a velocidad uniforme, la fuerza total sobre el resorte tiene que
ser nula, es decir
dEo

Fexterna =F — dt = Fexterna Vo

gue es lo que dice (4.5.7). Esta fuerza depende del estado de movimiento
del cuerpo por lo que no puede ser escrita como funcién de punto (distan-
cia entre O y P) independiente de las condiciones iniciales del problema.
Puede ser vista como una fuerza “normal” actuando en O.
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4.6. Fuerzas centrales y energia potencial

4.6.1. Energia potencial de fuerzas centrales

Se vera a continuaciéon que toda fuerza central de la forma

F=f(r)Fr, con r=|F|=vx+y2+2 (4.6.1)

es conservativa. Para verlo primero se nota que

or X or 'y or z

ox r’ ay r’ 9z 1

y de aqui
OB 9 iy~ 20,010 xy,
dy —ay(f(r)X)— oy = ar oy = 1 i (4.6.2)
r
pl<\
" r
O 0

Figura 4.6:Para integrar desdéy hastar conviene tomar un camino que primero es un arco de

circunferencia hasta el punto P que se muestra en la figureegduseguir por un camino recto y
radial hastar.

que es simétrica en x e y y por tanto se satisfacen las condiciones (4.4.8).

Una vez que se sabe que estas fuerzas son conservativas se puede de-
terminar la funcién energia potencial escogiendo un camino de integracion
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conveniente entre dos puntos cualesquiera rp y T. Llamaremos rq a la dis-
tancia entre ry y el centro ¢ asociado a la fuerza central y r a la distancia
de 0 ar.

Ya que se tiene tres puntos especiales: o, I'y @, ellos definen un plano (el
plano del papel en la figura adjunta). EI camino se puede construir avan-
zando desde gy por un arco de circunferencia con centro en ¢ hasta un
punto p (definido por 1) que esta en la recta que une a ¢ con 'y desde
p se sigue en linea recta hasta r. La integral de camino tiene dos partes:
(a) la integral [F -dF de Fy hasta p es nula porque mientras la fuerza es
en la direccion f, el elemento de camino dr es en la direccion tangente a
la curva, que es ortogonal a f; (b) la integral desde 1, hasta I' que es una
integral a lo largo de una linea radial (pasa por el centro de fuerza) como
muestra la figura adjunta. Siendo asi, el desplazamiento a lo largo de este
camino es radial: dr = fdr lo que lleva a

wo:—[%gwfm:—[WUym (4.6.3)

0 0

Es inmediato de lo anterior ver que la funcién de energia potencial depende
tan solo de la coordenada radial r.

El gradiente de una funcién que solo depende de r, escrito en coordenadas
esféricas, se reduce a U (r) = fdU /dr es decir,

du ;
dr
lo que muestra que la fuerza que implica una funcién de energia potencial

U (r) que solo depende de la coordenada radial r es una fuerza central del
tipo restringido descrito en (4.6.1). Lo que se ha expresado en la formula de

F=- (4.6.4)

arriba se puede decir en forma mas basica: si U(r) entonces Fy = —‘;—Li =
— 9y 9t — —U’%. Pero como T es el vector (x,y,z) entonces F = —U'r =

—U’f. La funcién f(r) es —2U’.

4.6.2. La energia potencial asociada a la fuerza de gravitac  i6n
universal

La ley de gravitacion universal

F=—-G—T (4.6.5)
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ya fue mencionada en 83.1. Para determinar la funcion energia potencial
basta con hacer la integral a lo largo de un radio tal como se explico en
84.6.1, es decir, dr = dr. En tal caso

Tfr T d 11
U=GMm [ “Jdr=GmMm —zr:GMm<——+—> (4.6.6)
ro I ro r lo

Lo normal es escoger ro = o de donde

U (r) =—G'\r/|m (4.6.7)

4.6.3. Laenergiapotencial del oscilador armonico tridime nsio-

nal
El potencial
u(r) = grz (4.6.8)
implica una fuerza,
F=-0U(r)=—kr (4.6.9)

que corresponde a la de un oscilador armdnico tridimensional de largo
natural nulo.

Casos mas generales son
k 2
ur) = > (r — Do) (4.6.10)

o incluso

u(r) = %(X—D1)2+%(Y—D2)2+%(z— D3)? (4.6.11)

4.7. Problemas

4.1 Una argolla de masa m puede deslizar libremente a lo largo de una
vara y esta vara gira, en torno a un punto fijo &, barriendo un plano
horizontal con velocidad angular ¢ = w constante. Inicialmente es li-
berada a distancia pg del origen con p = 0. Determine el trabajo que
efectla la normal desde el instante inicial hasta un tiempo t. Se co-
nocen pg, My w.
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or

4.2 Un ascensor cargado tiene masa total M, y esta O Q
conectado a través de una polea A a un motor
y por otra polea a un contrapeso de masa M;
(M2 < M,). Las poleas tienen roce despreciable
pero el ascensor tiene roce viscoso lineal. Pa-
ra simplificar el problema suponga que los dos
cables nacen del mismo punto del techo del as-
censor, que no hay angulo entre ellos y que la
inercia de las poleas es despreciable, de modo
que el trabajo que se busca es el que hace la
tension del cable de la izquierda.

7
N

a) Determine el trabajo que debe hacer el motor para que el ascensor
suba una altura h a velocidad constante vyg.

b) Lo mismo que antes pero para que el ascensor suba con ace-
leracidn constante entre una posicién y otra h metros mas arriba si
v(t) = agt, con ag < g entre esas dos posiciones.

Datos: las masas, g, Vo, &g, €l coeficiente de roce lineal, la altura h.

4.3 Si se lanza una particula de masa m verticalmente hacia arriba con
velocidad inicial Vo y hay roce viscoso F = —n ||V||V, determine el tra-
bajo total efectuado por F hasta que la particula vuelve a su punto de
partida.

4.4 Dos blogues de masas m; y mp estdn apoyados en una superficie
horizontal con la que ambos tienen coeficientes de roce estéatico y
dindmico e y lq.

Los bloques estan
ademas unidos por un
resorte de constan-
te elastica k y largo
natural D.

En el instante inicial el resorte no esta deformado, el bloque de masa
M, esta en reposo y el bloque de la izquierda tiene rapidez v;. (a) De-
termine la compresion maxima del resorte para que el blogue 2 no
alcance a moverse. (b) Determine el valor maximo de v; para que 2
no deslice sim, =2my y g = He/2.
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4.5 Una particula de masa m puede
deslizar sobre una superficie hori-
zontal con la que tiene coeficiente Vo O
de roce dinamico u. La masa es- 9
ta unida a una cuerda, la cual pa-
sa por una polea en Qy su extremo
es recogido con rapidez Vp = cte. La ')

polea tiene un radio despreciable y-
se encuentra a una altura h del sue-
lo.

a) Determine la tension como funcién de la posicion
b) Determine en qué posicion la particula se despega del suelo.

c) Determine el trabajo hecho por la fuerza de roce desde que la
particula estaba a una distancia Xp del punto O hasta la posicién en
gue se despega de la superficie.
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Capitulo 5

Equilibrio y oscilaciones

5.1. Energia potencial y equilibrio

5.1.1. Punto de equilibrio

La energia mecéanica total de un cuerpo cuya fuerza total es conservativa
es

1 -
Emec tota= ém\/z—i-U(l’) (5.1.1)

y esta cantidad es fija durante toda la evolucion del sistema, es decir, si se
la calcula en cualquier momento de su historia se obtiene el mismo valor.
La energia Emec totasqueda determinada por las condiciones iniciales.

En general el movimiento no puede extenderse en cualquier direccion ar-
bitrariamente. Al despejar la magnitud de la velocidad:

V]| = \/% \/Emec total— U (T") (5.1.2)

que obviamente es real y positiva—se observa que en ninglin momento la
energia potencial U puede ser mayor que la energia total E. Si la particula
alcanza un punto en el cual se cumple que E = U, este es un punto con
velocidad nula pero normalmente la fuerza

F=—-0U(r) (5.1.3)

no lo es. El movimiento entonces se reinicia hacia puntos donde E > U.
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> El gradiente de una funcion escalar cualquiera h(r') siempre apunta
en la direccion en que la funcion h crece mas rapido, esto es, en la
direccion en que su derivada es mas grande y positiva. Por ejemplo
si h(x,y) es la funcién altura sobre el nivel del mar de la descripcion
de una zona de nuestra geografia en un mapa (plano XY), entonces
Uh apunta en la direccién en que la altura crece mas rapido.

El gradiente de la funcién energia potencial apunta en la direccién en que
crece la energia potencial con mayor derivada, pero como en (5.1.3) hay
un signo menaos, se concluye que la fuerza apunta en la direccion opuesta,
en la direccién en que U decrece con mayor derivada.

Se llama punto de equilibrio a una posicion te en la cual la fuerza total es
cero: 0U (Te) = 0. Para que el equilibrio sea estable se debe cumplir que al
colocar en reposo a la particula en un punto suficientemente cercano a e,
la particula adquiera un movimiento oscilatorio en torno a ese punto.

5.1.2. Andlisis unidimensional

Figura 5.11aenergia potencial en un problema unidimensional puedsegitar puntos de interés
como minimos y maximos.

En un caso unidimensional la energia potencial es una simple funcién U (x)
y la fuerza es F = —dU/dx La fuerza apunta hacia la izquierda en los
puntos en que U es creciente y apunta hacia la derecha en los puntos
donde es decreciente.

En particular, en la vecindad de un minimo x. la fuerza que hay a la izquier-
da de este punto apunta hacia la derecha (también hacia x¢) y la fuerza que
hay a la derecha de xe apunta hacia la izquierda (o sea hacia x¢). Esto per-
mite entender porqué un minimo de U es un punto de equilibrio.
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Si una particula estd sometida a una fuerza total conservativa, se llama
punto de equilibrio estable a un punto T para el cual se cumple que:

(i) si la particula es dejada en reposo en ese punto permanece en reposo
en él; (i) si se la deja en 1 con una velocidad suficientemente pequefia, la
particula oscila en torno a ese punto.

%e

Figura 5.2:Ejemplo de funcién (k) con dos minimos. Las lineas a trazos representan algunos
valores posibles de la energia mecanica total. Puesto quel(fasegura que esta energia es siempre
mayor (a lo sumo igual) a U entonces para los valores indisade E el movimiento no puede
extenderse indefinidamente en el eje x.

Como la fuerza total es conservativa, existe una energia potencial U (x) y
la fuerza total es F = —dU/dx En las zonas donde U es creciente F es ne-
gativo (es decir, la fuerza apunta hacia la izquierda) y en las zonas donde
U es decreciente, F es positivo. Esto muestra que si xe €s un minimo de U
la fuerza en una zona en torno a xe apunta hacia xe y €s nula justo en Xe.
Esto quiere decir que si se da como condicion inicial x(0) = X y una veloci-
dad suficientemente pequefia, entonces la particula va a ser frenada por la
fuerza hasta que invierta el sentido de su movimiento. Debido a (5.1.1), en
el punto x; en el cual la velocidad se hace cero se cumple que E =U(xp).
En la figura 5.2 se puede ver graficamente en qué puntos la particula solta-
da desde x¢ con la energia total indicada por linea de trazos, llega un punto
en que su velocidad se hace cero—los puntos de retorno—y se devuelve.
Para los tres valores de E indicados en la figura 5.2 el movimiento ocurre
en una zona limitada del eje X. También se puede adivinar que si la energia
es suficientemente alta el movimiento puede ser no acotado.

EJEMPLO. La energia potencial debida a la fuerza peso es mgz Una pelota
ideal rebotando ad infinitum contra el suelo esta sometida a esta energia
potencial més la que representa el suelo: U(z> 0) =mgzy U(z< 0) = 'gzz
representado en la figura 5.3. Dada una energia cinética inicial, la particula
tiene una energia total E fija para siempre y, como se ve en el diagrama, el
movimiento es acotado entre un z.;, y una altura maxima.

OTRO EJEMPLO. Un caso muy ilustrativo es el del péndulo plano formado
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-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 5.3:La energia potencial asociada a una particula rebotando ersuelo se modela con
es mgz para z 0y con %zz para z< 0.

por una vara rigida sin masa de largo R en cuyo extremo hay una masa
puntual m.

Figura 5.4:Un péndulo simple tiene la energia potencial planteada eh43.

La energia cinética como siempre es K = %mv2 pero en este caso v = R.
La energia potencial esencialmente es mghy, como se ve de la figura 5.4,
h=R(1—cosp). El cero de energia potencial se ha escogido en el punto
mas bajo que tiene el recorrido de la masa m.

De aqui que la ecuacion para la energia total conservada sea
m .
Evr- R2@? + mgR(1— cosp) (5.1.4)

que muestra que la energia potencial en este caso es mgR(1— cosp) y
cuya forma se puede apreciar en la figura 5.5.

Se puede comprobar que derivando (5.1.4) una vez con respecto al tiempo,
se obtiene la conocida ecuacién para el péndulo.
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R (1-cos fi)

O FRr N WA OO N ©

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 5.5:La energia potencial asociada al péndulo.

Y OTRO EJEMPLOMAS: Consideremos un caso con energia potencial U
dado por

a b
U(x) = —;Jr? (5.1.5)
y X siempre positivo. Esta energia potencial, representada en la figura 5.6
es divergente en el origen, tiene un Unico minimo en x. = 2b/a y tiende
a cero cuando x crece indefinidamente. Para cualquier valor negativo de
la energia total el movimiento esta acotado entre dos valores Xmin Y Xmax

(puntos de retorno)

4|E|b
-2

(5.1.6)

4E[b
1_ /1 2E[b

a
o == 144/
™ 2E] @2 )0 T g

Cuando la particula alcanza uno de estos valores extremos la velocidad
se hace cero pero dU/dx## 0O, es decir, la fuerza es no nula y la particula
tiene una aceleracidon que apunta alejandose del valor extremo. En una
situacién asi, el movimiento consiste en ir y volver entre estos dos valores
extremos de x. El movimiento es periddico pero en general es diferente a
un movimiento armonico simple.

En cambio, para cualquier valor positivo de la energia el movimiento tiene
una cota inferior xmin Pero no tiene cota superior: una vez que la particula
adquiere velocidad hacia la derecha no cambiara mas la direccion de su
movimiento.

Si se escoge un punto cualquiera X = Xo cOmo posicion inicial, ¢cual es la
minima velocidad inicial para que la particula logre tener un movimiento
no acotado hacia la derecha? La respuesta se obtiene exigiendo que en el
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Figura 5.6:La energia potenciat- 2 + ;bg tiene un solo minimo, en=xxe = 2b/a, y tiende a cero
cuando X— oo,

momento inicial (y siempre) la energia sea no negativa, es decir, %m\%+
U (%) > 0, es decir,

B>~ 2Ux). (5.1.7)

En las zona en que U (Xg) es positivo esta relacion no es restriccion alguna
y la particula escapa a infinito siempre; en cambio en la gran zona en que
U (Xo) es negativo (5.1.7) da una cota a la rapidez inicial. Esta cota inferior
se denomina velocidad de escape. «

> Completamente en general la velocidad de escape—que depende
de la posicién inicial Fr—es la velocidad minima necesaria para que
la particula pueda tener movimiento no acotado.

Para una funcion de energia potencial arbitraria U (x) que tiende a un valor
constante U, cuando x — o la velocidad de escape en un punto x cualquie-
ra esta dada por

VesdX) = \/% v/ Ue —U(X) (5.1.8)

& Determine el valor en metros por segundo de la velocidad para escapar de la
atraccion gravitacional de la Tierra partiendo desde el nivel del mar.
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5.1.2.1. Integracion de caso conservativo unidimensional

La ecuacioén (5.1.2) unidimensional en un rango en que la velocidad es
dx 2
— =1/=vE-U
dt m Y

la cual puede escribirse en la forma integral

m X dx
t:\/; /XO N (5.1.9)

valida, como se ha dicho, mientras la velocidad no cambie de signo. Esta
es una solucion formal de todos los problemas unidimensionales.

5.1.2.2. Caso sencillo en que la energia no se conserva

En lo anterior se ha explotado el analisis en el que las fuerzas son todas
conservativas. Sin embargo si se toma el caso en que se agrega una fuerza
contante no conservativa como es el caso del roce dinamico, también se
tiene un gréfico de energia suficientemente sencillo para poder hacer un
analisis facil de interpretar.

Considérese el caso de un oscilador sobre un plano horizontal: mX = —kx
al que se agrega la fuerza de roce dinamico. Este roce apunta hacia la
izquierda cuando el movimiento es hacia la derecha (x > 0) y viceversa, es
decir, Foce = —€ umgdonde ¢ es el signo de x. Mientras el desplazamiento
es hacia la derecha, la fuerza es negativa y el trabajo que esta fuerza
no conservativa efectlia es proporcional a x. En efecto, de la ecuacion de
movimiento completa: mX = —kx— & umg se puede integrar una vez para
obtener

1 5

—I—(xz—s mgx

que se puede escribir como
Enr(t) = E(J — t
mt (1) MT — EHUMgXt)
Esta ultima relacion describe la forma como la energia mecanica total ini-
cial E,EAO% va disminuyendo a medida que el sistema evoluciona.

& Resuelva un caso especifico para el cual pueda hacer un grafico que ilustre
la evolucion Eyr(t).
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5.1.3. Discusion avanzada: Tiempos de frenado en puntos de
retorno

Estas notas no son necesarias para la comprensién de los capitulos posteriores, pero pue-
den aportar a la compresion de ciertos temas avanzados de este capitulo.

Cuando se analiza la dinamica de una particula usando diagramas de energia en casos
unidimensionales o en tres dimensiones con conservacion de momentum angular, surge el
concepto de punto de retorno. Si la particula tiene una energia constante E, los puntos de
retorno son aquellos donde la energia potencial (o la energia potencial efectiva) se iguala
a la energia U(x*) = E. Al acercarse a un punto de retorno, la rapidez de la particula se
hace cada vez mas pequefia hasta anularse en x*. Una pregunta que surge es cuanto
tiempo tarda la particula en frenarse para luego rebotar y si ese tiempo es finito o infinito.
La respuesta depende de las propiedades del punto de retorno.

5.1.3.1. Primer caso: El punto de retorno no corresponde a un maxi-
mo de la energia potencial

Se considera el caso representado en la figura 5.7, donde la particula viaja hacia la dere-
cha. Si xg es la posicion inicial de la particula, se puede determinar el tiempo que tarda en
llegar a x* utilizando la ecuacién de la energia, donde se despeja la velocidad

dx 2
at =V E](E—U(X))

w X

Figura 5.7 Cuando la posicién de la particula alcanza un punto en el tuehergia total coincide
con la energia potencial, se tiene un puntode retorno.

que también se puede escribir como

1 d
dx _,

2(E-U(x) ™t
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Integrando la Gltima expresion entret =0y t*, el instante de detencion, y usando el teorema
del cambio de variable, se tiene

X' dx e
o J2E-uw)

Para calcular esta Ultima integral se necesita conocer la forma explicita de la energia po-
tencial. Sin embargo, es posible decir si es finita 0 no. Como x* no corresponde a un ma-
ximo de la energia potencial, localmente U(x) se puede aproximar por una linea recta
U(x) ~ E+U’(x*)(x—x*). Luego, si se considera una distancia  pequefia, se tiene que

oo /X**é L dx
o JEE-UM] P [RUe0) (xx)

Haciendo el cambio de variable y = x* — x en la segunda integral se obtiene

- X' =8 dx +/‘5 1 dy
o JEE-UX] O\ J2Ux)y
_ /”*5 dx 2md
o \JRIE-U VU

que es un valor finito.

Luego, en el caso analizado, el tiempo que tarda la particula en frenarse es finito.

5.1.3.2. Segundo caso: El punto de retorno es un maximo de la e ner-
gia potencial

U

X

Figura 5.8:Si el punto de retorno es un maximo de la energia potenciémigo para llegar a él
diverge.
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Al igual que en el caso anterior, hacemos una aproximacion para la energia potencial cer-
ca del punto de retorno. Como es un maximo, la aproximacion correspondiente (serie de
Taylor) da una parabola: U (x) ~ E +U”(x")(x — x*)?/2, con U”(x*) < 0. De esta forma se
tiene

x'—06 dx +/X" dx

E-U)] 8\ 2[-U"(x)(x—x)?/2]
dx m '5$/

,/n%[EfU(x)]+V *U”(X*)/o y

La dltima integral diverge, lo que muestra que en esta condicion la particula tarda un tiempo
infinitamente grande en detenerse completamente.

Xo 2
m

Un ejemplo de esta Ultima situacion corresponde a un péndulo (barra rigida y masa en el
extremo) que es soltado desde el reposo, con la particula en la altura maxima. Demuestre
que la particula tarda un tiempo infinito en volver a la posicion vertical. También tarda un
tiempo infinito en despegarse de la cuspide.

5.2. Pequeias oscilaciones en torno a un punto de
equilibrio.

5.2.1. Oscilaciones 1D.

Consideremos el caso de una energia potencial U (x) que tiene un minimo
en X = Xe. No tendra importancia si U tiene ademas otros minimos. Puesto
que se trata de un minimo, esta garantizado que (dU/dx)x—x, = 0. Supon-
dremos que el movimiento tiene una energia total levemente superior a
U (Xe), es decir, la energia cinética es siempre muy pequefia y la particula
permanece todo el tiempo muy cerca de X = Xe. El punto X tiene a ambos
lados puntos de retorno muy cercanos. En tal caso, la expansion de U (x)
en torno a xe que solo llega hasta la segunda derivada de la funcién puede
ser una excelente aproximacion para U,

1 /dU 5
UM ~U () + 5 <W>xe (x— %) (5.2.1)
Esta energia potencial aproximada da como fuerza aproximada

d?U
F(X) = —k(X—Xe) con k= <W>x—xe (5.2.2)
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que es la fuerza de un resorte de largo natural X, y constante elastica dada
por la segunda derivada de U evaluada en el minimo.

Se ha obtenido que un sistema mecanico cualquiera, cuando esta cerca
de una posicién de equilibrio puede ser descrito como el movimiento de
una masa unida a un resorte ideal. Esta aproximacion es valida cuando el
desplazamiento respecto a la posicion de equilibrio es pequefio. El estudio
en detalle del movimiento de una particula unida a un resorte describe, en-
tonces, el movimiento de cualquier sistema mecanico cerca del equilibrio.

La ecuacién de movimiento de la particula cerca del punto de equilibrio es
entonces

mX = —K [X— Xg], donde x = x(t) (5.2.3)

ecuacion que fue estudiada en el capitulo 3, donde se obtuvo que el mo-
vimiento que resulta es una oscilacién arménica en torno a X con una

frecuencia caracteristica dada por wy = \/% .

Luego, cuando una particula se mueve en las cercanias de un punto de
equilibrio, la fuerza puede ser aproximada por un resorte ideal y el movi-
miento que resulta es armoénico simple. La frecuencia angular de oscilacion
en torno al punto de equilibrio estable esta dada por

- U”(Xe)
Wy = ”T (5.2.4)

que se llama la frecuencia de las pequefias oscilaciones. Hay que notar
que como Xe €s un minimo de la energia potencial (equilibrio estable), la
segunda derivada es positiva de U, lo que garantiza que la raiz existe.

En algunas situaciones la derivada U” en el punto de equilibrio es nula,
resultando en oscilaciones no arménicas; por ejemplo, en el movimiento en
torno al origen en el caso U = ax*. Este caso, sin embargo, no se estudiara
en este curso.

> Cuando una particula se mueve muy cerca del punto en que U
tiene un minimo, U = Un,n, Y la energia total es levemente superior a
este valor Unin, €l movimiento de la particula es aproximadamente un
movimiento armoénico simple en torno al punto de equilibrio.

El movimiento oscilatorio que ocurre en estas circunstancia se deno-
mina pequefias oscilaciones en torno a un punto de equilibrio.
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5.2.1.1. Cuando la coordenada relevante no es una longitud

Si la energia de un sistema se expresa en términos de una coordenada
gue no es una longitud, como en,
a-o

E= f(p +U(op) (5.2.5)
la ecuacion dinamica, dE/dt = 0, aqui resulta ser ¢ = —1U’. Si 9 = @ es
un punto de equilibrio estable, se cumple que U’(@) =0y U” (@) > 0 (con-
dicion de minimo). La ecuaciéon dinamica en una pequefia vecindad del
minimo en @ aproximadamente es ¢ ~ —%U”((pe) (@— @), que se recono-
ce como una ecuacién de movimiento armonico simple con frecuencia

U”(@)
. (5.2.6)

w =

En este caso la prima indica d/dg.

5.2.2. Ejemplo de energia y pequefas oscilaciones

Figura 5.9:Dos particulas de masa m unidas por varas ideales (masa egispie) de largos a 'y
by que forman un angulo recto.

Para ilustrar varios de los conceptos recientes se analizara el caso de un
péndulo que tiene dos masas en varas que forman un angulo recto, como
muestra la figura 5.9. Veremos cual es el anulo maximo si el sistema se
suelta del reposo con @ = 0. Veremos cuanto vale la velocidad angular
cuando @ = 11/2y finalmente veremos la frecuencia en el caso de pequefias
oscilaciones en torno al angulo @ de equilibrio estatico.
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La energia del sistema es la suma K de las energias cinéticas mas la suma
U de las energias potenciales:

. A 2
E = g(acp)2+g<\/a2+b2cp> —mgasing

—mg(asing+ bcosyp)

e Si se suelta desde el reposo (esto es, ¢ = 0) con @ = 0 la energia inicial
es

Eini = —mgb
y este es el valor que tendra durante todo el movimiento.

El &ngulo maximo lo alcanza en otro punto en el cual ¢ = 0. Se debe exigir
gue la energia es ese momento sea

—mg(2asin@-+ bcosp) = —mgb

que tiene dos soluciones, una es la condicion inicial = 0y la otra es para
el maximo valor posible @y para el angulo

4ab

SN = 2221 12

Para saber la velocidad angular cuando ¢ = 11/2 se vuelve a aplicar con-
servacion de energia:
m .
— (2a% +b?) ¢ — mgza= —mgb

T 29(2a—b)
A Y

Este resultado no tiene sentido salvo cuando 2a > b. Esto se debe a que
si tal desigualdad no se obedece el péndulo nunca llega a ¢ = 11/2 a partir
de la condicion inicial escogida.

que implica

e Veamos ahora cuanto vale la energia si el sistema esta en equilibrio
estable. En tal situacién ¢ = 0y el sistema esta en un minimo de energia
potencial. La derivada de la energia potencial con respecto a ¢ es

U’ = —mg(2acosp — bsing)

que se anula cuando
tan@: = 2a
®=%
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y se comprueba que para este valor del angulo la energia potencial, que
es la energia total en el caso estatico, vale

Emin = —Mgy/4a2 + b?

Con lo visto en (5.2.6) resulta muy facil determinar que en el presente
ejemplo la frecuencia al cuadrado es

,  gV4l+1?
282 +b?

5.2.3. Otra vez el péndulo simple

m
©)

Figura 5.10Péndulo simple.

Ya se obtuvo en (2.3.13) que la ecuacién del péndulo simple, como en la
figura 5.10, es

b= —%sinqo (5.2.7)
Si esta ecuacion se multiplica por ¢, ambos lados de la ecuacién son de-
rivadas perfectas y se puede integrar desde un tiempo inicial t = 0 hasta t
arbitrario. Si se escoge ¢(0) = @, ¢(0) = 0 se obtiene

P(t) = Z—R? (cosp(t) — cosq) (5.2.8)

Se ha obtenido la velocidad angular ¢ como funcién del &ngulo ¢. El péndu-
lo comienza desde el reposo con amplitud @ = @ y se mueve disminuyendo
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El mismo pendulo con amplitud diferente

angulo phi

0 5 10 15 20 25 30 35 40
tiempo

Figura 5.11EI péndulo tiene periodo diferente para diferentes amgéisi La figura dap(t) del
mismo péndulo lanzado tres veces coc06.tex saved n valacidéal nula desde angulos iniciales
@(0) = ¢ diferentes.

@, pasando por el punto mas bajo que corresponde a @ =0y luego llega a
@ = —@. En ese recorrido se cumple la mitad del periodo T.

En ese lapso - la velocidad angular ¢ es negativa por lo que se debe

escribir
cp:—\/z—s\/cosw—coscm con Oétég (5.2.9)

Para obtener la dependencia de @ en t es necesario integrar una vez mas.
Se integra desde t = 0 hasta un valor t menor a % en el que @ toma el valor

o(t)
______r it
@(t) /COSP — COShy R
La integral al lado izquierdo pertenece a una clases de integrales llama-

das elipticas y el resultado no puede expresarse en término de funciones
elementales.

/% do 29

Si en la expresién anterior se escoge t = % la integral angular es desde
—@ hasta @ y se tiene una relacion entre el periodo T y la amplitud de la
oscilacion.

En la figura 5.11 se muestra graficamente el resultado de integrar numéri-
camente la ecuacion del péndulo en tres casos que tienen el mismo valor

para %, y que parten del reposo. Difieren en el valor de ¢(0).

* * *

En general sinp = ¢ — %qﬁi pero si el péndulo tiene oscilaciones de
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amplitud pequefa, el lado derecho de (5.2.7) puede aproximarse por sing ~
@y la ecuacion aproximada de movimiento es

59
Q= R(p (5.2.10)

gue es la ecuacion de un oscilador arménico con frecuencia angular wy =
\/g. La soluciéon de esta ecuacion entonces es muy facil de escribir.

5.2.4. Equilibrio y pequefias oscilaciones en 2D y 3D
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Figura 5.12:Ejemplo de la forma de una energia potencial U(x,y) con doggsude equilibrio
estable.

En dos o tres dimensiones la situacion es mas compleja que en una di-
mensién pues hay mas casos posibles. En la figura 5.12 se representa una
energia potencial U (x,y) que tiene dos minimos, es decir, dos puntos de
equilibrio estable, un minimo mas profundo que el otro. Si esta superficie
se cortara por un plano horizontal a alguna altura E se tendria la zona en
la cual el movimiento puede darse (E > U). En la base de esta figura se
puede ver las curvas de nivel las cuales representan precisamente curvas
U =const ant e. Considérese, por ejemplo, la curva cerrada en torno al
minimo izquierdo que aparece en la base de la figura. Ella corresponde a
un cierto valor U = Eg. La zona interior a esa curva cumple con Eg > U ().
Es decir, si la particula tiene energia total Eg y su posicion inicial fue da-
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da dentro de esta zona, el movimiento sera todo el tiempo dentro de esta
zona.

Hay otro punto interesante de esta energia potencial: es un punto entre
los dos minimos y él es un maximo en la direccion X y un minimo en la
direccion Y. A tales puntos se les llama punto silla y son puntos de equilibrio
inestables.

No veremos en general la forma del movimiento arménico simple en el
caso de una energia potencial U (x,y) y tan solo se dice a modo de com-
plementacion cultural que es necesario considerar la matriz de valores
Mgp = 02U /0%a0%p, Se debe diagonalizar y estudiar sus autovalores.

Sin embargo, un caso simple ocurre en el movimiento en dos o tres dimen-
siones de una particula unida a un resorte ideal. En este caso, la energia
potencial tiene un sélo minimo que es igual en todas las direcciones. Se
tiene, entonces el llamado oscilador armdnico tridimensional

La ecuacién para un oscilador armoénico tridimensional de largo natural
nulo ubicado en el origen es

mr(t) = —kF(t) (5.2.11)

Se trata de un problema con fuerza central, por tanto, como el momento
angular respecto al centro de fuerza se conserva, el movimiento es plano,
como se discutid en la seccidon 2.5. Todo el movimiento, entonces, ocurre
en un plano, el que queda determinado por las condiciones iniciales. Con-
viene escoger al plano XY coincidiendo con el plano del movimiento. En tal
caso la ecuacion anterior se separa en dos ecuaciones independientes,

mx(t) = —kx)

my(t) = —ky{t) (5.2.12)

Cada una de estas dos ecuaciones tiene solucion del tipo (3.2.6) con cons-
tantes determinadas por las condiciones iniciales,

X(t) = Agsin(apt)+ B1 cog ant)

y(t) = Azsin(apt)+ Bz cogant)

Si se da una posicion inicial To = (Xo,Yo) Y una velocidad inicial Vo = (Wx0,y0),
entonces se tiene cuatro condiciones para determinar a las cuatro constan-
tes A1 .. Bo.

(5.2.13)

& Demuestre que (5.2.13) implica que la trayectoria en el plano XY es siempre
una elipse con centro en el origen.
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5.3. Oscilador forzado

5.3.1. La ecuacioén del oscilador forzado

En variadas ocasiones una particula que se encuentra cerca de un punto
de equilibrio estable es forzada externamente. EI movimiento que resulta
es en general complejo, dependiendo del tipo de fuerza externa que actlay
de la amplitud de ésta. Sila amplitud de la fuerza no es muy grande, enton-
ces la particula se alejara poco del punto de equilibrio estable, pudiéndose
aplicar el formalismo de pequefias oscilaciones. La fuerza externa puede
ser de muchos tipos, pero un caso particularmente interesante correspon-
de en que esta depende explicitamente del tiempo. Un ejemplo cotidiano
se da con un temblor que hace vibrar a los edificios en torno a su posicion
de equilibrio.

Consideremos una particula de masa m en una dimension que se mueve
bajo la accién de una fuerza conservativa que viene de una energia po-
tencial U el cual tiene un punto de equilibrio estable en xe, mas una fuerza
que depende del tiempo pero no de la posicion F(t). Cerca del punto de
equilibrio estable, la ecuacién de movimiento es

mMX = —K(X— Xe) + Fe(t)

2]
ke (4Y
e )y

Como el movimiento natural (sin forzamiento) de la particula es armonico,
resulta natural estudiar el caso en que la fuerza externa también es armo-
nica (sinusoidal). Diremos que la fuerza externa se puede escribir como
Fe(t) = kQsin(wt), donde Q mide la amplitud de la fuerzay w es la frecuen-
cia angular de la misma, que no necesariamente coincide con la frecuencia
angular de las pequefias oscilaciones.

donde

La ecuacién de movimiento que resulta es
mX = —Kk [x(t) — Qsin(wt)] (5.3.1)

donde por simplicidad se puso xe = 0. Si X # 0, entonces basta con hacer
el cambio de variables y(t) = x(t) — Xe y se obtiene la misma ecuacion.
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5.3.2. Solucién, resonancia y batido

Este tipo de ecuacion lineal inhomogénea tiene la siguiente propiedad. Si
dos funciones x(t) y x(t) la satisfacen, entonces su diferencia,

y(t) = x(t) —x(t) (5.3.2)

satisface la correspondiente ecuacion homogénea

my(t) = —ky(t) (5.3.3)

cuya solucioén, como ya sabemos, es de la forma y(t) = Asin(apt) + B cog ant).

A continuacién se vera que existe una solucién de (5.3.1), que se denomi-
naré x(t), que tiene la forma

X(t) = D sinwt (5.3.4)

siempre y cuando D tenga un valor muy preciso. Puesto que X= —w?D sinawt,
entonces al exigir que se satisfaga (5.3.1) se deduce que

2
D— % (5.3.5)

y la solucién x(t) general es x=y+X,

wQ _ _
X(t) = m sinwt + Asin(apt) + B cog apt) (5.3.6)

El primer término de la solucion tiene frecuencia angular w asociada a la
forzante y tiene coeficiente fijo, mientras que el resto tiene la frecuencia ay
asociada al sistema masa-resorte (m, k). Se tiene un resonancia cuando la
frecuencia w es muy cercana a la frecuencia wy.

La superposicién de dos dependencias temporales con distinta frecuen-
cia puede producir el fenémeno de batido que se ilustra en la figura 5.13:
las funciones se suman y restan sucesivamente, produciendo una funcién
con una envolvente de periodo mucho mas largo que las funciones que lo
componen.

Esta solucion tiene una propiedad muy especial. El punto oscilante puede
llegar a alejarse bastante de su posicién de reposo debido al primer término
en (5.3.6). Si se comienza a variar lentamente la frecuencia angular w de
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Figura 5.13:Un oscilador de frecuencia naturaly forzado por una fuerza periédica con fre-
cuenciaw cercana a la frecuenciay muestra un comportamiento temporal en paquetes como se
aprecia en la figura. Si dos cuerdas de guitarra se afinan asotay cercanas el sonido que resulta

al tocarlas simultaneamente tiene esta propiedad que sealldebatidg claramente audible. Esta

es una propiedad de la solucion (5.3.6).

- - 2 - - -
la forzante acercando w a wy, el coeficiente %‘gﬁgz crece indefinidamente,

permitiendo que la amplitud de las oscilaciones también crezca sin limite.
. 2 ’ . . .
La amplitud ‘;’OQ del término resonante cambia de signo cuando se pasa
wp—w?
de w<wyaw>wy.

En un sistema real este proceso tiene un limite porque, si bien para peque-
fias oscilaciones (amplitud pequefia) un sistema puede comportarse como
aguel gue hemos estado describiendo, para amplitudes mas grandes la ley
de fuerza se hace notoriamente diferente y el sistema deja de comportarse
en forma puramente elastica.

El movimiento descrito por (5.3.6) es una primera forma de ver un fenoé-
meno de enorme importancia practica llamado resonancia. Cuando la fre-
cuencia de una forzante w coincide (o es muy parecida) a la frecuencia
natural wy del sistema, se produce una resonancia. Desde el punto de vis-
ta meramente matematico (5.3.6) es divergente si w — «y. En la practica,
como se discutird mas adelante, el sistema oscila mucho mas fuertemente.
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5.3.3. Ejemplos en la practica

Este fendbmeno se puede ver en numerosos ejemplos de la vida cotidiana.

o Cuando el ruido de un motor acelerando llega a una ventana, el vidrio
suele, en un determinado momento, vibrar fuertemente. Esto se debe
a que el panel de vidrio de esa ventana tiene una frecuencia natural
de vibracion y el ruido que llega a través del aire (ondas de compre-
sién) actia como forzante. La frecuencia del motor va variando, por-
gue esta acelerando, y en algdn momento coincide con la frecuencia
del panel.

o ElI movimiento de cabeceo de un barco tiene una frecuencia natural
de oscilacién. Si el barco se ve enfrentado a un oleaje suave que
tiene la misma frecuencia, puede llegar a cabecear tan fuerte que
podria hundirse. Hundimiento en dia claro y tranquilo.

o Por lo compleja que es la estructura de un edificio, estos tienen varias
frecuencias naturales de vibracién. Si ocurriera que la frecuencia de
un temblor coincide con alguna de las frecuencias naturales del edi-
ficio este se puede llegar a romper. Técnicas actuales permiten que
esto no ocurra.

o En un camino irregular no muy duro las ruedas de los automdéviles
rebotan y luego golpean fuertemente al camino. La repeticién de este
proceso termina haciendo una superficie ondulada bastante regular
gue se conoce como calamina. Los vehiculos que transitan sobre un
camino calaminado pueden entrar en resonancia y deben cambiar de
velocidad para evitarlo.

5.3.4. Un ejemplo sencillo

Un ejemplo mecanico simple que presenta forzamiento ocurre cuando se
considera el caso de un resorte unidimensional de largo natural nulo y
en ausencia de gravedad, cuyo extremo A extremo oscila en torno al ori-
gen: xa(t) = Qsin(wt) con frecuencia angular w, en general, distinta a wy =
Vvk/m.

El resultado efectivo es que aparece un nuevo término de fuerza en la
ecuacion de movimiento, y es una fuerza oscilante que llamaremos forzan-
te.
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Figura 5.14El punto A se mueve oscilando en torno al origen=xQsin(wt).

La ecuacion de movimiento es mXx = —k (x(t) —xa(t)). Al reemplazar el mo-
vimiento del extremo se obtiene

mx = —k(x(t) — Qsin(wt))

gue es la ecuacion ya vista del oscilador armoénico forzado.

5.4. Oscilador amortiguado

Como se vio en las secciones anteriores, cualquier particula cerca de un
punto de equilibrio estable presenta oscilaciones armoénicas con una fre-
cuencia bien caracteristica. En muchas ocasiones, ademas de las fuerzas
conservativas que dan lugar a la energia potencial que presenta el pun-
to de equilibrio estable, hay roce viscoso. Como sabemaos, el roce viscoso
tiende a frenar a las particulas y por lo tanto a disminuirles su energia.
Si una particula comienza su movimiento cerca de un punto de equilibrio
estable X y ademas hay roce viscoso, parece natural esperar que haya
oscilaciones en torno a xe y al mismo tiempo que disminuya su energia,
manteniéndose siempre cerca del punto de equilibrio. La situacion real es
mas compleja pudiendo no haber oscilaciones del todo, pero como se vera,
la particula se mantiene cerca del punto de equilibrio.

De esta forma, la ecuacion de movimiento que describe a una particula
cerca de un punto de equilibrio estable en presencia de roce viscoso es

mX(t) = —kx(t) — cx(t) (5.4.1)

0 equivalentemente c
X(t)+a>'<(t)+w§x(t) =0 (5.4.2)

2
- (22)
dx X=Xe=0
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y se ha escogido el origen en la posicién de equilibrio (xe = 0). Nuevamente,
si no fuese asi, un cambio de variable permite obtener la ecuacién anterior.

Para resolver este tipo de ecuaciones primero se plantea la ecuacion alge-

braica 72+ £ z+w0 cuyas raices son — = 25
complejas. En efecto, la naturaleza de las soluciones de (5.4.2) depende
del signo de

+4/ (i)z— wp, que pueden ser

- (%n)z_wg (5.4.3)

Caso A > 0: Este caso, denominado caso sobreamortiguado, la solucion
se puede escribir en general en la forma

<A1eV &) 6 ety ()~ >e%1‘ (5.4.4)

El factor exponencial que esta fuera del paréntesis dominay la funcion x(t)
decrece exponencialmente cuando el tiempo crece. Las constantes A; y
A, se determinan cuando se conoce las condiciones iniciales. Compruebe
gue se cumple que
=%
A =7+ 4m\/_ + 2\/—
(5.4.5)
Vo
amva  2vVA
A pesar de su nombre, este sistema no oscila porque el efecto de la amor-
tiguaciéon es muy fuerte.

Caso A < 0: En este caso los efectos de la amortigacion son menos inten-
sos y el sistema oscila. La solucién podria escribirse practicamente en la
misma forma que antes

(Ale Vo (&)’ +Ae " - (2%“)2) e !

pero como la solucién debe ser real para que tenga sentido, entonces las
constantes A; y A, deben ser complejas. Al exigir que x = x* para todo t
se deduce que A; = A;. Para hacer explicita esta propiedad se cambia de
notacion,

D ; D _;
= — B = — 7IB
Aq 5 e Ao 5 e
y entonces
—De it 2
X(t)=De 2 cos(t wh — <2m) +B> (5.4.6)
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x(t)

\
v

tiempo

Figura 5.151as oscilaciones de un oscilador amortiguado van decrefieson el tiempo, man-
teniendo su frecuencia tal como se describe en (5.4.6).

solucién que esta representada en la figura 5.15.
Se aprecia que la frecuencia angular de oscilacion en este sistema es
c\2
=/~ (5= 5.4.7
“ “ (Zm) ( )

gue es una frecuencia menor que ay. Si el coeficiente de viscosidad ¢
aumenta la frecuencia w, disminuye aun mas, es decir el periodo de osci-
lacion T = 2 aumenta si ¢ aumenta.

En este caso las dos constantes que deben ser fijadas una vez que se
tiene las condiciones iniciales son D y 3.

5.5. Oscilador forzado y amortiguado

Finalmente, consideramos el caso general de una particula que se mueve
en proximidad de un punto de equilibrio estable, donde ademas hay ro-
ce viscoso y una fuerza externa periédica. La ecuacién que describe este
movimiento es

mx(t) = —kx(t) —cx(t) + kQsinawt

gue se escribe equivalentemente como

K(t) + %)’((t) + 6@ x(t) = @ Qsinct (5.5.1)
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El tltimo término es el que describe a la forzante periddica.

Tal como se comento en la seccion 5.3 estas ecuaciones lineales inhomo-
géneas tiene una solucion general que se obtiene de la solucién general
de la correspondiente ecuacion homogénea (en este caso la del oscilador
amortiguado sin forzar) mas una solucion particular de la ecuacion inho-
mogénea.

Puesto que ya se conoce la solucién general del oscilador amortiguado sin
forzar solo resta calcular una solucién de la ecuacién inhomogénea (5.5.1).
Esta seré obtenida a partir de suponer que existe solucion x(t) de la forma

X(t) = Asin(wt—9)
= A(sinwtcosd — coswt sind) (5.5.2)

De donde es directo obtener que

X(t) = Aw (coswtcosd + sinwtsind)
%(t) = —Aw? (sinwtcosd — coswtsing) (5.5.3)

0O 05 1 15 2 25 3 35 4

Figura 5.161a amplitud Aw), dada en (5.5.6), de un oscilador de frecuencia nataxglamor-
tiguado y forzado por una fuerza periédica con frecuenwigla forzant§ muestra para diversos
valores del parametro de amortiguaciéon g un méaximo (resor@ren w= w; (definido en (5.5.7)).
Mientras menor el amortiguamiento mayor es la amplitud A.

En lo que sigue se va a usar un parametro q para describir el amortigua-
miento, en lugar de c. La relacion, por definiciéon es

Cw

m
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Al reemplazar estas expresiones en (5.5.1) se obtiene una ecuacion que

se factoriza en dos partes, una proporcional a coswt y otra proporcional a

sinwt. Puesto que esta ecuacién debe ser valida para todo tiempo, cada
una de estas dos partes debe ser nula independientemente y se obtiene

qcosd = (wf—w?) sind (5.5.4)

WQ = A[(wf—w?) cosd+qsind] (5.5.5)

De la primera de estas ecuaciones se despeja inmediatamente que

tand = wgﬁ "
y entonces
sind = d
V(@ —ag)+ e
cosd = -

Ve -+

Si el coeficiente de roce viscoso ¢ se anula,
es decir, g= 0, entonces el seno se anulay el coseno vale 1.
De (5.5.5) resulta (comparar con (5.3.5))

A ng
(0 — w?) cosd +qsind

2
@b Q (5.5.6)

V(6 -2t

y ahora se ve que el primer término en el denominador es siempre positivo
tal como el segundo término.

Entonces la amplitud A nunca es divergente. Su forma, como funcion de w,
se muestra en la figura 5.16. La funcion A tiene un maximo cuando

2
2 2 2 c
W= @2 = _2(_> 5.5.7
W =g -2 (5 (5.5.7)
Esto contrasta con lo que ocurre con el oscilador forzado sin amortigua-
cion donde la amplitud que resulta matematicamente es divergente en la
resonancia.
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MMHMMMM A AR
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Figura 5.171afuncién %t) de un oscilador de frecuencia naturah, amortiguado y forzado por
una fuerza periédica con frecuencia (la forzantg muestra un comportamiento inicial transitorio
donde las dos frecuencias compiten, pudiendo haber batidsst etapa. A tiempos largos el com-
portamiento es oscilatorio simple con la frecuenaiale la forzante como se desprende de (5.5.9).

El valor de A en el punto w =« es

wom__ (5.5.8)

que diverge en el caso de un oscilador forzado y no amortiguado, es decir,
cuando c— 0.

La solucién general de la ecuacion del oscilador forzado y amortiguado
se expresa como la solucién general de la ecuacion homogénea mas la

solucién particular recién obtenida. Suponiendo que no hay sobreamorti-
guacion esta solucion es

X(t) = Dcos(t\/wg—(%n)%r[i) exp[—%t}

+ w5 Q sin(wt — 9) (5.5.9)
Vi ()°

La primera parte de esta expresién, que proviene de la ecuacion lineal ho-
mogénea (oscilador no forzado), decrece con el tiempo en forma exponen-
cial. A tiempos largos, entonces, la solucién que domina sin competencia
es la parte proporcional a sin(wt — ). A largo plazo la forzante impone
totalmente la frecuencia de oscilacion.
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5.6. Problemas

5.1 Una particula P de masa m esta sometida a la
fuerza de dos resortes. Estos dos resortes de

constantes elasticas ky = 2k y kg = k tienen lar- k,3a
gos naturales 3d y 2d respectivamente y tienen a

puntos fijos, como lo muestra la figura, en un B m
punto A el primero y el segundo en un punto

B verticalmente sobre €l a distancia 6d. Deter- a

k,3a

minar las frecuencias a pequefas oscilaciones
verticales y a pequefias oscilaciones horizonta-
les.

5.2 El sistema de poleas sin roce que describe la fi-
gura tiene una masa colgante my a la izquierda
y la masa total al centro es mp. Dé a este sis-
tema una geometria sencilla para la situacion
de equilibrio. Encuentre la frecuencia de las pe-
guefas oscilaciones en torno a ese punto.

5.3 Se tiene un péndulo plano que consta de
un hilo de largo D que tiene una particula
puntual de masa men su extremo inferior.
Pero no es un péndulo comin porque su
origen superior esta en el punto de con-
tacto entre dos circunferencias de radio
R, como lo muestra la figura. Cuando el
péndulo oscila se enrolla un poco en for-
ma alternada en las dos circunferencias,
de modo que su largo instantaneo no es
D sino (D —Rg) y su centro instantaneo
de giro es el punto P de tangencia (ver
figura).

a) Obtenga las ecuaciones escalares de movimiento, una de ellas
sirve para determinar la tension del hilo y la otra es la interesante. b)
Escriba la energia cinética, K(g, ¢) y la energia gravitacional U (@).
c) Demuestre que la exigencia de conservacion de la energia meca-
nica, dE/dt = O, conduce a la ecuacion interesante de movimiento.

d) Escriba la ecuacion asociada a pequefias oscilaciones.
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5.4 Considere una particula de masa m que esta apoyada sobre un re-
sorte de constante k y largo natural lp, bajo la accién de la gravedad.
El punto B de donde se sostiene el resorte se encuentraent =0 al
nivel de la mesa.

a) Encuentre la altura de equilibrio de la
masa. b) En t = 0, cuando la masa es-
ta quieta y en la posicion de equilibrio, el
punto B comienza a oscilar verticalmen-
te. EI movimiento de B puede ser des-
crito como Fa(t) = Agsin(wt) . Encuentre k, lo

la ecuacion que describe el movimiento

de la masa. c) Resuelva la ecuacion de

movimiento para las condiciones iniciales B

dadas. d) Manteniendo la amplitud A fija, % E
considere que la frecuencia w es menor

gue la frecuencia de resonancia.

¢, Cual es la frecuencia maxima para que la masa nunca choque con la me-
sa?

5.5 Considere el movimiento de una particula de masa m que se mueve
bajo la accidn de la fuerza

F=b (x(P+2)T+y(&+2) [+20&+y2)K)

a) Demostrar que esta fuerza es conservativa. b) Encontrar la ener-
gia potencial U (x,y,z) asociada a esta fuerza, tal que sea nula en el
origen. c) Si la particula es soltada desde el origen con rapidez vp,
determine la rapidez en un punto cualquiera (x1,Y1,2).
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Capitulo 6

Fuerzas centrales y planetas

6.1. Barrera centrifuga y potencial efectivo  U*

6.1.1. Lanocion

Bal’rera Ce ntrﬂ:uga es una nocién que puede ser

comprendida a partir de la conservacion del momento angular. Aparece
naturalmente cuando la fuerza total es central con centro en ¢. En forma
poco precisa se puede decir que el momento angular ¢, es proporcional a
la distancia Rde la particula al centro &'y también es proporcional a la velo-
cidad angular, ¢, ~ R¢. Puesto que /, es constante, si R esta decreciendo,
@ tiene que ir creciendo en la misma proporcién. La aceleracién centripe-
ta, por otro lado es a, ~ V?/R ~ R¢?, es decir, a, crece también. En otras
palabras, para disminuir R se necesita cada vez una mayor fuerza hacia el
centro (centripeta), lo que se siente como si se estuviera contrarrestando
una barrera que expulsa del centro (centrifuga).

Cuando la fuerza total es central, proveniente de una energia potencial U (r),
F=-0U =4 f (6.1.1)

el momento angular se conserva y el movimiento es plano. En tal caso se
puede describir todo el movimiento con las coordenadas polares (r, )
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V = if+re@ (6.1.2)
d = (F—rg?) i+ (2ro+re)
= & +4d, (6.1.3)

El momento angular con respecto al centro de fuerzas, que sabemos que
se conserva en el caso de fuerza central, es

—

{ = mrxv
mr? gk (6.1.4)

Al coeficiente que multiplica a k lo denominaremos ¢,

l=mr’e (6.1.5)

Figura 6.1:A la izquierda el potencial del oscilador arménico& k(r — Dg)2/2 que se anula
en r=Dg Yy el potencial efectivo asociado. A la derecha se compara la funciéon U conéd el
caso del potencial gravitacional. El potencial gravitaca U es infinitamente negativo en el origen
y crece asint6éticamente a cero. El potencial efectiviodiverge a+co en el origen, para cierto r se
anula, pasa a valores negativos, llega a un minimo y luegceceeercandose cada vez mas a U.

Siendo central la fuerza total, la aceleracion &, tiene que ser cero, lo que
equivale a

L.o1d, .
0=2p+ro=—— (mr?g)

gue es cierto porque el momento angular es constante. Usando la defini-
cion de ¢ dada mas arriba se puede hacer el reemplazo

14

¢

Esta es la velocidad angular expresada como funcién del radio.
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La energia mecanica total del sistema es E = K +U dondeK = 1m(i2 + r2¢?)
que ahora se puede escribir, gracias a (6.1.6), en la forma
m 0
Emt = =124+ =—— +U(r 6.1.7
MT = 3 + >mi2 +U(r) ( )
El primer término es la contribucién a la energia cinética del movimiento
radial y el segundo es la contribucion a la energia cinética debida a la
velocidad angular ¢.

La ecuacién de movimiento en el caso actual puede escribirse en la forma

mag = —duU/dr:
.2 du
que se reescribe como
. d 2 d .
mf = — o (U+2mr2) __EU (r) (6.1.9)

y puede ser deducida directamente de (6.1.7) sencillamente calculando
dEyt /dt = 0. Se obtiene una ecuacion (6.1.9) parar(t). Ya se establecio la
dependenciade genr en (6.1.6).

Lo notable es que esta ecuacién de movimiento es equivalente a la ecua-
cion de movimiento de una particula en el eje X con energia potencial
U* = X—Az +U(x), siempre que en ambos casos se tome la misma funciéon U

y A= (?/(2m).

Se ha demostrado las siguientes propiedades del movimiento de un cuerpo
de masa m bajo el efecto de una fuerza total central de la forma (4.6.1):

e La fuerza es conservativa y es —fdU (r)/dr, donde U (r) es funcién ener-
gia potencial.

e Hay momento angular conservado implicando que el movimiento es plano.
Queda ligada la velocidad angular con el radio r por medio de (6.1.6).

e La ecuacion de movimiento, que es en un plano, se reduce a la ecuacion
tan solo para r(t), es decir, se convierte en el problema unidimensional
(6.1.9).

e Esta ecuacién es matematicamente equivalente a la ecuacion de un mo-
vimiento unidimensional, solo que en lugar de tener a U(r) como energia
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potencial, juega este papel la funcion potencial efectivo U*,

62
2mr2
~——

barrera centrifuga

(6.1.10)

Al Gltimo término en U* se le conoce como barrera centrifuga.

Para el importante caso gravitacional definido con (4.6.7) el potencial efec-
tivo tiene un minimo. En efecto, siU* = —2+ r% entonces U* es minimo en

r
o= 2b/a

6.1.2. Ejemplo sencillo

Una particula libre es un caso trivial de “fuerza central”: F = 0 y puede
tomarse U = 0. Sin embargo U* no es nulo. Nada malo hay en ilustrar este
caso con el movimiento descrito en la figura en 81.3, F =b | +Ttvo.

Este movimiento también puede ser descrito utilizando coordenadas (r(t),
@(t)): x=vt =rsing y y=b=r cosp. Mirando la figura en §1.3 debiera
resultar obvio que si la particula inicia su movimiento desde una posicion
bien a la izquierda, la variable r(t) ira disminuyendo con el tiempo, alcan-
zara un minimo r = b y luego r(t) comenzara a crecer, de modo que si el
movimiento es visto solamente desde el punto de la variable r pareciera
gue ha habido un bote a distancia b en una barrera centrifuga para comen-
zar a alejarse.

De la definicion de las coordenadas usadas se deduce que

. . - VpCOS
F=Vvosing = qu)
de donde es inmediato calcular que

. - mgcose mgh? /2 d 2
mi' = M PCosg = — == 3= g5

Es decir, el simple movimiento con velocidad uniforme vyi de una particula
libre puede ser visto como un movimiento bajo los efectos de una barrera
centrifuga. «
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6.1.3. Orbitas circunferenciales

La energia cinética expresada con las coordenadas polares (r, @) es

gvz = Dz irze?)

2
m. Iz
= §r2+m (6.1.11)

En el segundo paso se reemplazé la velocidad angular ¢ por la expresion
(6.1.6) ya encontrada en términos de /.

Una 6rbita es circunferencial cuando su velocidad radial es constantemente
nula, es decir, cuando tanto ¥ = 0 como i = 0. Esto ultimo implica que debe
encontrarse un radio r =r¢ tal que dU*/dr=0

du*
=0 6.1.12
ar ( )

Si se resuelve (6.1.12) se deduce un valor particular r = r¢ el que depende
paramétricamente del valor /. Este es el radio de la 6rbita circunferencial.

La energia cinética en el caso de la drbita circunferencial se reduce a

62

W (6.1.13)

Korbitacircunf=
Puede verse que esta Ultima expresion coincide con la expresion del tér-
mino que se agrega a U para formar U*, es decir, la barrera centrifuga.

Conociendo el valor de la energia cinética y de la energia potencial, la
energia mecanica total es K +U y esta dada por

2
E

= U 6.1.14

Ella esta totalmente determinada por el radio re.

EJEmMPLO. Si se toma el caso gravitacional U = —GMm/r la solucion de
(6.1.12) arroja
€2

Aqui se puede apreciar que las oOrbitas planetarias circunferenciales tienen
un radio que esta dado por su momento angular ¢. Pero tal vez una forma
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mas satisfactoria de decir lo mismo se logra recordando que éste es un
movimiento circunferencial con velocidad angular uniforme w = @ = £/(mr?)

de donde 13

GM
gue no depende de la masa m del planeta sino tan solo de su velocidad
angular. Con este valor la energia total es

G2M2m?

E= 202

(6.1.17)

Los satélites geocéntricos son satélites alrededor de la Tierra, en el plano
ecuatorial, que tienen una velocidad angular igual a la velocidad angular de
la Tierra. Para un observador en la Tierra el satélite parece estar detenido.
Estas son las orbitas que usan los satélites de comunicaciones. «

Las pequefias oscilaciones de r(t) en torno a una érbita circunferencial con
un momento angular ¢ fijo se obtiene de (5.2.4) usando como potencial
potencial efectivo del caso gravitacional,

U* — GMm+ 2
o 2mr2
Su segunda derivada con respecto a r es U*” = —2GMm/r3 +3¢?/mr*. Si

se reemplaza ¢ = mr?w (donde w = @ es la velocidad angular del satélite),
el tltimo término ya no depende de r. Si seguidamente se reemplaza r por
su valor dado en (6.1.16), se obtiene que la frecuencia de estas pequefias
oscilaciones de r en torno al valor r. es

Wpeq. osc. = W

Esto significa que el tiempo que tarda el valor de r en tomar dos veces
consecutivas su valor minimo coincide con el tiempo que tarda el satélite
en dar una vuelta, lo que implica que la orbita r (@) es cerrada.

& Calcule a qué distancia del centro de la Tierra debe estar un satélite para que
sea geoestacionario. Compruebe que estan a decenas de miles de kilometros.
(Los satélites mas usuales estan a pocos cientos de kilbmetros de altura).

& Silafuerza total sobre un cuerpo es F =kraf +aVxF, , Cémo varia la energia
mecanica total con el tiempo? (k, ay a son constantes conocidas).
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6.1.4. Ecuacion de Binet

Si se considera la ecuacion genérica con fuerza central
mr = F(r)f
Al escribirla en coordenadas polares y reemplazando ¢ = # se obtiene

2

mi’ = %JrF(r) (6.1.18)
El método de Binet consiste en reemplazar esta ecuacion para r(t) en una
ecuacion en que se considera tan solo la dependencia de r en el angulo,
r(¢). Larazdn para hacer esto es que es mas facil resolver la nueva ecua-
cion que se obtiene que la ecuacion original. Para obtener la dependencia
en @ se hace uso de la regla de la cadena (dg/dt = dg/dtdg/dgp = ®d). En
lo que sigue la prima indica derivada con respecto a ¢,

d ,
a0 ()
con lo cual
i = qr _r
=¢  mr?
00 '\’ 02 r’ 2r/2 (6.1.19)
T mmr2 (r_2> Tmer2\r2 3
A continuacioén se define la funcién
1
w(Qp) = ——
(@)= @
de modo que
;W s owo2aw?

w2 w2 W

Si se hace estos reemplazos en (6.1.18) se obtiene

mF(1/w)
2w

W = — (6.1.20)

que es la ecuacién de Binet.
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6.2. Planetas y todo eso

6.2.1. La ecuacion de la 6rbita y su integral

Ya se sabe que la ecuacién de movimiento reducida a la ecuacion sélo
parar(t) es

GMm ¢
7 Tme
Al reemplazar todo esto en (6.2.1) resulta la ecuacién la ecuacién de Binet
para el caso gravitacional

mi = — (6.2.1)

GMn?
wWw=—— (6.2.2)
/2
gue es un tipo de ecuacién que ya se conoce, como por ejemplo: Mx =
—kx+mg Su solucion general es,

GMn?
/2
donde Ay d son las dos constantes de integracion. Siempre se puede es-
coger el eje a partir del cual se mide ¢ de tal modo que 6 =0 que es lo que

se hace a partir de ahora. Tal eleccion corresponde a conicas orientadas
en forma simétrica con respecto al cambioy — —v.

w(p) = Acos(p+9d) + (6.2.3)

Puesto que el inverso de wes r, (6.2.3) implica que

42
r(g)=—-SMm (6.2.4)
1+ Shme COSP

Antes de continuar se hace un repaso de la forma como se puede escribir
una conica.

6.2.2. Chonicas

A continuacion se va a demostrar que r(¢) dado por

R

= 6.2.5
1+ ecosp ( )

r(o)

define diversas conicas segun el valor de la excentricidad e. El parametro
R define la escala de longitud de la conica.
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Si (6.2.5) se escribe como r +ercosp = R 0 equivalentemente como x? +
y? = (R—ex)?2 donde se ha usado

X =T COSQ y=rsing (6.2.6)

se obtiene
(1— €)%+ 2eRx+y> =R (6.2.7)

que es una de las formas conocidas que describe conicas. En efecto, todo
polinomio cuadratico Poli(x,y) = O representa una conica en el plano XY.

Si en (6.2.7) se hace el desplazamiento (valido tan solo si € # 1)

_ eR
X=X— 6.2.8
la ecuacion puede ser reescrita como
X2 y2
=t =1 (6.2.9)
ez 1-&

Esta forma describe elipses e hipérbolas centradas en el origen. En efecto,
si € < 1 esta es facilmente reconocible como la ecuacion de una elipse.
En particular, si e= 0 se obtiene una circunferencia. Si € > 1lo es de una
hipérbola. La ecuacién (6.2.7) en cambio deja a uno de los focos de la
cbnica en el origen.

6.2.2.1. Elipses: € <1

2b

ma N

~—

Una elipse es una curva que se caracteriza porque la suma L; + L, de
las distancia de cualquier punto P de la elipse a dos puntos especiales
llamados focos, vale siempre lo mismo. Estos dos focos estan en el interior

- =
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de la elipse sobre su eje mayor. El caso particular en que los dos focos se
funden en un solo punto produce una circunferencia.

En la forma original descrita en (6.2.7) esta es una elipse con uno de sus
focos en el origen y tiene sus radios minimo y maximo sobre el eje X. Se
tomara el caso e > 0.

Para @ = 0 se obtiene rpyjn y para ¢ = 1 se tiene rmax
R R

Mmin = 1re M'max = 1 e (6.2.10)
Los semiejes mayor y menor son
R R
a=-—— b= —— 6.2.11
- — (6.2.11)

6.2.2.2. Hipérbolas: € >1

Una hipérbola es una cénica disconexa, constando de dos ramas. Al igual
gue en el caso de una elipse, hay dos puntos especiales llamados focos.
Esta vez la diferencia de las distancias: |L; — L,| entre cualquier punto P
de la hipérbola y los dos focos es una constante. Las hipérbolas son cur-
vas infinitas que tienden, a grandes distancia, a coincidir con dos rectas
llamadas las asintotas. La distancia entre ambos focos es 2eR/(¢ — 1). La
menor distancia entre las dos ramas de una hipérbola es 2R/(&* — 1).

6.2.2.3. Parabola: €=1

Una parabola tiene un solo punto llamado foco, el cual esta sobre el Gnico
eje de simetria de la curva. La distancia entre el punto de maxima curvatura
y el foco es R.

Si en un punto P de la parabola se traza la recta hasta el foco y la paralela
al eje de simetria, la bisectriz es perpendicular a la tangente a la parabola.
Esta propiedad es la que hace tan Utiles los espejos parabdlicos para hacer
desde focos de linterna hasta telescopios y antenas.

El caso € = 1 debe ser analizado antes de dividir por € — 1. Por ejemplo
de (6.2.7) se tienecone=+1

Y2 = RP+2Rx (6.2.12)

gue son ecuaciones para dos parabolas.
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6.2.3. El caso planetario

Ahora que se sabe la forma de describir las conicas se puede identificar
oz o Ar?
- GMn?’ - GMn¥

A continuacién se vera cémo relacionar A con la energia total E y el mo-
mento angular /.

R (6.2.13)

La energia esta dada por

E— gvz +Ug(r) (6.2.14)
pero de (6.1.2) y luego de (6.1.19)
| - Iz 2
__ 2 2 2 /
V=24 (p2+—mzr4 (r +r ) (6.2.15)
entonces
£2 2 12 GMm
E = 2mr4(r +r )_ r
Iz 2
- = <W2+V\/ ) ~GMmw (6.2.16)

Al reemplazar la forma explicita de la funcién w se obtiene

2A2 m (GMm)?
L <_€ ) (6.2.17)
lo que permite establecer que A depende de E y ¢ en la forma
GMn? 2E (2
A=t—7— |14+ ——— 6.2.18
02 * (GMm)Zm ( )
De todo lo anterior se reconoce que
0 2E (2
R= =1+ —— . 6.2.19
GMn?’ HEES (6:2.19)

Si se reemplaza el valor (6.1.17) de la energia de una 6rbita circunferencial
se comprueba que e=0.
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excentri- radio medio

cidad de la 6rbita

e [108xKm]
Mercurio 0.206 0.58
Venus 0.007 1.08
Tierra 0.017 1.50
Marte 0.093 2.28
Japiter 0.048 7.78
Saturno 0.056 14.27
Urano 0.047 28.89
Neptuno 0.008 44.98
Plutén 0.249 59.00
Sedna 0.857) 1367.00

Cometa Halley 0.967

Cuadro 6.11os planetas y otros objetos, las excentricidades de sligaérp el radio medio de
las respectivas orbitas. Los datos de Sedna no han sidcadnss

Para elipses, € <1 yentoncesE <0.
Para pardbolas, € =1 vy entoncesE=0.
Para hipérbola, e€>1 y entonces E > 0.

EJEMPLO. Desde una distancia ro del centro de fuerza se lanza un satélite
con velocidad Vp, perpendicular al vector posicion inicial 1.

¢ _m2_ GMm 2 _ 2,2
La energia es E = §v§— SMMy /2 = mPrgv3.

El caso limite es el de la pardbola, es decir, el caso con E =0,

V =\2 = 2GM/ro.

Si Vo < vp la Orbita es una elipse. Para el caso particular vo = /GM/rg
se obtiene una circunferencia. Para vy > vp la drbita que resulta es una
hipérbola. «
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6.2.4. Latercera ley de Kepler

De la segunda ley de Kepler, (2.5.4), se desprende que el periodo T del
movimiento planetario se relaciona al area de la elipse, S= mmab,

_2mS_ 2mmab  2mm  R?
L (1-e?)32

T

pero se sabe que /> = GMn¥YR. Calculando T2 se puede reemplazar ¢2 por
la relacion recién escrita, resultando

ara’
T?=
GM

que es la tercera ley de Kepler expresada con el semieje mayor, a.

6.3. Problemas

6.1 Determine la fuerza F que implica la funcién de energia potencial

k
U==-(r—B)r
)
donde B es una constante positiva. ¢ En qué situacion realista se pue-

de tener una fuerza como esta?

6.2 Una particula se mueve sin roce por la superficie interior de un cono
de eje vertical, vértice abajo y angulo a entre una generatriz y la
vertical. Demuestre que la energia potencial efectiva U* es

£sirt o -+ mgp cotara

donde p es la coordenada radial de coordenadas cilindricas. Encuen-
tre la frecuencia de las pequefias oscilaciones cuando p oscila leve-
mente en torno a un valor po.

6.3 Se tiene en Orbita geoestacionaria una gran esfera hueca. Al centro
de esa esfera flota una pequefia masa. Si se le da un pequefio im-
pulso, ¢.cudl es su frecuencia de oscilacién en torno al centro de la
gran esfera?
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6.4 Un satélite artificial tiene una distancia maxima y minima a la super-
ficie terrestre de Ry 3R, siendo R el radio de la Tierra. Determine el
periodo de rotacién en funcion de la masa de la Tierra y de su ra-
dio. Suponga que en el momento en que el satélite esta en su punto
mas bajo se activa su sistema de propulsién que lo deja en orbita
circunferencial. ¢, Cual es el periodo de esta nueva 6érbita?

6.5 Una particula P esta sometida a la fuerza central dada por
6 Al2
= a a“\.

donde By a son constantes positivas conocidas. Si ésta es la Unica
fuerza sobre P determine, a) cudl es la rapidez minima que debe te-
ner P enr =apara que la particula pueda escapar sin retorno; b) cual
es la distancia maxima (o minima) entre P y el centro de fuerzas si
P se esta moviendo radialmente de tal modo que pasa por r = a con
una rapidez que es la mitad de la encontrada en la pregunta anterior.

6.6 Un satélite esta describiendo una 6rbita circular de radio R alrededor
de la Tierra. En cierto momento los cohetes del satélite se encienden
brevemente dandole una aceleracion puramente tangencial. Si el pe-
riodo de la nueva 6rbita es %7 del periodo que tenia antes, determine
la rapidez de la nave cuando pasa por el punto en que se encuentra
mas alejada de la Tierra (apogeo).

6.7 Un satélite es colocado en orbita alrededor de la Tierra desde una
altura de 600 Km sobre la superficie con una velocidad inicial de 30
mil kilbmetros por hora, paralela a la superficie terrestre. Suponiendo
que el radio de la Tierra es de 6378 kilbmetros y su masa es de
5,976 x107* Kg, determine la excentricidad de la 6rbita y la velocidad
del satélite en su apogeo.

6.8 Desde muy lejos y con rapidez vp se dispara una particula de ma-
sa m contra un blanco que esta definido como un campo de fuerza
central repulsiva de magnitud Am/r?. La recta en la que la particula
inicia su movimiento pasa a distancia b del centro de fuerza. Calcule
la distancia r* minima que logra tener la particula con el centro de
fuerza.

6.9 Dos satélites de la Tierra, S, y S, cada uno de masa m, estan descri-
biendo orbitas cerradas en un mismo plano y en el mismo sentido. S
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6.10

6.11

esta en una 6rbita circunferencial de radio Ry $ esta en una Orbita
eliptica caracterizada por rin = RY rmax = 8R. En un cierto instante
ambos satélites se acoplan (la duracién del proceso de acoplamien-
to se supone nulo) formando un satélite compuesto S;». Durante el
acoplamiento se conserva el momentum total pero no la energia. De-
termine a) el cuociente entre la suma de las energias cinéticas
K1+ K,y Kio. b) Determine las caracteristicas de la 6rbita de S;».

Sea Ry el radio de la Tierra. Una nave espacial gira en torno a la
Tierra en 6rbita eliptica de radio minimo 8Ry y radio maximo 16Ry.
Para regresar a la Tierra procede como sigue: ent = 0 se encuentra
en su apogeo (ra = 16Ry). Al llegar a su perigeo (rg = 8Ry) enciende
sus cohetes por un instante para frenar tangencialmente quedando
en una orbita eliptica con radios maximo y minimo: 8Ry y 4Ry. Tan
pronto alcanza por primera vez r = 4Ry nuevamente frena de igual
manera quedando en una tercera Orbita eliptica caracterizada por
4R, y 2Ry. Finalmente, la primera vez que se encuentra en r = 2Ry
frena para estar el una orbita [2Ry, Rg] con lo que logra terminar su
mision. Obtenga las variaciones de energia cinética cada vez que
frena y obtenga el tiempo que tarda en llegar a la Tierra.

Un satélite esta en oérbita circunferencial de radio rop sometida a una
fuerza central que implica la funcion de energia potencial U(r) =
—k/r. En un instante recibe un impacto que produce un cambio en
la direccion de la velocidad, sin cambiar su magnitud. EI cambio de
direccion es en un angulo 1/3. Determine las distancias minima y
maxima que el satélite pasa del centro de fuerzas en su nueva 6rbita.
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Capitulo 7

Movimiento relativo

7.1. Cinematica relativa

7.1.1. Fuerzasy seudofuerzas

]LaS fuerzaS gue se han estudiado hasta ahora son: las de

contacto (que abarcan normal, roce estatico, roce dinamico, roce viscoso,
tension), elasticas y gravitacional. Y se podria agregar fuerzas eléctricas,
magnéticas, nucleares y unas pocas mas.

Se conocen relativamente pocas fuerzas en la naturaleza y de ellas sélo
tenemos acceso directo a las fuerzas: gravitacional y electromagnéticas
(se deja afuera las fuerzas nucleares y subnucleares que sélo se pueden
observar en laboratorios muy especializados).

Casi todas las fuerzas mencionadas en el parrafo anterior son consecuen-
cias de las interacciones electromagnéticas entre las moléculas que com-
ponen la materia. Tan soélo la gravitacion es una fuerza aparte. Todas las
fuerzas de contacto se deben a las fuerzas intermoleculares que ocurren
en el contacto. La tensidn en una cuerda es una fuerza debida a la cohe-
sion electromagnética entre las moléculas que constituyen la cuerda. La
fuerza elastica que ejerce, por ejemplo, un resorte, se debe a estas fuer-
zas intermoleculares que tratan de mantener el orden en que estan las
moléculas en el sélido.

No hay mas fuerzas en los sistema de referencias que se denominan iner-
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ciales. Sin embargo, la experiencia en un vehiculo que aumenta o dismi-
nuye fuertemente su velocidad es de una fuerza que no esta entre las
anteriores. El pasajero también siente una fuerza cuando el vehiculo toma
una curva a cierta velocidad. Estas fuerzas son propias de los sistemas de
referencias no inerciales. Ellas no se deben a fuerzas moleculares o gravi-
tacionales, sino a que nuestro sistema de referencia no tiene una velocidad
uniforme.

En un sistema de referencia no inercial ya no vale la ley

ma = —tot

inercial

La aceleracion definida con respecto a un sistema de referencia no inercial
obedece una ley mas complicada y este capitulo describe esta nueva ley y
SUS USOS.

7.1.2. Sistemas de referencia y su relacion

Siempre un sistema de referencia sera descrito por su origen de coor-
denadas y por ejes cartesianos asociados a él.

No importa qué sistema de coordenadas (cartesianas, cilindricas, esféri-
ca...) se use, un sistema de referencia esta definido por su origen &'y sus
ejes cartesianos X,Y,Z, es decir, por definicion los ejes cartesianos X,Y,Z
son fijos en el sistema de referencia en el cual se definen. Lo mismo se
puede decir de los vectores unitarios asociados (1, i, R) a los gjes.

Si los ejes X'.Y’,Z' de un sistema de referencia S estan rotando con res-
pecto a los ejes X,Y,Z de un sistema S, entonces, por ejemplo, el vector
k' asociado al eje Z' de S cambia en el tiempo con respecto al sistema S
pero, como ya se dijo, no cambia con respecto a S. Formalmente esto se
expresa

dk’
a ) 70
s
pero, por definicién
dk'’
o) ~°
S/

Esto ilustra que las derivadas temporales calculadas en sistemas de refe-
rencia distintos pueden ser diferentes.
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Figura 7.1:Dos sistemas de referencia cuyos origenes de coordenadameetan por el vector
R(t).

Para definir la relacién entre un sistema de referencia Sy otro S se utilizan
dos vectores:

- el vector ﬁ(t) gue va desde el origen de Sal origende S'y

- el vector f)(t) gue describe como giran los ejes de S con respecto a los
ejesde S

Una buena forma de comprender el significado de Q se logra considerando
una réplica de los ejes {X’,Y’,Z'} que se obtiene por traslacion paralela de
los ejes de S hasta ¢, El vector Q es la velocidad angular de estos ejes
(representados con lineas a trazos en la figura adjunta) con respecto a los
ejesde S

EJEMPLO. Se puede tener ejes fijos a una mesa (sistema S). El sistema S puede
ser un libro que es movido en circulos sobre la mesa, manteniendo sus aristas
siempre paralelas a las de la mesa. En tal caso Q = 0 porque los ejes de S no
rotan con respecto a los ejes de S. El movimiento circular del libro es descrito por

—

R(t).
Una notacion compacta es
(SS) ~ [R(t),Q(1)] (7.1.1)

Los vectores Ry Q estan definidos en S. Por otro lado, desde S los ejes de
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Srotan en —Q(t) y la posicién de ¢ con respecto a ¢’ es —R(t). Entonces
(S,9) ~ [-R(1), —Q(t)]

7.1.3. Derivadas temporales en distintos sistemas de refer  en-
cia

En esta seccion se define movimiento entre sistemas de referencia que
tiene movimiento relativo muy general.

Se hace notar que la derivada con respecto al tiempo depende del sistema
de referencia. Un caso obvio en que se aprecia esta afirmacion es el caso
de dos sistemas de referencia que difieren tan solo en que S se mueve con
velocidad V = voT con respecto a S Un cuerpo que esté en reposo en S se
mueve con velocidad V con respecto a S, es decir, mientras (dxX /dt)g =0,
se tiene que (dx/dt)s = vo.

La aplicacién mas sencilla de la ley (1.3.6) es la de variacion de los vectores
cartesianos (1’, )',k’) propios de S con respecto al sistema de referencia S.
El resultado es

diy _ Q(t) x 1 (7.1.2)
dt /o o
y relaciones similares para los otros vectores base en S.

Una vez que se tiene esta relacion resulta facil obtener la derivada de una
funcion vectorial cualquiera

B(t) = by(t) ' + ba(t) | + ba(t)K

Al hacer la derivada de este vector hay dos tipos de términos: aquellos en
que aparecen las derivadas de los coeficientes b,(t) y otros en que aparece
la derivada de los vectores unitarios. Al agruparlos se obtiene

dB\  /db . y

pero el primer paréntesis a la derecha es la derivada de B en S ya que en
S los vectores unitarios prima son fijos. De aqui que el resultado final sea

dB dB L
<a> =<a> +QxB (7.1.4)
S S
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by
N D
\‘\\ .C/'
X
e x

Figura 7.2:Un vector visto desde dos sistemas de referencia que coampalrtismo origen.

Por ejemplo: el vector CD gue describe la longitud de un sistema de dos
particulas unidas por un resorte que se mueve en el plano XY de Sgirando
con velocidad angular @(t). Este vector tiene longitud variable h(t). Este
vector también puede ser descrito con respecto a un sistema de referencia
S que tiene el mismo origen que Spero cuyo eje X’ se mantiene paralelo
al sistema, es decir, CD = h(t)7’. En S por definicién el vector es siempre
paralelo a X', y solo su longitud cambia en el tiempo, (d@/dt)g = ht",
mientras que en Stambién cambia su orientacion.

AFIRMACION: Si ($,S1) ~ [R1,Qo1] Y (S1.S) ~ [Ro,Q12] se puede afirmar
que (S,S) = [R1+Re, Qop = Qo1+ Q12]. En palabras: si la velocidad angular

=

de S es Qq1 con respecto a § y la velocidad angular de S, es f)lz con
respecto a S; entonces la velocidad angular de S, con respecto a § es

f)ozz éol-l-ﬁlz (7.1.5)

Lo anterior se puede resumir diciendo que las velocidades angulares rela-
tivas se suman vectorialmente.

Para demostrar esto se hace uso de (7.1.4) con B un vector variable cual-

quiera
dB dB L o
S S

= (—) +§02><I§ (7.1.6)
S

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias



152 P. Cordero S. & R. Soto B. version de 7 de marzo de 2008

pero también es cierto que

dB dB .
S S

Si esta Ultima relacion se reemplaza en la primera y el resultado se com-
para con la segunda relacién se concluye (7.1.5).

7.2. Velocidad y aceleracion en un sistema no iner-
cial

La férmula general (7.1.4) sera utilizada para relacionar la cinematica des-
crita desde dos sistemas de referencia diferentes.

Consideremos la descripcion del movimiento de un punto P visto desde los
sistemas de referencia Sy S que tienen una velocidad angular relativa Q.
La posicion de P es F(t) con respecto a Sy es r'(t) con respecto a S 'y la
relacion entre ambos vectores posicion es

(t)=R(t)+7(t) (7.2.1)

El vector R es el que va desde ¢ a ¢'.

R(t o’
(0)

Figura 7.3:El punto movil P es visto desde un sistema de referencia Sragemeend’ y desde un
sistema de referencig 8on origen erv’ tal que el vector posicioR ded”. Los ejes de'Sotan con
respecto a S con velocidad angul@r

Directamente de (7.1.4) se obtiene que

(dZEt)>S: V() + O(t) xT'(t) (7.2.2)
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Combinando las dos ultimas relaciones se deduce que
U(t) = R+7/(t) + Q) x 7/(t) (7.2.3)

Al tomar la derivada de la relacién anterior con respecto al tiempo en el
sistema S se debe calcular primero

dv'> <dv'> .
) =(=-) +axv (7.2.4)
<dt < \dt /g

El primer término de la derecha es la aceleraciéon @ en S. La derivada del
segundo término en (7.2.3) es

dQ x 7/ do Lo (dF
( at ) = (E) XTI +Q x <E>s
S S

_ Oxr'+0x (v'+(axr)) (7.2.5)

Entonces la aceleracion es

-
B EH— d_V’ n dQ x 7’
B dt /g dt

S

= §+a’+§xV’+ﬁx?'+§xV’+f)x (ﬁxf")

que se puede ordenar para obtener finalmente
a’za—ﬁ—ﬁx(ﬁx?’)—zfzxv’—éxr’ (7.2.6)

De los cinco términos del lado derecho, el tercero, —Qx (Ez ><T”>, se lla-

ma aceleracion centrifuga y el cuarto, —20Q x V', se llama aceleracion de
Coriolis.

7.3. La ecuacion de movimiento en un sistema no
inercial

La ecuacion de Newton ma = F, valida en el sistema de referencia inercial
S, toma en el sistema de referencia arbitrario S, la forma

ma’ = — mR—mQ x (éxr’)—Zméxv’—méxr' (7.3.1)
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El primer término de la derecha es la fuerza total que se tiene en el sistema
de referencia inercial S. Los cuatro términos restantes a la derecha se les
suele llamar seudofuerza. De ellos, aquel que es cuadratico en Q es la
(seudo)fuerza centrifuga y el que sigue es la (seudo)fuerza de Coriolis. El
ultimo término se denomina (seudo)fuerza trasversal.

En un sentido estricto la Tierra no es un sistema inercial y se vera algunos
ejemplos que muestran los efectos las seudofuerzas asociadas. Sin em-
bargo para muchos otros fendmenos los efectos noinerciales de la Tierra
son tan pequefios que es razonable despreciarlos.

EJEmPLO:. El sistema de referencia S de un ascensor al que se le acaban
de cortar los cables es no inercial. Cae a lo largo del eje Z con aceleracion
R = g. Respecto al edificio Sno hay rotacién, esto es, Q=0 por lo que la
ecuaciéon de movimiento de un objeto P soltado dentro del ascensor S que
cae es md@ = mg—mg= 0, es decir, P se mueve con velocidad V' uniforme.
En S el cuerpo flota libremente. «

EJEmPLO. Normalmente una plomada es un péndulo en reposo y sirve pa-
ra determinar la direccion vertical: la direccion de la tensibn—péndulo en
reposo—define la vertical.

(ONO) (ONO)

Figura 7.4:En el interior de un carro que tiene aceleracion constaaiteay una plomada.

En el caso de un vehiculo S con aceleracién horizontal constante R= &=
af, con respecto a un suelo Sinercial, la masa en el extremo del hilo de un
péndulo en reposo—con respecto al vehiculo—esta sometida a las fuer-
zas: tension T del hilo y a su propio peso, mg = —ng. La ecuacion (7.3.1),
tomando en cuenta que & = 0 se reduce a T = —m (g — &). Es decir, la plo-
mada determina una “vertical” que apunta en diagonal hacia atras si a > 0.
Si alguien camina hacia adelante dentro del vehiculo tendra la sensacion
de estar subiendo por un plano inclinado caracterizado por una pendiente
o tal que tana = a/g. «
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EJEMPLO

Figura 7.5:Se puede describir el movimiento de un planeta desde desrsistde referencias
centrados en el Sol. Uno de ellos es inercial y el otro gira delonque el planeta esta siempre sobre
el eje X.

Consideremos un sistema S de ejes coordenados con origen en el centro
del Sol y tal que un satélite (puede ser la Tierra) esta siempre sobre el eje
X'.

Este sistema S esta rotando a la velocidad angular ¢ del satélite. Esta
vez Q = gk mientras que R= 0 todo el tiempo. Entonces ¥’ = X i’, pero es
natural llamar r a X, por lo cual ¥/ =ri’/, V'  =i1"y @ =1, es decir, por
eleccion de las coordenadas en el sistema S la aceleracién sélo apunta en
la direccion del eje 1.

Trabajando la ecuacion (7.3.1) se obtiene que
A = 2.~ M AN
Mt = Fgravit+ M7 i - (or?) (7.3.2)

Al igualar separadamente los coeficientes de los dos vectores unitarios se
obtiene que % (cprz) =0, es decir, mgr? = ¢ es constante y la ecuacion de
movimiento en S se reduce a

_Gﬂn+£_2__g _GMm_|_£_2
r2 mr3  dr r 2mr2

mi’ = (7.3.3)

Asi se ha obtenido la ecuacion de movimiento unidimensional de una par-

- . . 2 . . .
ticula sometida a un potencial — 1™+ -, que contiene al potencial gravi-

tacional y al potencial asociado a la seudofuerza centrifuga. «
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7.4. Nave espacial que rota

Para hacer largos viajes espaciales parece conveniente que los astronau-

tas vivan en un ambiente que simule la gravedad terrestre. Esto se logra

adjunta.

con una nave que esté rotando. Consideremos una nave que se mueve en
el espacio interestelar con velocidad uniforme, esto es con R=0, que tiene

forma de un gran anillo de radio ro como la que se describe en la figura

techo

suelo

Figura 7.6:Nave espacial en la forma de un gran anillo que rota. El radisdk el centro al suelo

es Ip y hay un “techo” a altura h del suelo, como lo muestra la figuka. nave gira con velocidad
angularQ perpendicular al plano de la figura. Los ej€s’,Y’) estan fijos a la nave.

Se considerara ejes cartesianos X Y para el sistema inercial y ejes X' Y’
fijos a la nave. Ambos sistemas de ejes tienen su origen en el centro de
giro de la nave. La velocidad angular de la nave, con respecto a un sistema

de referencia inercial, es Q = Qk.

7.4. NAVE ESPACIAL QUE ROTA

Sobre un cuerpo soltado muy cerca del suelo no esta actuando fuerza real
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alguna. Le ecuacion de movimiento (7.3.1) para este caso es
% = Q%rg (7.4.1)

y numéricamente se desea que esta sea precisamente la aceleracion de
gravedad terrestre, es decir, el disefio tiene la condicion

Q%rg=g (7.4.2)

Puede verse que si rg es de alrededor de un kilometro entonces la nave
debe girar aproximadamente dando una vuelta por minuto.

Un cuerpo que se mueve por el “corredor central” de la nave mantiene p =
ro constante (p = 0) y tanto la seudofuerza centrifuga como la de Coriolis
apuntan radialmente:

IE::entrof + IE‘Coriolis = mQr0 (2(P+ Q) fj

y puede hacerse cero. La ecuacion de movimiento completa tiene acele-
racién y fuerzas solo en la direccién p, incluyendo la normal N = —Np, y
es _ _ _

—m(ro¢?) = —-N+mQro(29+Q) = N=mro(¢p+Q)>

de donde se ve que la normal se anula cuando ¢ = —Q.

7.5. Efectos de la rotacion de la Tierra

7.5.1. Cuestiones generales

Si un sistema S = {¢,(X’,Y’,Z)} (Tierra) rota con velocidad angular Q
constante con respecto al sistema inercial S= {&,(X,Y,Z)},yR=0y Z' = Z,
entonces Q = Qk. Los vectores posicion, velocidad y aceleracién de un
cuerpo P en la Tierra son, como siempre,

=

r zk+pp
v 7k+pp+poo (7.5.1)
a = zk+(p—p¢?) D+ (200+p0) @

donde p es la distancia desde el punto mévil P y el eje de rotacién de la
Tierra y el angulo @ define el meridiano en el cual esta P, es decir, es la
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coordenada cilindrica ¢ de P con respecto al eje X’ fijo al sistema noinercial
S.

Se considerara a la Tierra como un sistema con velocidad angular Q cons-
tante con respecto a un eje fijo—que une al polo norte con el polo sur. La
velocidad angular de la Tierra es aproximadamente

Q1 ~ 7x10° = 0,00007 radianes/segundos

El radio de la Tierra es Ry = 6,37 x 10°m.

Las Unicas seudofuerzas en S (descritas en coordenadas cilindricas) son

—

2 ~ — A PN
I:centrif =mQ pPp I:Coriolis =2mQ (p(pp —p (P) (7-5-2)
La aceleracion centrifuga en el ecuador es Ry Q2 = 0,03 %.
Todo el andlisis se har4 como si la Tierra estuviese aislada de toda in-
fluencia externa y su centro puede ser considerado fijo en un sistema de
referencia inercial. En particular, entonces, se despreciara los efectos que
pudieran provenir de la rotacion de la Tierra alrededor del Sol.

Figura 7.7:Coordenadas esféricas sobre la superficie de la Tierra.

El vector radial desde el centro de la Tierra y el vector unitario, tangencial
a la superficie esférica y hacia el Sur, expresados en la base de vectores
asociados a coordenadas cilindricas son

Zk+pp 5 - pk

/22 + p2’ /72 + p2

7.5. EFECTOS DE LA ROTACION DE LA TIERRA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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El vector ¢ comUn a coordenadas cilindricas y esféricas apunta en direc-
cion Este.

Se analizara los efectos de la rotacion de la Tierra sobre un cuerpo que se
mueve cerca de la superficie de ella, es decir, se toma g con valor fijo. La
fuerza total sobre este cuerpo, entonces, es

FRl — f 4+ mg (7.5.4)

donde f es la suma de las fuerzas reales: de resorte, de roce, de viscosi-
dad etc excepto el peso que se ha escrito aparte.

La ecuacién de movimiento del cuerpo es

ma’ = f+mg—ma x (fz xr’) —2mO x V' (7.5.5)

La fuerza centrifuga: Si se analiza el término centrifugo se vera que es
una fuerza perpendicular al eje de la Tierra, apunta hacia afuera y depende
de la latitud, es decir, depende del angulo 6 de coordenadas esféricas. Esta
fuerza solo depende de la posicidn en la Tierra del objeto y resulta natural
sumarla con el término de peso produciendo:

Oiocal = g—f)x(f)xf”>
= g+Q%p
gz g

= - k— —-Q?| pp
VET P (m )pp

que define la aceleracion de gravedad que efectivamente actla en ese lu-
gar. Notese que Giocal NO apunta hacia el centro de la Tierra debido a la
aceleracion centrifuga. En particular, por tanto, una plomada apunta hacia
el centro de la Tierra sélo en el Ecuador y en los Polos. A la aceleracion
de gravedad se le agrega un vector en la direccion p que es perpendi-
cular al eje de rotacion de la Tierra. EI denominador /72 + p? puede ser
aproximado al valor Ry del radio de la Tierra.

(7.5.6)

& De lo anterior justifique que la desembocadura del rio Mississippi esta mas
distante del centro de la Tierra que su superficie varios kilémetros “rio arriba”.

& Calcule, para un punto a nivel del mar, la razén entre el valor de la acelera-
cion centrifuga en el ecuador, debido a la rotacion de la Tierra sobre su eje, y la
aceleracion de gravedad.
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& Compruebe que al comparar numéricamente los dos términos que hay en el
gran paréntesis redondo en (7.5.6), el primero es mas de 200 veces mas grande
gue el segundo.

La fuerza de Coriolis:  La fuerza de Coriolis es Fegriois = —2mQ x V. La
Tierra gira hacia el Este, por lo que la regla de la mano derecha da que
Q apunta del polo Sur al polo Norte. La expresién para esta fuerza en
coordenadas esféricas es

Feoriolis = 2mQ (Fr/sir® 6 + 81/ gsinB cosd — ¢ {i'sin@ +r'6cosh})

Los vectores unitarios apuntan: f hacia arriba, 6 hacia el Sur y @ hacia el
Este.

Cuerpo que sube: Este es un caso en el cual F > 0, 6=0 yo=0yla
fuerza de Caoriolis se reduce a

@ (—2mQi'sing)

gue es una fuerza que apunta hacia el Oeste. Por ejemplo, el aire que se
calienta en contacto con el suelo caliente en las zonas tropicales sube y la
fuerza de Coriolis hace que se desvie hacia el Oeste. En todo el globo, los
vientos que dominan en el Ecuador van hacia el Oeste. Si, por el contrario
se deja caer un cuerpo desde el reposo, la fuerza de Coriolis lo desvia
hacia el Este.

Combinada con el efecto sobre los aires que en latitudes polares se enfrian
y bajan se obtiene el efecto neto que los vientos y océanos en zonas de
tamano continental tienden a tener un movimiento rotatorio que es (mirado
en un mapa) tipo punteros de un reloj en el hemisferio Norte y en el sentido
contrario en el hemisferio Sur. Ejemplo, la corriente de Humbolt. El efecto
sobre costas Oeste es que acercandose al trépico los aires son cada vez
mas secos y de ahi la existencia del desierto de Atacama, el de California
y el de Namibia.

Cuerpo que se mueve hacia el Sur:  Este es un caso en el cual r =0,
6 >0y @=0Yy lafuerza de Coriolis se reduce a

@ (—2mQr’fcosh)

que apunta hacia el Oeste en el hemisferio Norte (8 < 11/2) y apunta hacia
el Este en el hemisferio Sur (17/2 < 6 < m).
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footnotesize Por ejemplo, el tren que va de Santiago a Concepcion se apo-
ya mas en el riel Este. Las aguas del Nilo, que en el hemisferio Norte fluyen
hacia el Norte (6 < 0) sienten una fuerza hacia el Este las aguas en esa
rivera estan un poco mas altas.

Cuerpo que se mueve hacia el Este:  Este es un caso en el cual r =0,
6=0y ¢ >0y lafuerza de Coriolis se reduce a una expresion que se
escribe en forma muy sencilla en coordenadas cilindricas

2mQop p

Esta fuerza es paralela a la fuerza centrifuga y aumenta o disminuye el
efecto de la centrifuga segun el signo de @. En efecto, un cuerpo que se
mueve horizontalmente de Oeste a Este experimenta una fuerza de Corio-
lis paralela a la fuerza centrifuga. Si se mueve de Este a Oeste estas dos
fuerzas son antiparalelas.

Figura 7.8:La fuerza de Coriolis es la responsable principal del semtid las corrientes marinas
en los grandes océanos.

> De todo lo anterior se puede comprender que Buenos Aires tiene
clima humedo y Santiago tiene clima seco.

& Tomese un sistema de referencia S con origen en el centro & de la Tierra 'y
que gira solidariamente con ella, y otro sistema S con el mismo origen pero que
no gira. Si un cuerpo, en reposo con respecto a la Tierra S, es soltado desde una
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altura h del suelo, tiene un momento angular en S que es ¢ = (Ry+h)?Q donde
Rp es la distancia desde ¢ hasta el suelo. Se sabe que ¢ se conserva porque
solo esta actuando una fuerza central, pero h va cambiando a medida que el
cuerpo cae, por tanto la velocidad angular del cuerpo, visto desde S, también va a
ir cambiando para poder conservar el valor de ¢. Analice desde este punto de vista
en qué direccién se desvia de la vertical el movimiento a media que cae (norte,
sur, este, oeste).

> PENDULO DE FOUCAULT: El siguiente problema es s6lo para quie-
nes les atrae hacer analisis prolijos y complejos. Ya se sabe que un
péndulo plano es un péndulo que oscila en un plano fijo. Sin embargo,
al decir plano fijo se quiere decir mas especificamente que el plano
es fijo con respecto a un sistema de referencia inercial. Esto es equi-
valente a decir que la velocidad angular de la masa en el extremo del
hilo cambia de magnitud en el tiempo pero su direccion (horizontal)
no cambia ya que es siempre ortogonal al plano de oscilacion. La Tie-
rra al girar, sin embargo, hace que el movimiento se vea diferente. Un
caso trivial de analizar es el de un péndulo oscilando justo en el polo
Sur. El péndulo mantiene su plano fijo mientras el terreno bajo el pén-
dulo gira en torno al eje que pasa justo por el punto fijo en el extremo
superior del hilo. Para alguien parado junto al péndulo le va a parecer
que el plano del péndulo va girando (es la Tierra 'y no el péndulo quien
gira) y completa una vuelta completa en 24 horas. Analice el caso de
un péndulo en Santiago y compruebe que el plano del péndulo hace
un giro completo en un tiempo T = 271/(Q cosB) donde Q es la veloci-
dad angular de la Tierray 7 — 6 expresado en grados es la latitud de
Santiago. Un péndulo suficientemente estable que permita observar
este fendbmeno se denomina péndulo de Foucault.
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7.6.

7.1

7.2

7.3

Problemas

Una vara con un extremo en un punto &

fijo al sistema inercial Sﬁgira con veloci- A
dad angular constante Q; en torno a &
en el plano XY de S El otro extremo de la P
vara de largo Ry es el punto O'. Se pide p]f
escribir la ecuacién de movimiento (7.3.1)

para el punto masivo P, masa m, que gi-

ra, en torno a O’ con velocidad uniforme

Q, con respecto a la vara, como lo indi- e
ca la figura. (a) Obtenga la ecuacién de o
movimiento de P en el sistema de

referencia S centrado en O’ y que mantiene sus ejes paralelos a los
del sistema inercial S; (b) idem para el sistema S’, también centrado
en O’ pero con sus ejes girando de tal modo que P siempre esta sobre
el eje X”.

y

U

Dos particulas de masa m, unidas por un alambre rigido de masa
despreciable y largo R, pueden moverse a lo largo del interior de un
tubo. El tubo esta girando barriendo un plano horizontal con velocidad
angular constante w.

a) Decida si la posicion simétrica (las particu-

las en reposo y a igual distancia del centro de

giro) es estable o no. b) Si el punto medio del W
alambre ahora es colocado a una pequefa
distancia d del centro de giro ¢Qué rapidez, ‘
con respecto del tubo, tiene el sistema cuando :
esa distancia crece hasta el valor R? c¢) Com-
pare la energia inicial y final del movimiento !
anterior y comente.

Un anillo de masa m se puede mover solo a lo largo de un vara que
tiene un extremo fijo &'y gira en el plano XY del sistema inercial S. El
anillo esta unido a un resorte (enrollado a lo largo de la vara), de largo
natural pg y constante elastica k. Escriba la ecuacion de movimiento
del anillo en el sistema S que gira junto a la vara (la vara es el eje X'),
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7.4

7.5

7.6

7.7

obtenga su punto de equilibrio y las pequefias oscilaciones en torno
aél

En el caso de la nave espacial descrita en el texto principal, comprue-
be que cuando un astronauta sale a trotar a lo largo del gran corredor
central, el peso que sus piernas deben soportar puede aumentar o
disminuir considerablemente si lo hace en un sentido o el otro del
corredor.

Desde un punto B en el techo se suelta un cuerpo en reposo con res-
pecto a la nave y cae sobre en el punto A’ del suelo. Luego se coloca
una plomada en B y se determina el punto A del suelo justo bajo B.
¢ Qué distancia hay entre Ay A'? Calcule todo numéricamente supo-
niendo que el techo esta 5 metros sobre el suelo, ro = 1000 metros,
que la “aceleracion de gravedad” en el suelo es g. ¢ Cuanto tarda el
cuerpo en golpear el suelo?

Una vara gira horizontalmente a velocidad angular Q constante. Una
cuenta de collar puede deslizar a lo largo de la vara. El contacto tiene
asociados los coeficientes de roce e Y Lg. Si la cuenta es soltada
desde una distancia pg del eje de giro con velocidad relativa nula con
respecto a la vara, determine el movimiento.

Una vara gira en un plano con velocidad angular constante Q = Qk
barriendo un plano fijo. Una cuenta de collar de masa m puede des-
lizar por la vara. El contacto cuenta-vara se caracteriza por los coe-
ficientes de roce e ¥ Ug. No hay gravedad. Si S es un sistema de
referencia inercial fijo al plano de giro y S es un sistema de referencia
noinercial cuyo eje X’ coincide todo el tiempo con la vara, determine
(a) la fuerza centrifuga y de Coriolis que actian sobre la cuenta en el
sistema de referencia S. (b) Obtenga la ecuacién de movimiento de
la cuenta y la ecuacién que determina la fuerza normal. Decida bajo
qué condiciones (si es que hay alguna) la cuenta podria estar esta-
tica con respecto a la vara. (¢) Resuelva la ecuaciéon de movimiento
suponiendo que en el instante t = 0 la cuenta parte del centro de giro
con rapidez vp, con respecto a la vara.

7.6. PROBLEMAS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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7.8 Se tiene una cufia de angulo a, oscilando horizontalmente tal que
00 =x=Asinwt. Sobre la cara inclinada de la cufia, a altura h so-
bre el eje X, hay un cuerpo de masa m que tiene, con la superficie
inclinada, un coeficiente de roce estatico u. Se da como dato que si
la cufia no oscilara el cuerpo no deslizaria. Si se conoce A, se pide
una condicion sobre w para que el cuerpo no se mueva con respecto
a la cufia.
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Capitulo 8

Sistemas extendidos

8.1. Repaso

8.1.1. Centro de masa

En la seccion §2.2 se dio algunas de las definiciones basicas necesarias
para describir sistemas de muchas particulas. Entre ellos, la masa total del
sistema y la posicion y velocidad del centro de masa,

N .1
> M, Vo= v > MaVa (8.1.1)

- 1
M: rna’ RG:—
Z M =1 a=1

k=1 a
El centro de masa tiene como ecuacién de movimiento

dve

I\/ldt

N
=F°e  donde F™=YF (8.1.2)
k=1

y se demostré que la fuerza a la derecha es la suma de las fuerzas externas
sobre el sistema.

167
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8.1.2. Posiciones con respecto al centro de masa
8.1.2.1. Momento angular

En §2.2 también se definié el momento angular total del sistema y se vio
gue obedece a la ecuacion

=V Fax & (8.1.3)
dt Zaa

Hasta aqui se ha trabajado s6lo con un sistema inercial S.

También se define

—

lc = Zmal_jaxva
a

= z Mafa X I_ja (8.1.4)
a

y el momento angular de la masa total ubicada en el centro de masa
7S = MRg x Vg (8.1.5)
de modo que se cumple que

Eﬁ:@+ﬁg (8.1.6)

La dinamica de EG se obtiene a partir de tomar la derivada ZG =3 MyPa X ﬁa
y hacer uso de que myfa = Mafa — MaRg. El primer término es la fuerza total
Fa sobre la particula a mientras que el segundo, al sumar sobre a se anula

porque queda (¥ ,MaPa) x R por lo cual

&:Ezzmxa (8.1.7)

a

Todo esto fue visto en el capitulo 2. También se vio que

T = Rex 3T+ Y pax i
a

a

= T4 (8.1.8)
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Figura 8.1:Si G es el centro de masBg es la posicion de G P es el vector posicion de la
particula k desde G.

8.1.2.2. Energia cinética

Ya se ha visto que la energia cinética puede ser separada en la energia
cinética del sistema en su conjunto y la energia cinética total con respecto
al sistema de referencia que acomparia al centro de masa:

KtOt 1‘ N V2
szaa
a=1
1 L \2
= — rna V —i—_’
2;1 (G pa)
1N _ L
= 5 ma(VE+pE+2p,Vo)

i
ik

pero el tltimo término en el paréntesis es nulo debido a (2.3.24). De aqui
que

1 1N
Kot = 5 MVZ + > Y mapl (8.1.9)
a=1
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8.2. Sistemas rigidos discretos y continuos

Un cuerpo es rigido si las distancias relativas entre sus puntos materiales
permanecen fijos en el tiempo. Para tales cuerpos es conveniente conside-
rar, aparte de un sistema inercial S= (¢, X, X,Z), un sistema inercial S fijo
al cuerpo. En lo que sigue el origen del sistema S = (G, X’,Y’,Z') estara en
el centro de masa G del cuerpo.

Si un cuerpo rigido es continuo debe ser descrito ya no es descrito por un
conjunto discreto de masas m, sino por medio de una funcion densidad de
masa. Si el cuerpo puede ser asimilado a una linea (el caso de una delgada
barra ideal), la densidad de masa es una densidad por unidad de largo y

se designa|A(T) | Si el cuerpo es una lamina entonces es descrito por una
densidad de masa por unidad de superficie, la que se denota y si se

trata de un volumen se usa la densidad volumétrica . Por definicion la
integral de la densidad sobre todo el cuerpo da la masa total M del cuerpo.

La masa total del cuerpo continuo se obtiene integrando su densidad. Se-
gun la dimensién y lo dicho en el parrafo anterior la masa se calcula

M — /)\(F’)ds
M — /a(r’)dy (8.2.1)
M — /p(r)dv

donde dses un elemento de linea, d.¥ es un elemento de area (como dxdy
60 pdpdpy dV esunelementode volumen (como dxdydzé pdpdedz
6 r2dr sin8dede).

Genéricamente se denomina dmal producto de la densidad de masa por
el elemento de linea, superificie o volumen segln lo que corresponda,

Ads
dm=<{ odS (8.2.2)
padvVv

El centro de masa en estos casos continuos es una integral de ﬁf’ multipli-
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cado por la densidad que corresponda y se integra sobre todo el cuerpo,
Q;:%/?dm (8.2.3)

El vector posicion de cada masa m, del cuerpo es T, con respecto a Sy
Pa con respecto a S y la relacién entre ellos es ya conocida: Fa = Rg + Pa,
pero teniendo en cuenta que P, sefiala un punto fijo en S, se tiene que
Vo' = (dpa/dt)g = O la relacion (7.2.3) se reduce a

Va=Rs+ O x Pa (8.2.4)

En este Ultimo parrafo se ha usado la notacién del caso discreto, pero vale
en general.

8.2.1. Momento angular y matriz de inercia

Ya se ha visto, en (8.1.6) que el momento angular es ¢, = MRg x Vg + l
donde ]

Z MaPa X Pg caso discreto

a

I =
/p X bdm caso continuo
pero, ya que la velocidad en S es nula, se cumple, debido a (7.2.4), que
B=Qxp (8.2.5)
esto es, para un sistema rigido
Z MaPa X (Q X Pa)
- R N a
Lo =MRg x Vg + (8.2.6)
/f) X (Qxp)dm

El altimo término escrito por componentes (usando la notacion discreta) es

(lo)i = 3 Ma|PFQi— PajQ;pPai
a ]
= S [p38) — pailaj] Q;
a ]
= Zﬁgj (8.2.7)
J
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lo que se resume como
le=1°Q (8.2.8)

donde la matriz de inercia con respecto al centro de masa G es

=5 Ma (P33 — paifaj) (8.2.9)

Mas adelante se define la matriz de inercia con respecto a otros puntos.

En los casos de distribucidon continua de masa los momentos de inercia se
definen como

'(g = [A(P) (P*3j —pip;) ds caso lineal
'3; = [o(p) (p?d; —pip;) d.7 caso laminar  (8.2.10)
= [p(P) (p?8j—pipj) dV caso volumétrico

0 mas econdmicamente

= [ (0?8~ ;) dm (8.2.11)

El momento angular queda finalmente en la forma

{y =MRg xVg+1°Q (8.2.12)

8.2.2. Matriz de inercia 'y teorema de Steiner

En forma explicita la matriz de inercia en el caso discreto es

Va?+2°  —XaVa = —YaZa
=YMa | XaYa Z XD —Vaka (8.2.13)
~XaZa  —VYaZa Xa®+VYa®

y en el continuo es
V+72 —xy —xz

|G:/ xy 24 —yz (8.2.14)
Xz —yz R+Vy?

que es real y simétrica. Se vera también que sus autovalores son nonega-
tivos. En ambos casos x, y Yy z se refieren a las componentes cartesianas
de p en el sistema S.
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Hasta aqui se ha definido la matriz de intercia I° relativa al centro de masa.
A continuacién se define con respecto a cualquir punto.

Sea P un punto cualquiera fijo en el sistema de referencia S del cuerpo y
que es usado como origen alternativo a las posiciones. Se relaciona con G
segun la forma que indica la figura8.2. Los vectores posicion segiin ambos
origenes estan relacionados por

Fa=R+Pa

y se cumple que

Figura 8.2:El teorema de Steiner relaciona la matriz de ineriacon respecto a un punto P con
la matriz de inercid g con respecto al centro de masa G.

Ymara? = Y ma(p?+R+2 R)
a
=y map2 + MR?
a
mientras que
> MaXaiXaj = ) Ma(PaiPaj + RiPaj + PaiRj + RIRj) = 5 Mapaipaj + MRR;
a a a
lo que determina, al reemplazar en (8.2.9), que
I =15+ M (RP3; —RR) teorema de Steiner (8.2.15)
donde

I = Zma(rgdj — XaiXaj) (8.2.16)

EJERcCICIa Escriba la relacién anterior para dos puntos P, y P, (ejes pa-

ralelos) y reste ambas relaciones. Vea que obtiene una relacién entre 1™
el
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8.2.3. Energia cinética y matriz de inercia

Reemplazando (8.2.5) en la expresion (8.1.9) para la energia cinética se
obtiene (aqui se usa la notacion discreta y facilemente todo puede ser
reescrito para el caso continuo reemplazando sumas por integrales)

KtOt — rna(Q % l—ja)z

<

S

+
Mz

i
ik

mal_ﬁa‘ (f’2 X ﬁa)

i
ik

Il
NI NI NI
< <
& S
+ +
NI, NI, NI
M=z

Mz
fo]!
—~
;Ol
X
>
N

i
l

=

= ZMVE+Q-7s

RN

= ZMVE+Q-1°0Q (8.2.17)

N

8.2.4. Sobre la dinAmica

Las leyes necesarias para resolver la dinamica de cuerpos rigidos son las
del movimiento del centro de masa y la dindmica de ¢/, y de (g:

Eﬁ :MﬁexVG+ZG ZG :IGQ
My2 1 18 1.8 d’Re =
Ko =3V6+3Q:16Q M~z = Feo (8.2.18)
d, dl .
i~ 2afax f at = YaPax f§X

8.2.4.1. Varias veces el mismo ejemplo

Un ejemplo muy elemental es el de un cilindro de radio a, masa total M y
momento de inercia, con respecto a su centro de masa, | (I es el momento
a lo largo del eje del cilindro, que es lz3). Hay roce estéatico, de modo que
el cilindro rueda sin deslizar por un plano de inclinaciéon a. Se tomara ejes
cartesianos con los ejes XY apoyados en el plano inclinado y Z perpendi-
cular a él. La direccion de descenso es X. La direccién Y no jugara papel
alguno. Las fuerzas presentes son el peso Mg(icosa — Rsina), la normal,
N = Nk el roce estatico F = —Ff. El desplazamiento debiera ser descrito
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Figura 8.3:Un cilindro rueda por un plano inclinado sin deslizar.

por la coordenada x del centro de masa, pero como el cilindro no desli-
za, cuando ha girado un angulo ¢ ha avanzado una distancia R, esto es
X =Ro.

El torque con respecto a G es aquel que ejerce la fuerza de roce y es
g = RF mientras que /g = | ¢, de modo que
lp= ;—QX =RF (8.2.19)
La ecuacion de movimiento en la direccion X del centro de masa es
MX = —F 4+ mgsina (8.2.20)
mientras que no existe movimiento en la direccién Z, lo que implica
—F +mgsina =0 (8.2.21)

De (8.2.19) se despeja F y se reemplaza en (8.2.20) obteniéndose que
desciende con aceleracion constante:
. MRgsina
| + MR?
Si se trata de un cilindro de densidad uniforme | = JMR? y se obtiene X =

%gsina. Este resultado debe compararse con la aceleracion de un cuerpo
puntual que desciende por el plano sin roce. Se obtiene X = gsina.

8.3. Sistemas rigidos con punto fijo

El movimiento de sistemas rigidos puede ser bastante complejo. Es con-
veniente plantear el tema a partir de casos relativamente sencillos. Se co-
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mienza por el caso en que el sistema rigido se mueve manteniendo un
punto fijo. Los trompos suelen girar manteniendo fijo el punto de contacto
con el suelo.

La expresién “sistema rigido con punto fijo” significa que la distancia en-
tre los puntos del sistema permanecen fijos y que la distancias entre los
puntos del sistema y el punto fijo también permanecen constantes.

8.3.1. Momento angular y matriz de inercia

Si P es el punto fijo y existe un sistema inercial S= (P;X,Y,Z), interesa
ademas introducir un sistema de referencia S = (P; X’,Y’,Z’) en el cual el
sistema rigido esté fijo. Puesto que el vector R de posicién relativa de am-
bos sistemas en nulo y puesto que V' = 0, la expresién (7.2.3) se reduce
a

V(t)=Qxr’

En particular, la velocidad de cada masa m, del sistema es
Va=Q x Ty (8.3.1)

teniendo presente que en general Q cambia en el tiempo. Ademas notamos

que, puesto que R= 0 se cumple que T, =Ty’ (ver (7.2.1)). De aqui que

—

lp = Zma?ax (f)xf'a)
a

- gma (rgfz —ra.fzra)

gue por componentes es (se usa la notacion | Xai = (a)i |)

el = 5 Ma|r2Qi— %ajQ X
a J
= Y meY [r28) —XaiXaj] Q
a J
=3 I Q; (8.3.2)
J
lo gue se resume como
lp=17Q (8.3.3)
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donde la matriz de inercia es
If =5 mMa(rad) — XaiXaj) (8.3.4)
a

La definicion de matriz de inercia contiene N sumandos, uno por cada par-
ticula del sistema. La expresion (8.3.3) permite ver que en general el mo-
mento angular no es paralelo a la velocidad angular. En el caso particular
en que la velocidad angular es proporcional a uno de los autovectores de
I” los vectores /p y Q si son paralelos.

En algunos casos puede ser (til separar a un sistema rigido en dos siste-
mas con N; y N, particulas cada uno, N = N; + N, y en tal caso la matriz
de inercia se puede separar en dos, una con indices a que toma N; valores
y la otra que toma el resto de los valores. La matriz de inercia del sistema
completo no es mas que la suma de las dos matrices de inercia parciales,

15 = OF + @ (8.3.5)

Un paréntesis sobre notacion: el producto escalar entre dos vectores tridimensionales
puede ser escrito como la suma de los productos de sus componentes cartesianas,

iab = axbx+ayby+azbz =  ajb; +ashy +azhs

donde las componentes son designadas sub- una letra (como ay) y luego por un nimero
(como ap). Esta Ultima notacion nos resultara mas comoda, porque ahora se puede escribir

. 3
d-b= Za o]
i=
También el producto de una matriz por un vector, Ad se puede escribir por componentes,
3
(Ad), = Y A3y
=1

Y por dltimo & se usa para designar a los elementos de la matriz identidad, es decir, &
vale cero sii # j yvale launidad sii = j.

Las componentes en la diagonal de la matriz I” se llaman los momentos
de inercia. Por ejemplo

2o
I
g
—
DN
|
$D><l\)
SN—
I

> Ma(yz+2)

a a
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y los tres son:

11 =Yama(Ya+2)
loz =Y ama(Z+X2) (8.3.6)

2
|33 = Za”‘a(xa+y§)
En el caso de | el paréntesis en la sumatoria contiene la distancia entre la

particula ay el eje en direccidén X; que pasa por P. La matriz de inercia en
forma explicita es

Vol +2°  —XaVa = —YaZa
l=Yma| —XaYa Z’+X® —YaZa (8.3.7)
a ~XaZa  —VYaZa Xa®+VYa®

gue es real y simétrica. Se vera también que sus autovalores son nonega-
tivos.

La expresion anterior define el momento de inercia de un sistema de par-
ticulas de masa m, y coordenadas (Xa,Ya,Za) CON respecto a ejes carte-
sianos con origen en un punto que no necesariamente es un punto fijo.
Mas adelante, en 88.4.2 esta definicién va a ser generalizada al caso de
distribuciones continuas de masa.

& Obtenga el valor de la tension de la barra en el punto ¢ como funcién del
angulo.

8.3.2. Ejes apropiados para la matriz de inercia

Normalmente es conveniente calcular la matriz de inercia con respecto al
sistema inercial S' que se mueve junto al sistema rigido. Puede existir mas
de una eleccion de ejes “acompafiantes” en los cuales esto se logra.

La matriz de inercia es real y simétrica como se comento bajo (8.3.7). Ade-
mas se vera con (8.3.10) que es positiva semidefinida, lo que implica que
es diagonalizable y en la diagonal quedan cantidades no negativas. La
orientacion de los ejes en que se logra esta forma para lp se llaman los
ejes principales y son autovectores de Ip.

Si un cuerpo es simétrico existen planos distintos (perpendiculares entre
si) respecto a los cuales, al reflejar el sistema, este queda igual. El ca-
so extremo es una esfera que queda igual al ser reflejada con respecto
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a cualquier plano que pase por su centro. Un cubo es un caso donde no
cualquier plano sirve. Un cilindro es simétrico con respecto al plano per-
pendicular a su eje y que pasa por su punto medio, y también lo es con
respecto a cualquier plano que contenga al eje del cilindro.

8.3.3. Ejemplo: péndulo cénico doble
8.3.3.1. Descripcion en sistema S

Consideremos un péndulo cénico doble como el de la figura. Esta caracte-
rizado por un angulo 0 fijo y por brazos para las masas my y m, colineales
de largos by c respectivamente. El sistema S tiene Z' = Z y X'Y’ son ejes

Figura 8.4:Un péndulo cénico doble. La proyeccion de la barra al planduntal que pasa por
P define la direccion de vector acompanafite

horizontales tal como sistema inercial pero esta rotando con la misma ve-
locidad angular w que el péndulo, de modo que los vectores Ty y T» siempre
estan en el plano X’Z y son

71 = Pbsin® + kbcosH, ¥, = —'csin@ — kccosH
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expresados con los vectores base asociados a S. En esta base se obtiene,
de (8.3.7), que

(myb? +myc?) cos’ 6 0 —(mb? 4 mpc?)sind coso
- 0 b? 0
—(myl? +mpc?)sinfcosd 0 (myb? + mpc?) sin? 6

mientras que Q = wk. Se determina entonces que

—cosf
p=1Q = w(mb®+mc?)sind 0
sinf
= w(mb?+myc?)sinB (ksin® — 7 cosd) (8.3.8)

8.3.3.2. Descripcion en el sistema S’

Ahora se describira lo mismo pero usando, por un lado, la matriz de inercia
descrita en otro sistema referencia S'.

Figura 8.5.vista lateral del péndulo doble.

Este sistema S’ se define de modo que su eje Z” coincide con la direccién
de la barra del péndulo y se escoje el eje X” en el plano ZZ”. La matriz
de inercia de la barra con dos masas en sus extremos es particularmente
sencilla en el sistema S’ porque las coordenadas de las dos masas son
r1’=(0,0,b) y 2’ = (0,0,—c) lo que da la matriz de inercia

myb? + mpc? 0 0
= 0 m1b2 + m202 0
0 0 0
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La matriz de inercia que se definié con respecto a los ejes de S es correc-
ta pero conduce a una descripcién mas complicada. En la base de S’ la
velocidad angular es

—siné
O=ow(K'cosh—1'sinf) =w| 0
cost

con lo cual el momento angular es

myb? + mpc? 0 0 —wsiné
lp = 0 mb? +myc® 0 0
0 0 0 wcosO

—wsinB(mb? + myc?)
= 0
0

= —w (Mmb®+mc?) sing i (8.3.9)

expresion que es equivalente a (8.3.8).

8.3.3.3. Torque y velocidad angular

Si se desea que la Unica fuerza externa que ejerza torque desde P sea el
peso, entonces w debe tener un valor muy preciso. Para determinar w se

exige que fp = Tp.

De (8.3.9), y puesto que (ddTlA:)S: Q x 7 = wj” cosh se tiene que

Z;p = —w® (myb®+ mpc?) sinOcosd |
Por otro lado, puesto que g= —gk = g (7" sin® — Kk’ cos) por lo que
Tp = (Mpb—myc) sinfgj”
Asi, se obtiene que la condicién para que el péndulo sea cénico es

2 _ (mpc—myb)g
(myb? + mpc?) cosh

Pareciera que el numerador pudiera ser negativo, pero se puede ver que
tal situacién es inestable. En efecto, para que este sistema sea estable el
centro de masa G, que esta en la recta que une a las dos masas, tiene que
estar debajo de P.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieriay Ciencias



182 P. Cordero S. & R. Soto B. version de 7 de marzo de 2008

8.3.4. Propiedades de la matriz de inercia

8.3.4.1. Teorema de Steiner

8.3.4.2. [Expresion para la energia cinética

Aprovechando que v, = Q x F, se puede deducir:
K = %Zmava' (ﬁx ra)

1 o
a

tlel}
~
!

NN
ol
T
o]}

(8.3.10)

Puesto que esta propiedad es valida para cualquier velocidad angular Q
gue se le dé al sistema, y puesto que K > 0 entonces la matriz |p es positiva
semidefinida. Esto implica que Ip es diagonalizable y sus autovalores son
nonegativos.

Si se define i como el vector unitario que en cada instante apunta en la
direccion de Q, es decir,
Q=Q

f
entonces 1 1
K= Egzmpﬁ:émngz (8.3.11)
donde el escalar Ip, es
lpn=1-Iph (8.3.12)

y es el momento de inercia relativo al eje que pasa por Py tiene direccion
A, (P,A). Por componentes es

lpn =5 Ma (13 — (Ta- A)?) (8.3.13)

8.3.4.3. Relacién con el momento de inercia con respecto a G

Es atil notar que

(TxA)-(TxA) = T-(Ax(FxA))
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= 7-(r—A-TAH)
= r?—(r-ny? (8.3.14)
lo que permite ver que otra forma de escribir la matriz de inercia es
a

Figura 8.6:Se puede establecer una sencilla relacion entre el momenirwedcia con respecto al
punto fijo P y el momento de inercia con respecto al centro deagtad G.

Si G es el centro de masa, el que suponemos que no esté en el eje (P,A),
se puede relacionar los momentos de inercia lpy y lgn donde el segundo
se define relativo a un eje (G,A) con la misma direccion fi. Si se denota por
T, la posicién de m, desde Py g, la posicion desde G, y el vector de Pa G
se le designa R entonces

F:';1 = ﬁ"‘ l_ja
A partir de (8.3.15) se obtiene que

lpn = Zrna(?axn)2
= erb(ﬁaxﬁ)2+2ma(l?2xﬁ)2+22ma(l?€><ﬁ)-(ﬁa><ﬁ)

La ultima de las sumatorias se anula debido a (2.3.23) lo que finalmente
conduce a

. 2
lpn = lgn+M (Rx ﬁ) (8.3.16)

Si G estuviese sobre el eje (P,A), entonces Rx A= 0y ambos momentos
resultarian iguales.
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8.4. Limite al caso continuo

8.4.1. Ejemplo: Péndulo de N masas y su limite al continuo
8.4.1.1. Deldiscreto al continuo

A continuacién se estudia el caso de una barra de masa despreciable,
largo R=Naa la cual estan fijas N masas m, tal que M = Nmy ellas estan
a intervalos regulares separadas por una distancia a. En el sistema S que
se define por la figura, el vector posicion de la g-ésima particula es rq =
qa(0,0,1), por lo que r§ = g?a?, mientras que el eje de giro define al vector
unitario A= |, por lo que rq-A=0Yy, usando (8.3.13)

P o~

N
VZ Z\

Figura 8.7:Péndulo de N masas unidas a una barra ideal rigida.

o M&@N(N+I)(2N+1)

lpa=m& 3 g 5

g=1

y el momento angular en torno a este eje es (un escalar)

_ maN(N+ 1)(2N + 1) o

_ N
lp=lppp=ma > 7
g=1

6
El torque que produce el peso se obtiene
T — —gN(NJrl)agsinch (8.4.17)
Se concluye que la ecuacién dindmica es
. 39 .
= 8.4.18
=" nTnaS"? (8.4.18)
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El caso N = 1 recupera lo que ya se conocia del péndulo simple.

Otro caso interesante es aquel en que se toma el limite N — « cona— 0
tal que R= N aquede fijo. En tal limite se trata de un péndulo en forma de
barra con masa distribuida a todo lo largo en forma continua y

lpn = % R? (8.4.19)
La ecuaciéon queda
Q= —% sing (8.4.20)

3

La diferencia entre la ecuacién para el péndulo simple y esta ecuacion es
que en la primera aparece Rdonde acéa aparece %R.

& Determinar la energia cinética y potencial para el péndulo de N masas y luego
determinar los casos extremos N =1y N — c. En particular demuestre que la
energia cinética es

K:g|\1(|\1+125(2|\1+1)az(pz:|§¢2 8.4.21)

La cantidad | es el ya definido momento de inercia que juega un papel
importante en la dinamica de cuerpos rigidos.

En el caso limite ya discutido la energia cinética toma la forma

K:%upz con I:%MRZ (8.4.22)

8.4.1.2. Directamente el caso continuo

Existe una forma diferente de estudiar el caso de la barra continua. En el
planteamiento se reemplaza a por un diferencial de largo a = dp, se re-
emplaza T por una densidad lineal de masa, § — A = % y en lugar del
producto ka se escribe la variable continua de longitud p. Entonces el mo-
mento angular es

. R . . . (R - . R3
€p=/0 PP < (Apopy) dp:kf\fp/O p*dp=kig— (8.4.23)
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En forma semejante el torque es
N R N R2
fp:—kgsin(p)\/ pdp:—k)\gsincp? (8.4.24)
0

lo que permite recuperar (8.4.20).

& Obtenga la ecuacion de péndulos continuos para los cuales la densidad li-
neal no es uniforme, sino que depende de s, A(s). Hagalo para el caso general y
también aplique sus resultados para algunas funciones A (s) sencillas.

8.4.2. Densidades de masa, el centro de masa y matriz de iner-
cia

) 9,9,9,9,9.9.9.9,9:0,9.9.9,9.9.9.9.0,9.9.9.9,9,0.9.9.9,9.9.9.9,9,0,0.0.4

En forma semejante las otras expresiones que se vieron en el caso discreto
ahora son

lps = /(r’ « )2 dm (8.4.25)
los = /(ﬁ « )2 dm (8.4.26)
lpa=lea+M (Rg x A)? (8.4.27)

8.4.2.1. Ejemplos

8.4.2.1.1. Una semicircunferencia con densidad lineal uni  forme La
densidad de masa lineal es uniforme, A = X donde R es el radio de la
semicircunferencia. Se toma como P el centro de curvatura por lo que el
vector que sefiala los puntos de la curva es T =R (R’ CosQp+ T’sin(p) don-
de ¢ = —m/2...¢/2. El elemento de arco es Rdg, por lo que dm=Ads=
MRdp=Ydg

. 1M . . 2R, .,
R = v n/R(k cosp+7'sing) dgp = nk ~ 0,64RK
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Figura 8.8:Semicircunferencia de radio R y masa M.

Puesto que ' =R (R’cosrp+f’sin(p) entonces X = Rsing, y= 0y z= Rcosp.
La matriz [r2&; — x| es

R2cog ¢ 0 —R2singcosp
0 R? 0
—R2singcosp 0 RZsir? @

por lo que
R2cog @ 0 —R?singpcosp M 00
|P:/ 0 R 0 —dp=MRE( 0 1 0
—R2singcosp 0O R2sir? @ 00 1

Si este sistema es un péndulo que oscila en torno al eje Y/ =Y estonces

Q = a )’ donde a es el angulo que forma Z’ con el eje vertical Z (que en

este ejemplo apunta hacia abajo. El momento angular en tal caso es
lp=1"PQ=MR% |

Por otro lado el torque es

oL R o 2MgR . .
T_MRGxg’_Mnkxg(kcosa M) = ——sina |

lo que conduce a
.20 .
0 = —=sina
R
Con todo lo anterior también puede resolverse en forma semejante el caso

en que el arco oscila en torno al eje X' = X, lo que lleva a un resultado
parecido pero no indéntico.
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8.4.2.1.2. Un semicirculo de densidad uniforme Esta vez la densidad
uniforme es g = %"2 y el vectorr=p (R’cos<p+?simp) dondecon0<p <
R recorre los puntos del semicirculo. El elemento de superficie es dS=
pdpdg por lo que dm= %pdpd(py

1 2M /R , 2 . . 4R A n
_Mﬁ/o p dp/_n/2 (K cosp+1'sing) do = ng'NOAZRk'

Semejante al caso anterior, aca se tiene x = psing, y=0y z= pcosp y
ahora

p2cog @ 0 —p?singcosp

2M
P = / 0 p? 0 —=3 P dpdg
—p?Zsingcosp 0 p2sir ¢

v (520 0O

= I R
o 0 73
100

= MRF| 0 1 0
00 1

Figura 8.9:Semicirculo oscilando en torno al eje X.

Si este sistema oscila como péndulo en torno a su diametro, esto es, en
torno al eje X = X/, la velocidad angular es Q = afy el momento angular
es
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donde a es el angulo entre el eje Z' y el eje vertical Z. El torque que produce
el peso es

sina ¥

L AR., - - AMgR
TZMRGXQ:METk’xg(k’cosa—J’sma):— 3

de donde es directo obtener la ecuacion para d.

8.4.2.2. Elementos de superficie y de volumen en coordenadas esfé-
ricas

Figura 8.10En gris un paralelepipedo con ladossin8dgy rdé.

La figura adjunta muestra un elemento de superficie en coordenadas es-
féricas. Como se explica en la leyenda de la figura, ese elemento de su-
perficie vale dS= r2sin6d@dg. Integrando sobre ¢ entre cero y 27Ty sobre
0 entre cero y 1T se cubre la superficie completa. [d¢g = 2T mientras que
J'sin8d6 = 2, con lo cual se obtiene que S= 412, como debe ser.

Usando la misma figura se puede agregar una tercera dimension colocan-
do una pequefa superficie semejante a distancia dr de la anterior. Se ob-
tiene algo como un pequefio cubo de volumen dV = r?dr sin@d6deg. Si se
integra este elemento de volumen usando los mismos limites angulares e
integrando sobre r entre cero y R se obtiene %'nR3.

8.4.2.2.1. Ejemplo Esto se puede ilustrar calculando la posicién del cen-
tro de masa de la semiesfera z > 0 cuyo centro esté en el origen y radio R.
Por simetria se infiere que Rg tiene tan solo componente a lo largo del eje
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e
/

4~ X

Figura 8.11:Se puede calcular la posicion del centro de masa de una sfamdes

Z, Rs = (0,0,75) y z se calcula integrando z por la densidad que supon-
dremos uniforme.

Una forma comoda de integrar hace uso de coordenadas esféricas. El ele-
mento de volumen es dV = dcosf d@r?dr mientras que z=r cosf. Entonces

1 1 2n ‘R 3R
7z = —/ cos@dcos@/ d(p/ ridr="- (8.4.28)
V Jo 0 0 8

8.4.2.3. Matriz de inercia de un cilindro

Céalculo de los momentos de inercia con respecto a su centro de masa de
un cilindro de radio R, eje es el eje Z, altura h, con densidad uniforme po,

M
Po = =eh
El elemento de volumen es
dVv =pdpdedz (8.4.29)

por lo que
dm= %pdpdqodz

donde 0<p <R 0< @<2my —§ <z< 1. El vector posicién de un punto
interior cualquiera del cilindro es ¥ = xi’ +yj’ +zk’ con x=p cospy y= p sing.
De aqui que

p?sifp+2 —p?sinpcosp —zpcosy

IG:%/ —p?sinpcosp p?cogp+7 —zpsing | pdpdedz
—2Zp Ccosp —zpsing 02
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Figura 8.121.a matriz de inercia de un cilindro es facil de calcular.

Usando que
[2dz - [dz =h
[p%dp =R [dp =R
[sif@dp = [do =2m
se obtiene '
Ry 0 o
ISilindro =M 0 % + 2—22 F?z (8430)
0 0 >
El sistema es una vara si se toma R= 0,
1 00
2
1S = % 010 (8.4.31)
0 0O
y es un disco si se toma h =0,
100
MR?
1S = —|oz1o (8.4.32)
0 0 2

Usando el teorema de Steiner se puede calcular la matriz de inercia I, a
partir de 1, con respecto a un punto P con tan solo saber el vector Rg que
va desde P hasta G.

& Calcule la matriz de inercia de una superficie cilindrica de radio R, altura h
centrada en el eje Z, con su parte inferior con coordenada z.

& Determine la matriz de inercia de una cuerpo cénico con Z como su eje de
simetria, altura h, radio basal Ry densidad uniforme pg.
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8.4.2.4. Un circulo con punto fijo en su perimetro

La matriz de inercia con respecto al centro es (8.4.32) en el limite h=0
siempre que el eje Z’' sea perpendicular al plano del circulo. Para tener
I5sco €S Necesario usar el teorema de Steiner 15, = 1§, + M [R?§; — RRj]

donde Rg = (R,0,0) es el vector que va desde P hasta G y los R, son las
componentes cartesianas de ﬁG, esto es

P Y’

%

Figura 8.131.amina circular que se mueve como un péndulo con P como pimtads ejes Xe
Y’ son fijos al sistema’$: circulo.

1
] 1 oo 000
I = MRP| 0 % 0 |+MRE[ 0 10
00 3 001
700
= MRF| 0 3 0 (8.4.33)
3
00 3

a) Si el péndulo oscila en el plano del circulo, es decir en torno al eje Z =27/,
la velocidad angular es Q = ¢k lo que lleva inmediatamente a

3MR? . ~
K
2 w

El torque del peso, con g = g = g(7' cosa — |’sina)

lp =

7 =M (R") x g(7 cosar — ' sina) = —MgRsina K
Con lo cual se obtiene la ecuacion dinamica

.. 29 .
a _—ﬁsma

8.4. LIMITE AL CASO CONTINUO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecénica - P 193

b) Mas interesante es el caso en que el circulo oscila en torno a un eje
Y’ tangente a él. La matriz de inercia con respecto a G expresada en el
sistema S de la figura es precisamente la dada en (8.4.32). La velocidad
angular es Q = a§, donde | = |’. Por lo tanto

- P
z E%&SFJ\
, ® o
Z \G
X
y X’

Figura 8.14Una lamina circular perpendicular al plano de la figura, oscton su punto P fijo.

0 MR? . .
a :TGJ
0

M R2

fo="

1 00
010
0 0 2
Mientras que ZE es el momento angular con respecto a P de una masa

M ubicada en G: 7§ = MRY x (—Rak’) = MR2a |’ lo que da un momento
angular total /p = SMR?a |

Al igual que antes, el torque total coincide con el torque de una masa
M ubicada en G, T = Ri” x M@ pero g = g(" cosa + k’sina) lo que da T =
—MRgsina | y la ecuacion es

49

a=——sina
5R

Este resultado también puede obtenerse directamente de (8.4.33).

8.4.3. Disco que rota en circulo sobre un plano

Se tiene un eje perpendicular a un plano horizontal. De este eje nace, a
altura R sobre el plano, un brazo horizontal de largo L—en la direccién del
eje Z'—y en cuyo extremo hay un disco de radio R. El disco tiene densidad
uniforme, masa total M y gira en torno a su eje Z’ con una velocidad angular
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Figura 8.15:Una rueda gira sobre un plano sin resbalar. Su eje mantiengurto fijo sobre el
eje Z.

dada @,. Puesto que no desliza sobre el plano, ademas gira en torno al eje
vertical con velocidad angular @, totalmente determinada por la anterior.
Se desea determinar el momento angular del disco.

Se escoge coordenadas polares, con lo cual
&)_]_ = R,(L)_]_, &)2 = _JA/Q)Z
lo que determina que la velocidad angular total del disco sea

0
Q=Kw— = —w (8.4.34)
W

El punto material C del disco que en el instante actual esta apoyado sobre
el plano tiene velocidad nula en ese instante, pero, porque es parte de un
sistema rigido con punto fijo, tiene que valer V¢ = Q x T, esto es,

0-Gxte— Rar- o x (R-R))  — - o

Para calcular el momento angular se va a usar la matriz de inercia del disco,
I$_. ala que hay que agregar la matriz [R?&; — RRj]. donde R= (0,0,L),

disco

vz (L 00 100
|§iscc,=T 01 0]|+ML2| 010
00 2 000
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412 + R? 0 0
M 2 2
= 7 0 A24+R 0 (8.4.35)
0 0 R

y se la va a multiplicar por ¢ Q y como matriz de inercia se va a usar directa-
mente (8.4.35). Entonces 7= liscoQ S€ escribe

M 42 +R? 0 0 0
{ =7 0 42+R2 0 —Rawy
0 0 R W
M 2 0 R
2R,
MR, [~ 5 AL2 4+ R2
_ T“(sz—’ :r > (8.4.36)

8.4.4. Trompo en movimiento conico

Se considera un trompo que consiste en un brazo de largo L que nace
de un punto P en cuyo extremo hay un disco de densidad uniforme, ra-
dio Ry masa M. Esto es Rg = —LK usando la base asociada al sistema
{P, X",Y',Z'} de la figura 8.16.

El brazo mantendra un angulo 6 =constante con la vertical tal como indica
la figura. En cada instante el disco esta girando con velocidad angular @
respecto a un sistema fijo al brazo, pero el brazo mismo esta girando con
una velocidad angular @, en torno al eje vertical. Estas velocidades se
expresan en la forma

on = w K, W=y (Kcosd+jsing) = Q=K (w+awpcosh)+ | wsing

Este movimiento es posible tan solo si w; y a» satisfacen una condicién
que se deduce mas adelante. En general el &ngulo 6 no es constante y el
movimiento del trompo es bastante complicado.

La matriz de inercia I” = [de, RR;j]+ I®y, tal como en el ejemplo anterior,
resulta se

M 412 + R? 0 0
'P:Z 0 A21R 0
0 0 xR?
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Figura 8.16:Un disco gira en torno a un eje de largo L. El otro extremo del &5ta fijo al punto
P. El sistema Siene eje Z que coincide con el brazo de largo L y el ejeesta en el plano de’Z
la vertical.

por lo que el momento angular lp=1"Qes
M A A
lp= " [(4L2 + R?) wpsin® |’ + 2R% (w1 + wpcosB) K]

En esta expresion todas las cantidades son constantes en el sistema de
referencia inercial excepto por 00s vectores unitarios asociados a S, de

modo que 7p se calcula sencillamente usando producto cruz con @y:

M

Zp =@y x lp= 7 [ (4L + R?) wé sinf cosh + 2R? (wy + wp cosB) apsinb|
gue debe igualarse al torque que produce el peso
T = MRgxd
= M(-LK)x (—g) (Kcos8 + ['sind)
—MgLsino7 (8.4.37)

por lo que finalmente puede escribirse que

% [—(4L% + R?)wé sin6 cosh + 2R?(wy + wp cosB) ap sinB] = —MgLsind
(8.4.38)

gue es la relacién que deben satisfacer w, y w, para que el trompo tenga
un movimiento cénico. Notese que si se cambia el signo de w, y de w; la
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ecuacion no cambia. Esta ecuacién implica que el caso w, = 0 es posible
tan solo si 8 = 0lo que es intuitivo.

Suponieneo que 6 # 0 la ecuacién anterior se puede reescribir en la forma
7L wzcosGJrészlwnggL:O (8.4.39)
A continuaciéon un par de casos especiales.

Elcaso 6 =7:

2Lg
G2 TR
Elcaso L=0:
2
cosQ:——wl
W

Noétese que para pasar de (8.4.38) a (8.4.39) se elimind un factor global
sin@, lo que supone que 6 # 0. Sin embargo si en (8.4.38) se impone que
w, = 0 se desprende que necesariamente 6 = 0.

8.5. Problemas

8.1 Una placa cuadrada de lado ay masa to-
tal M puede girar libremente en torno a
un eje perpendicular al plano de la figura

y que pasa por su vértice P (ver figura). . a
110

Inicialmente el cuadrado esta sujeto por
un hilo horizontal como indica la figura.
(a) Obtenga la tensién del hilo. (b) Si el
hilo se corta obtenga la velocidad angu-

lar maxima que puede alcanzar el siste- P
ma. (c) Obtenga la frecuencia de peque-

fias oscilaciones en torno a su posicion

de equilibrio.
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8.2 Una placa rectangular de masa M, lados
ay by espesor despreciable se hace girar
con velocidad angular constante Qg por
un eje que pasa por la diagonal del rec-
tangulo. EI movimiento ocurre en ausen-
cia de gravedad. Determine las fuerzas
gue ejercen los soportes en cada extre-
mo del eje. Comente.

8.3 Sistema: un disco de densidad uniforme,
radio Ry masa M y un eje de masa des-
preciable que une un punto fijo de un
plano horizontal con el centro del disco.
El disco gira apoyado en el plano hori-
zontal. (a) Determine el momento angu-

lar. (b) Determine el torque total que ac--
tla sobre el disco.

8.4 Se tiene una especie de péndulo que
consta de una vara de masa desprecia-
ble y largo L que solo puede girar en un
plano vertical en torno a un punto fijo P. [
En su extremo libre la vara tiene un dis- g
co de densidad uniforme, radio Ry ma-
sa M en forma perpendicular a la vara. L
El disco gira, con respecto a la vara (ella
como eje), con velocidad angular unifor-
me @. (a) Determine el momento angu-
lar del sistema. (b) Si el sistema se suel-
ta cuando la vara esta vertical apuntando
hacia arriba, una ecuacién para la velo-
cidad angular de la vara con respecto al .
angulo que ella forma con la vertical.
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8.5 Considere una barra rigida de masa des-
preciable que tiene N masas m a distan-
cia a entre ellas. La barra esta apoya-
da en el suelo e inicialmente en posicion
vertical. Estudie el movimiento de la ba-
rra cuando ella es levemente desviada de
esa posicion. Suponga que el roce esta-
tico con el suelo es suficiente para que
el punto de apoyo nunca deslice. ¢ Existe | .
algiin momento en que '

el punto de apoyo se despega del suelo? Estudie ademas el limite
simultaneo N — o, a — 0, m— 0 tal que permanecen fijas las canti-
dadesR=NayM=Nm

f‘\f\f‘\f‘\f‘\f‘\f\o
A W A N N A W

8.6 Resuelva ahora el caso anterior con una sola variante: el sistema
tiene dos masas diferentes m; y m, en los extremos de la barra. Res-
ponda las mismas preguntas que antes excepto, naturalmente, la del
limite.

8.7 Una barra de largo L y masa M y den-
sidad lineal uniforme, puede girar libre-
mente sobre un eje horizontal colocado
en uno de sus extremos. En el punto me- > m M
dio de la barra se encuentra un anillo de
masa m que tiene un coeficiente de roce -
estatico u con la barra.

Si el sistema se libera desde el reposo con la barra en posicién hori-
zontal, se observa que el anillo comienza a deslizar cuando la barra
forma un &ngulo 11/4 con la horizontal. Determine (a) el momento
de inercia del sistema antes que el anillo comience a deslizar, (b) la
velocidad angular y aceleracién angular de la barra en el instante en
qgue el anillo va a comenzar a deslizar, (c) la fuerza que ejerce sobre
la barra el punto de apoyo.

g
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