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.4 Sistemas de coordenadas

La resolucion de muchos problemas cinemidticos requiere de un sistema de coordenadas explicite respecto
al cual se refiere el movimicnte, Uno de los sistemas posibles, deserito en la Seccion 1.1, corresponde a
las coordenadas intrinsecas, en 1érmino de las cuales se determinaron expresiones para la velosidad ¥ la
aceleraciton de una particula. Eixisien otros sistemas de coordenadas que son de gran wiilidad para ¢l analisis
de problemas mecinicos, En esta seccidn estudiaremos en pacticular las coordenadas cantesianas, polares,
cilindricas v esféricas,

* Coordenadas cartesianas
En este caso el vector posicidn ¥, que describe lu trayectoria de una particula, se refiere a una base (ri-
ortogonal, unitaria, (T, §, k), fija en el espacio,

O =x0T + yOF + 20k z
cngue; XD =r() T -
21y = Tty = & : "

La veloeidad se expresa como: |

Y{iy = v OT+v T+ vI[L}T.;

¥
en ques v (1) = X v (0= '7.-' : v (t) = z.

e izual forma, [a aceleracion se expresa como:

alt = s 0i+a0Fca,mk
€1 que: HHI:_EJ =% RF{U :.::f'. i alth =7.

Al expresar ¢l movimiento en coordenadas cartesianas se oblienen componentes independientes para ba
posicidn, velocidad y aceleracidn segin cada uno de los ejes tri-ortoganales. De cste modo, estas
componentes pueden ser analizadas en forma independiente, con sus correspondientes condiciones de borde,

* Coordenadas polares lf A
lzste tipo de coordenadas es dul en ciertos casos para describir el 4
movimiente de una particula en un plano. En efecta, la
ubicacién del punto P asociado a una particula puede
determinarse, con respecto a un origen O, en érminos de la %3

distancia p del punto P al origen O {radio polar) y del dngulo @ 6 h“.
que forma ¢l radio polar con un eje arbitrario de referencia OX
(Angulo polar). o »

Siel gje de referencia OX coincide con el eje X de un sistema cartesiana eentrado en O, se ticne que:

12
E=poos b = {1‘2+ }ﬁ;,

¥ o= posen 8 a =tg'l{yrxj

El vectar posicidn queda determinado par; _F{L'I = plt) Er{t}
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en que Pt es un vector unilario en B direceién radial, Las vanables del movimiente v y a{l) se
¢xpresan en este sigtema en funcidn de sus componentes o fo largo de los vectores unitarics y arlogonales

Py 6, este dltimo definido on T direccion de crecimiento de @ ,

La velocidad queda determinada por:

..A
dp
v = 925+ p R 5
dt at
o
Analizamos ahora la derivada temporal del vector unitacio p 5

dp _ dp do _ ; dp e
=0 f/f

dt do dit d6 ~
- ,»"/ERW
Por olri parte como - _
d .i‘\.n. . )
{01 0=2p- Fif-_’_
dt dt

: ~ N ~ 5 I
se deduce que Ta derivada de poes perpendicular a p. Del andlisis
geométrico de la figura adjunia concluye que

dpl _ . 1Apl _
do Azl AG
¥ gque
b _ 5
de
Por lo tanto,
. % o
dp - 5p
dt

- . o I,
Reemplazando en la expresién para la velocidad, resulta iinalmente: ¥(U) = pp + p oo

En ¢l céleulo de la aceleracion en coordenadas polares, se requicre de una expresidn para divde. De la figura
anterior se observa que:

B =R
-

Lusgo,
at) = E-p0%)p + (6 +2pH)B

es decir, Ia aL.ElEJ"!Ci{m puede cxpresurse en Lirminos de una
componente radial a ¥ una rransversal ﬂEI
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Ohservacidn: Bl cdlculo de la velocidad v aceleracidn pueden hacerse, allernadivamente, en una basc
cartesians, reliriendo luego los resuliados o Tu base polar {p, 8} En elecio, 1 expresamos el vectar
posiclon ren coordenadas carlesianas tenemos:

TU=xT + xF = poos BT + psen8Y = ploos 87 +sen G = pa
V= de(/dt = p(cos T + sen08F) + pO(-sen 0% + cos O
Tr't(L} = pﬁ +p eﬁ

La aceleracion se oblicne en forma andloga,

* Coordenadas cilindricas

En el caso de un movimiento tri-dimensional, la posicion de
una particula puede describirse en términes de las coordenadas

cilindricas p, 8, 7, gue corresponde a una mezcla enlre un
ststema de coordenadas polares (que describe el movimiento en
un plano) ¥ un sistema cartesiano para representar cl

movimiento en la direccidn perpendicular al plano.
*

-y ~ i
Bl vector posiciénes: rit) = pp + zk
g . = ; - . o g .

En el extremo del vector posicion se asocia una triada tri-orogonal unitaria (p, 8, k) de modo tal gue:

- A~ . e o~ . . )

g =k Brk = p; kxp =49
Recordando las expresiones para la velocidad y aceleracidn en coordenadas polares v teniendo en cuenta que
k es un vector constante resullan las sigulentes expresiones para la velocidad v la aceleracidn en
coordenadas cilindricas:

=&

vit)

a ™

ﬁ:ﬁ+pé€}+"

i

>
s e * 2 -, L - " o -
alt) = (p-p8°9)p + (p8 + 2p0)8 + zk
[
* Coordenadas esféricas | 1}1
En una forma alternativa ¢l movimiento ti-dimensional se \ g
puede describir mediante coordenadas esféricas. En este caso la . i o)
posicidn de la partivula queda determinada por [as coordenadas r, g\* 2R "
8 v ¢, donde: | W
>
- 1 7 = )
ri distancia del pento Pal origen del sistema de coordenadas., (I} ezl w7 @
: — e
b
s

0 : dngule medido con respecta al eje 2 v que varia entre { y 7.

2 angule que forma ¢l eje X con la proyeceidn del veclor T
sobre el plano delinide por tos gjes X ¢ Y. Varia entre O
im,
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Como estrategia para encontrar expresiones para la velocidad y la aceleracion utilizamos la relacién entre
las coordenadas esféricas y cartesianas.

X = rsen 8 cos ¢

y = rsen 0 sen ¢

z=1 cos B

De estas relaciones se pueden deducir las expresiones inversas:

5 5 5 112 K 2.1/2 y
rz[x +y +z] 6 = tg & 49 o = tg | L
Z X

~o~

% b % . . A T
Asociamos una triada tri-ortogonal y unitaria (r, 8, ¢) al vector posicién r(t) tal que:

~ ™ ~ 4 ~ ~ A ~
rx6 =4¢; 6xd =r; dxr =

=5

Ly - . . - s . . - o2 S
donde r es un vector unitario en la direccién radial creciente, mientras que O y ¢ corresponden a vectores

unitarios en la d1rc,u.10n creciente de 8 y ¢, respectivamente. En consecuencia, el vector posicién queda
definido por r(t) =r(l) r(t)

En el cédlculo de 1a ve[omdad y aceleracion se requiere obtener expresiones para las derivadas temporales de
los vectores base T, ) y$. Para esto expresamos estos vectores con respecto a una base cartesiana
centrada en el origen O. Las derivadas temporales calculadas en este sistema son posteriormente expresadas
en el sistema de coordenadas esféricas. Analizando la figura anterior es posible concluir que:

o~
=senOcos ¢T + senBsendf + cos Ok

%
= cos B cos 0T + cos B sen ¢ F - sen O k
= -sen T + . cosOF

S yHr

-

Al derivar estas expresiones con respecto al tiempo se obtienen las siguientes identidades:

89 + $scn6¢
0T + d)cos@(p
-d)scn(i)r - ¢L0q88

ey
I}

1

— . A # i
Por lo tanto, la velocidad se expresa por: v(t)=rr + r r y finalmente,
- a AN
vit)=rr + r0 +r¢sen8¢

y la aceleracién a(t) = v{t), como :

o~

a)= (- ré?sen?0 - rO)r + (10 - rdZsenBcosO + 210)0 +
+ (2rdsenB + rosend + 216 ¢cos0)



