Capitulo 1

Propagacion de Ondas
Planas

1.1. La ecuacion de Onda

Se deriva la ecuaciéon de onda considerando un medio lineal, isotrépico y
homogéneo en que se asume ademas que no existen fuentes primarias, es decir:
p = 0 y las corrientes existentes son de conduccién: J = oE.

OH
VXE=—u— 1.1
x e (L.1)
V-D=0 1.2
V-B=0 (1.3)
OE
H=0¢E — 1.4
V x cE+e¢ 5 (1.4)
Aplicando rotor a la ecuacién [1.1] y sustituyendo la ecuacién se obtiene:
OE O’E
VXVXE:—MUE—/.I/€@ (15)

De manera andloga, se toma rotor de la ecuacién y se sustituye la ecua-
cién obteniendo:

VxVxH= —,uaaa—l;l — ue(z;;l (1.6)
Recordando la siguiente identidad vectorial:
VxVxA=V(V-A)-V?4 (1.7)
Donde V2A es el vector laplaciano, que se define como:
VA = V?A, % + V2A, 4+ V?A,2 (1.8)



en coordenadas cartesianas. Considerando que V-E=0y V-H = 0 y reem-
plazando en las ecuaciones [I.5] y [I.6] se obtiene:

OE O’E
OH 0’H

Estas son ecuaciones de onda vectoriales, en que las variables dependientes, E
y H, son vectores tridimensionales. Si se considera una regién en que no existen
corrientes de conduccon, las ecuaciones y seran homogéneas, en que los
términos independientes desaparecen.

O°E
2
H
V*H - ‘“aat? = (1.12)

Puede verse que estas ecuaciones estan desacopladas, es decir, en cada una de
ellas s6lo aparece una variable. Esto significa que pueden estudiarse sus solucio-
nes por separado. Sin perdida de generalidad, se desarrollard la ecuacién [1.11
Se realizaran dos hipétesis simplificatorias adicionales, que consiste en asumir
las siguientes condiciones de contorno:

0 0

—E=—E=0 1.13

Or oy ( )
y que el campo eléctrico es de la forma:

E=E.z (1.14)

Las condiciones recién presentadas llevan a un tipo de soluciéon conocida como
onda plana uniforme. La ecuacién de onda, es simplificada a:

PE,  0°E,
92 Mo

Esta es la ecuacion de onda cldsica, que admite como soluciones todas las fun-
ciones diferenciables de la forma:

=0 (1.15)

fz,t)=g(z—vt) (1.16)
en que el término v tiene dimensiones de velocidad y se define como:
1
v=— (1.17)
JL€

Las soluciones representan ondas que se propagan en la direccién z con velocidad
v. En el vacio, ——— = 3 x 108[m/s] Asimismo, las funciones de la forma
VHo€o

f(z,t) =h(z+vt) (1.18)



también son soluciones, y representan ondas propagandose en la direccién -z.
La solucién general de la ecuacion de onda puede expresarse como sigue:

f(zt)=g(z—vt)+ h(z+ vt) (1.19)
y por lo tanto el campo eléctrico obedece a la expresién:
E=[fi(z—vt)+ fa(z +01)] 2 (1.20)

La ecuacion [1.19] se conoce como solucién de d’Alembert y es una solucién
formal. Las expresiones de f; y fo dependerdan de las condiciones iniciales y de
borde. El campo magnético H responde a una ecuacién de la misma forma que
E y por lo tanto, su solucién general debe tener la misma forma presentada en
la ecuacién Sim embargo por la ligazén existente a partir de las ecuaciones
de Maxwell, H no es independiente de E. Considérese la ecuacién [1.1] vista al
comienzo. Sustituyendo en[L.1

dH

[fi(z=vt) + fo (2 +0t)]§ = p—r (1.21)

Integrando respecto del tiempo se obtiene la expresién general para el campo
magnético:

H- i[f{ (z—vt)+ f} (= + 08)] § (1.22)

El producto pv tiene unidades de impedancia; recibe el nombre de impedancia
intrinseca del medio y se denota por 7. Recordando la expresién 1 puede
expresarse como:

(1.23)

(1.24)

= \/E (1.25)



1.2. Ondas planas uniformes en régimen sinu-
soidal permanente

Pese a que no son mas que un caso particular al andlisis desarrollado pre-
viamente, las ondas planas en régimen sinusoidal permanente son de una gran
importancia practica.

En régimen sinusoidal permanente, los campos tienen una dependencia tem-
poral de la forma cos(wt + ¢), donde w tiene unidades de [rad/seg]. De modo
que, volviendo a la solucién presentada en la ecuacién [1.19] se ve que g y h son:

g(z —vt) = Ajcos [% (vt —2z) 4+ (/)1} = Ajcos [wt - %z + (bl} (1.26)

h(z 4+ vt) = Ascos {% (vt+2)+ (,252} = Asycos {wt + %z + ¢2} (1.27)

Se define a la cantidad % como el ntmero de onda k

= % (1.28)

y por lo tanto las ecuaciones [[.26] y [[.27] en el dominio temporal, son:

g(z —vt) = Ajcos [wt — kz + ¢1] (1.29)

h(z + vt) = Agcos [wt + kz + ¢1] (1.30)
Considerando la ecuacién referida a un campo fasor, se obtiene:
VZE 4 pew? = 0 (1.31)

De donde puede deducirse que el nimero de onda, definido previamente,
tiene la forma:

k= wy/ue (1.32)
Y por ende, las ecuaciones y pueden escribirse como:

VE+KE=0 (1.33)
VH+EH =0 (1.34)
Fasorialmente, la ecuacién tiene solucién de la forma:

E (7) = Ege 77 (1.35)
Donde:



= Fy es un vector complejo
= 7 es un vector de posicion: ¥ = x& + yy + 22

= i es el vector de propagacion. El médulo de este vector es el nimero de
onda, k.

Por lo tanto, en régimen permanente sinusoidal, la ecuacién 1| admite
como solucién una onda plana que se propaga en k, vector unltarlo que viene
dado de k = kk. Es importante notar que el mismo anélisis presentado para E
puede ser hecho para H.

Si bien la solucién presentada antes satisface la ecuacion presentada, se requiere
que este campo provenga de una zona sin fuentes de carga. Esto lleva a que la
solucién presentada tenga que satisfacer ademas:

V-E=0 (1.36)
Que puede reescribirse como:
v (Eoe*j’z"’) - (1.37)
Ve kTR, = (1.38)
—jk e IR = 0 (1.39)

Lo que lleva a que deba cumplirse:

k-By=0 (1.40)

En lo que respecta al campo magnético, H, puede ser obtenido a partir de
la expresién obtenida previamente para el campo eléctrico. En efecto, de la ley
de Faraday:

VxE=—jwuH (1.41)
y por lo tanto
H=LVxE (1.42)
Wit

Sustituyendo [I.35] y recordando que el rotor del producto de un escalar y un
vector es:

V x (aﬁ)zVax§+aVX§ (1.43)
Se obtiene:
. Joo e
H = - 7 E 1.44
(7 = Ve < By (144



Pero Ve /R = —jlge*j’;'?. Por lo tanto:

—

H(7) = o x Ege IF7 (1.45)
ComoE:kl%:w\/ﬁl%yn:\/g
- koo i
H(r) = y < Boe™ (1.46)
= % xE (1.47)

De este modo, conociendo el campo magnético de una onda plana, puede
determinarse su campo eléctrico, y viceversa.

= Frente de Onda Es el lugar geométrico que forman los puntos en que la
fase del campo se mantiene constante, siendo la fase el argumento de la
funcién seno o coseno de la expresién instantanea del campo. Esta condi-
cién puede escribirse como:

0 = wt — k- 7+ ¢ = constante (1.48)

En la expresion anterior, el tiempo y la fase son constantes, de modo que
la condicién de frente de onda es:

7=k + Ky + k.2 (1.49)
= cte (1.50)

Esta es la ecuaciéon de un plano, y es la razén de porqué estas ondas son
denominadas planas. Que sean uniformes dice relacién con que sobre un
frente de onda, el campo no varia de un punto a otro.

= Velocidad de fase Representa la velocidad a la que un observador debe
desplazarse en la direccién de propagacién de la onda, k, para ver la misma
fase. Derivando con respecto al tiempo la ecuacion [1.48] se tiene:

00 dr

=0 (1.52)
De donde se obtiene que la velocidad de fase es:

dr  w
Up = — = — 1.53
La ecuacién anterior muestra que los frentes de onda perpendiculares a k se
propagan con velocidad vp.



Resumen

Los campos eléctrico y magnético para una onda plana uniforme propagando-

se en la direccién y sentido indicado por k, son:

Hy = - xEg
n

E():?]H()X/;

k-Eo=k -Hy=

Se puede ver que Eq, Hy y k son vectores ortogonales.

(1.54)
(1.55)



1.3. Flujo de Potencia

Se define la densidad de flujo de potencia instantdneo asociado a un campo
electromagnético como:

P=ExH (1.59)

Donde los campos instantaneos se obtienen a partir de los vectores fasores
como:

E (7, t) = R [Eeﬂ'wt} (1.60)
- % (Eej“’t + E*e*j“t) (1.61)
H (7 t) = R [Heﬂ'wt} (1.62)
= % (Frer + Fre /") (1.63)

Realizando el producto vectorial E x H con las expresiones anteriores:

P- i (B x e B x Y 4 B° x H+ B < H'e 20)  (164)
Pero
EXH*+E*XH:2§R[EXH*} (1.65)
y
E x He?“! 4 E* x H*e¥*! = 9RE x He2« (1.66)

Por lo tanto queda:
1 : Tk 1 : v 2jwt
P—§3%[E><H}+§€R[E><He } (1.67)

El segundo término es periddico en el tiempo y por lo tanto, su contribucién
a la densidad de potencia media, dada por:

+T/2

P (7) = (P (7,t)) = limp_oo /_ » P (7,t)dt (1.68)

es cero. Luego, la densidad de potencia media es:
. 1 . .
P () = ;R [E x H} (1.69)

expresién cuyas unidades son [W/m?].



La expresion antes encontrada puede ser expresada alternativamente tenien-
do en cuenta las relaciones entre los campos eléctrico y magnético:

L (1.70)
n
E=7nHxk (1.71)

De este modo:
P= %?R <E X (:; X E>> (1.72)
Utilizando la identidad:
ax(bxd)=ba-a—aa-b) (1.73)
v el hecho de que k-E= 0, se obtiene

. 1 N
P=_R [k (E : E)} (1.74)
2n
. . .12 .
El producto E - E* = ‘E’ corresponde a la magnitud de E y es real. De
modo que

1. 2.
P:—‘Eo‘ 2
2n

(1.75)
~ De manera alternativa, expresando el campo eléctrico E, como funcién de
H, se obtiene:

.1 L. )
P = SR [ (nH x k) x ]
Manipulando la expresién se obtiene:

(1.76)

1 2.
P:§77‘Ho‘k

(1.77)



1.4. Polarizaciéon de las ondas planas uniformes
en régimen sinusoidal permanente

A la trayectoria que describe la punta del campo instantaneo se le llama
polarizacion.

Del hecho que E-E=0 y k-H = 0, resulta apropiado utilizar una base
ortonormal constituida por dos vectores, €1 vy €3 y I%, que cumplan:

k-é1=0 (1.78)
k-éy=0 (1.79)
€A1 . 6A2 =0 (180)
y que conformen un triedro trirrectangular positivo:
kx éy = é (1.81)
6A1 X €A2 = k (182)
€y x k=6 (1.83)

Al tener €1 y €5 siempre perpendicular a la direccién de propagacién, los
campos E y H solo tendran componentes en 2 direcciones, dadas por los vectores
de la base formada, base que tiene un grado de libertad; en efecto, si por ejemplo
se fija €1, y dada la condicién de perpendicularidad respecto a 12:, €> queda
determinado por €3 = k X €.

La evidente ventaja de definir esta base es que E y H tienen componentes
sblo en €7 y €3. Asi por ejemplo, podré tenerse un campo eléctrico E 4 definido
como:

E,4 (7,t) = Fajcos (wt — kPt qSl) €1 + Eascos (wt — k-7t (bg) € (1.84)

Se sabe que la parametrizaciéon de una elipse en coordenadas cartesianas
queda definida como:

x = zpcos (t + ¢z)
y = yocos (t + ¢y)

0, lo que es equivalente, como el recorrido que realiza el vector €, que recorre
distintos puntos a medida que varia t:

€= xocos (t + ¢z) T + yocos (t + ¢y) ¥ (1.85)

Se puede hacer un parangdn entre la expresion anterior y el campo eléctrico
presentado en [I.84] distinguiendo:

10



zo & Ear
Yo < Eao
t & wt
7+ ¢1
7+ ¢

¢z &

by <
I s é

7
7
U< €

Asi, se ve que E describe una elipse en el plano formado por €7 y é€5.
El campo eléctrico descrito en puede escribirse fasorialmente como:

B4 (F) = Eq1e? 7 F7é) 4+ Eagei®F7¢, (1.86)
= [Ea1€7%" €1 + E267%263) ek (1.87)
Se definen 2 relaciones:

_ Ea

=== 1.88
P= (1.88)
AP = s — ¢ (1.89)
Si se factoriza [1.86] por Ea1e7%1, se obtiene:
Ex = Baieitr (¢ 1 BA2 joa—00) g | p-ik+ 1
A = Eae €1+ Ea’ € )e (1.90)

definiendo C = E41e/%" y reemplazando los pardmetros definidos previa-
mente:

Ea=C (61 +pelt?éy) =ik (1.91)
De esta expresion, y recordando que H = % x E se puede obtener directa-
mente el campo magnético:
: c . iAG ~\ —jk-7
HA = — (62 —peJ 61) e J (192)
n

Lo relevante que se puede observar de estas expresiones es que la polarizacién
estd determinada, en el caso del campo eléctrico, por €; + pe?®?€, y para el
campo magnético por €, — pel2?¢;. En definitiva, identificando p y A¢ se puede
describir la polarizacién de los campos.

11



1.4.1. Caracteristicas de la elipse de polarizacion

= Orientacién: Es el dngulo que el eje mayor de la elipse forma con una
direccién de referencia, por ejemplo €;7. En tal caso, utilizando los parame-
tros definidos previamente, la orientacién se define como:

B = }arctg 26?87@@ (1.93)
2 5D

De la forma que adoptan los campos eléctricos y magnéticos, se ve que la
elipse que describe H esta girada 90° respecto a la de E. Esto pues E y
H son siempre perpendiculares.

= Relacion Axial: Es el cuociente entre los ejes mayor y menor de la elipse.

1+ 174(967’LA¢> 2

‘Emam ’Hmax %+p

R = =T = (1.94)
Emzn ‘Hmzn — _ senlA¢
‘ 1=y /1-4( e )

= Sentido de giro: Para determinar el sentido de giro, se estudia el signo
de la derivada temporal del angulo §, que corresponde al angulo que forma
el campo con una direccion de referencia arbitraria, por ejemplo €;. De
este modo, si ‘fi—‘z > 0, el sentido de giro sera antihorario. Por el contrario, si
% < 0, el sentido de giro serd horario. Como este andlisis en general resulta
complejo, es conveniente determinar el signo de la derivada temporal de
la tangente de este angulo, que geométricamente puede verse que queda
determinado, en funcién de los pardmetros conocidos del campo:

_ Eascos(wt — k-7+ ®2)
EAlwt—E~f'+¢1

tgd (1.95)

Asimismo, como la derivada temporal de la tangente es ﬁ‘;—f, y cos2§ >
0, entonces el signo de ‘;—‘z es el mismo de dfi—i‘s. Por lo tanto, derivando la

expresion correspondiente a tgd se obtiene:

dtgd senA
$90 _ o ¢ (1.96)
dt Eaicos?(wt — k -7+ ¢1)
Es directo ver que el signo de esta expresién depende solamente de senA¢
y por lo tanto de ¢. Se tienen los siguientes casos:

e —1 < A¢ < 0: En este caso, 3—‘2 > 0. Por lo tanto el sentido de giro
serd antihorario

e 0 < A¢ < m: Paralelamente, ‘;—‘z < 0 y por ende, la polarizacién
serd horaria.

12



1.4.2. Casos particulares de polarizacién: lineal y circular
Polarizacién lineal
Existe cuando se dan las siguientes condiciones:
p=0,p=c0o (1.97)
Ap=0, Ap == (1.98)

Sip=0, Ej = Eqeif%16, = Ceéy, y la elipse serd un segmento de largo
2F 41 en la direccion de €. Andlogamente, si p = 0o, B4 = Céy y la elipse
serd un segmento en la direccién de €;.

Si Ap =006 A¢p ==+, se tendrd E4 = C(é1 +¢€3). Por construccidn, € +€53)
es un vector perpendicular a la direccién de propagacion. En este caso, la elipse
de polarizacién serd un segmento en la direccién de dicho vector.

Polarizacién circular:

Se da cuando p = 1y A¢ = +m/2. En efecto, la relacién axial, R, es 1 y por
lo tanto sus 2 ejes son iguales. Sin embargo, hay que distinguir entre 2 casos:

= Si A¢p = 7/2, el campo eléctrico viene dado por
Eq = C(é + jéy) (1.99)
en este caso, se dice que la polarizacién es antihoraria o a izquierdas.
= Por otro lado, si A¢ = —7/2, el campo eléctrico viene dado por
Ei=C(é — jéy) (1.100)

en este caso, se dice que la polarizacién es horaria o a derechas.
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Capitulo

Propagacion de Ondas
Planas Uniformes en
medios con pérdidas

Hasta ahora, se ha supuesto que los medios en que las ondas electromagnéti-
cas se propagan no presentan pérdidas, es decir, no existe una transferencia de
energia de la onda al medio en el proceso de propagacion.

Hasta el momento, se ha establecido una relacion lineal entre los campos
instantdneos E y D y entre B con H

D =E (2.1)

B=uH (2.2)

Sin embargo para campos en régimen permanente sinusoidal, se establece
una relacién mas general en que € es una magnitud compleja:

€e=c¢, — je (2.3)

Donde tanto €' como €” son magnitudes positivas. Razonando de manera
similar se puede determinar que la relacién entre B y H, u, puede ser compleja.

p=p —p" (2.4)

En que p' y u” son positivas.

La consecuencia fisica de estas permitividad y permeabilidad complejas es
que exista un desfase entre E y D y entre B y H, respectivamente. Este desfase
condiciona que en la interaccién entre el medio y el campo, este ultimo entrega
energia, senalandose entonces que el medio presenta pérdidas.

Otra forma en que se manifiestan pérdidas, y por lo tanto una contribucién
a la parte imaginaria de la permitividad eléctrica es la conductividad del medio

14



en que el campo se propaga, o. De la ley de Ampere en régimen sinusoidal
permanente, se tiene que:

VxH=1J+ jweE (2.5)

Si la conductividad del medio es o y de valor finito, el campo eléctrico
y la densidad de corriente se relacionan mediante la ley de Ohm: J = oE.
Sustituyendo esta relacién en la ley de Ampere, recordando que € = €/, — je! y
tomando factor comin jw, se llega a que:

V x H = jw (efl—ja—::)eg>E (2.6)
Si se definen:
€ =¢€, (2.7)
¢'=—+¢€ (2.8)
La ley de Ampere queda:
VxH=jw( —j"E (2.9)

2.1. Ondas Planas Uniformes en medios con pérdi-
das
El hecho de que la permitividad y permeabilidad, € y p respectivamente,

tomen valores complejos no altera la forma de las ecuaciones de maxwell, con-
siderando una regién sin fuentes independientes

V x E = —jwuH (2.10)
V-E=0 (2.11)
V-H=0 (2.12)

V x H = jweE (2.13)

ni las ecuaciones que describen los campos en ondas planas uniformes descritas

previamente: _ o
E(r) = Ege/kT (2.14)

H(r) = ko Ege/kT (2.15)
U

Sin pérdida de generalidad, se considerara una onda plana propagéndose en
la direccién Z, de modo tal que k = kZ. Por simplicidad, las pérdidas del medio

15



seran representadas sélo mediante una permitividad eléctrica compleja. En las
actuales condiciones, el nimero de onda

k= w./ie (2.16)

serd una cantidad compleja. De este modo, se expresa k como:

k= wy/ie = w\/u(e — je'") = B — ja (2.17)

Las cantidades « y 3 son cantidades positivas. Pueden determinarse explicita-
mente en funcién de los pardmetros conocidos pues

K2 = (e — ") = (8 — ja)? (2.18)
Igualando parte real e imaginaria, se pueden despejar a y 3, obteniendo:

(14 126) 2 41"
8 =w\/ne (L+ 92) i (2.19)

=

_(1 +75925)1/2 T

o = wy/ e 5 (2.20)
Donde se ha definido la tangente de pérdidas
6I/
tgd = — (2.21)

€

En consecuencia, los fasores campo eléctrico y magnético pueden ser escritos
como:
E(r) = Ege™**e /7 (2.22)

H(r) = Hoe %%e P> (2.23)

El término e /%% indica propagacién de la onda segiin 2 con una velocidad
de fase v, = w/B. Por esta razén, § es llamada constante de propagacion.

Por otra parte, el factor e~®# indica que la onda se atenta a medida que se
propaga, por lo que « recibe el nombre de constante de atenuacion.

2.2. Casos particulares: buen aislante - buen con-
ductor

A partir del andlisis desarrollado en el punto anterior para ondas planas
propagandose en un medio cualquiera con pérdidas, resulta interesante encontrar

las expresiones que describen 2 situaciones particulares de interés practico: ondas
propagandose a través de medios buenos aislantes o buenos conductores.

16



La tangente de pérdidas, definida en la ecuacién [2.21] es una manera til
de distinguir entre conductores y dieléctricos, pues permite comparar la mag-
nitud de la corriente de conduccién, representada por o, con la corriente de
desplazamiento, introducida por el factor we.

Asi, mientras menor sea la tangente de pérdidas, menor serd la atenuacion
que sufra una onda propagandose en dicho medio y por lo tanto, menor la
potencia disipada. Por eso cuando se requiera diseniar un sistema en que una
onda deba ser propagada, serd muy conveniente que la tangente de pérdidas sea
pequena. Un buen dieléctrico satisface

tgd < 1 (2.24)
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Capitulo 3

Incidencia de Ondas Planas
sobre medios materiales

3.1. Introduccion

Se vio que cuando un medio lineal, homogéneo, isétropo y sin distribuciones
de carga o corriente es indefinido (es decir estd en todo el espacio), las ondas
planas son las soluciones naturales de las ecuaciones de Maxwell. Esto es sin
embargo un caso ideal, pues debe existir alguna zona del espacio en que existan
distribuciones de carga o corriente que actiien como fuentes generadoras de
campo eléctrico y magnético. Una forma de generalizar esta situacién es dividir
el espacio en 2 regiones: en la regién I, se incluiran todas las fuentes generadoras
de campo y en la regién 11, al no existir cargas o corrientes, el campo sera una
combinacion de ondas planas:

En el medio 2, la solucién exacta cumplird las condiciones de borde en la
separacion de las regiones I y II, es decir:

i x (By —Bp)|s =0 (3.1)
f-(Dy—Dy)|ls =0 (3.2)
i+ (By —By)|s =0 (3.3)
Ax (Hy—H))|s=Js (3.4)

S es la interfaz entre los medios y 7 es el vector normal que se ha elegido
hacia el interior de II.

En régimen permanente sinusoidal sélo son necesarias las ecuaciones que
corresponden a las componentes tangenciales del campo, las que de cumplirse,
determinan de manera automatica las otras 2 condiciones. De este modo, si
las componentes tangenciales del campo electromagnético de la regiéon I son
medidas, es posible determinar completamente las ondas planas de la regién 11,
es decir su amplitud y direcciéon de propagacion. Considere la figura|3.2] en que
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Figura 3.1:

existen 2 medios caracterizados por permitividad y permeabilidad propias. Si la
region I es un dieléctrico lineal, homogéneo, isétropo, en él no existen pérdidas
y se esta en régimen permanente sinusoidal, se puede considerar el campo como
una (o una combinacién de) onda plana, que satisface la ecuacién de Helmholtz,
V2E; + k3E; = 0. De manera andloga, la intensidad de campo magnético, Hy
satisface esa ecuacién y ademds se cumple que k; = \/ure; es la constante de
propagacién de cada onda en el medio. Si la region II estd formada por un
medio de las mismas caracteristicas del medio I (lineal, homogéneo, isétropo,
en él no existen pérdidas y opera en régimen permanente sinusoidal), las ondas
generadas (excitadas) también deben cumplir con la ecuacién de Helmoltz. Por
lo tanto a priori, las soluciones de los campos seran ondas diferentes en cada
medio, pero que mediante las condicidnes de borde y estaran ligadas.
De este modo, se puede entender el campo electromagnético en la interfaz, que
se genera por la propagaciéon de un campo en el medio 1, como una fuente de
excitacién de ondas planas en el medio II.

3.2. Incidencia normal sobre conductores per-
fectos

3.2.1. Reflexion en la superficie de un conductor perfecto

Mediante consideraciones de energia, se puede ver que la incidencia de una
onda plana sobre la superficie de un conductor perfecto provoca la existencia de
una onda reflejada de la misma frecuencia de la que incide. Considere la figu-
ra[3:3] en que una onda plana incide perpendicular a la superficie. Se revisé que
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Figura 3.3:

un conductor perfecto siempre se encuentra en una condicién de equilibrio, por
lo que el campo eléctrico en su interior serd nulo independiente de la frecuencia
de la onda que incida. Por lo tanto se tendra un flujo de potencia en la superficie
del conductor y no existird un flujo hacia el interior del conductor. Considerando
una area cualquiera en la superficie del conductor, el flujo de potencia que entra
a la regién sera:

W1 = / Pl -ds (35)
S

en que P, es el vector de Poynting asociado a la onda incidente. Del mismo
modo, el flujo de potencia por Sy serd 0, pues esta superficie estd dentro del
conductor perfecto. De este modo, el flujo de potencia neto serd hacia el interior
de la regién limitada entre S7 y Ss. El argumento anterior implica que, a medida
que la onda propagada incide en la superficie Si, se va acumulando energia en
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el interior de la regién. Esta energia debe ser radiada de algin modo (de lo
contrario se harfa infinita). Esto se soluciona si se asume la existencia de un flujo
de potencia W’ que sale de la superficie S, que contrarreste el flujo entrante.
Esta onda reflejada se justifica plenamente a partir de las existencia de cargas y
corrientes en la superficie del conductor. La onda incidente produce estas cargas
y corrientes que varian en el tiempo de la misma forma que la onda incidente.
A su vez, estas fuentes generan campos electromagnéticos variables, que dada
la existencia de un medio conductor, sélo puede ser propagado hacia el medio
dieléctrico.

Del hecho que el campo en el conductor es nulo, las ecuaciones a se
reducen a:

nxElg=0 (3.6)
f-Dls =0 (3.7)
n-Bls =0 (3.8)
A xHlg=Jg (3.9)

Onda incidente polarizada linealmente

Los campos asociados a la onda tienen la forma general:

Ei(r) = Ege 7k (3.10)
H;(r) = s E;(r) (3.11)

El campo E; puede en principio, tener una polarizacién cualquiera, pero
se considerard el caso en que esté polarizada linealmente (recordar que una
onda plana con una polarizaciéon cualquiera puede ser descompuesta como una
combinacién lineal de ondas polarizadas linealmente en direcciones ortogonales).
El eje coordenado sera fijado de tal forma que el eje Z sea perpendicular a la
interfaz de separacién, lo que implica ki = 2. Asimismo, el eje Y se hara coincidir
con la direccion del campo eléctrico. De este modo:

E;(r) = Egie 7 (3.12)

. Eoi o

Hir = — 2 7krg (3.13)
n

La onda reflejada se supondrd propagandose en la direccion opuesta a la onda
incidente, k, = —Z2. Luego: ) o
E.(r) = Eg, /¥ (3.14)

. 1 .
H,r= —;73 x E,(r) (3.15)
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eligiendo la superficie de separacién entre los medios dieléctrico y conductor
de modo tal que coincida con el plano z = 0, y teniendo en cuenta que el
campo total en el dieléctrico es igual a la superposicién del campo incidente
y reflejado, la condicién fuerza que el campo eléctrico de la onda reflejada
tenga componente en ¢, es decir:

E'r‘ (I‘) = E07-€jkr?) (316)

Por lo tanto, para que se cumpla la condicién de contorno en la superficie

Figura 3.4:

del conductor, la amplitud y polarizaciéon de los campos eléctricos incidente y
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reflejado deben ser iguales. Ademaés se introduce un desfase de 7 en el campo
instantaneo de la onda reflejada respecto de la incidente.
Cargas y corrientes inducidas

Se debe ver que el resto de las condiciones son satisfechas con la solucién
propuesta en el punto anterior. Para ello deben obtenerse las expresiones de los
campos totales tras la reflexién. Sumando con se obtiene la expresién
para el campo eléctrico:

E(2) = Ei(e 7% — ¢7%*) = —2jEq;sen(kz)j (3.17)
La distribucién de carga inducida sale de la condicién (3.7
o= (-2) (eE)|z=0 =0 (3.18)

Con respecto al campo magnético, puede ser obtenida a partir de la rela-

cién B11}

~ Eoi .
H(z) = 2% cos(kz) (3.19)
n
De esta expresion se verifica directamente la condicién pues:
(=2) - (uH)|.=0 = 0 (3.20)

pues H no tiene componente en Z.

Por ultimo, la condicién [3.9] perimte obtener la distribucién de corriente
inducida en la superficie del conductor. Sustituyendo apropiadamente la forma
del campo magnético obtenida en [3.19|en 3.9

& (3.21)

Es decir, se induce una corriente sinusoidal cuyo vector fasor es constante y que
circula en la direcciéon del campo eléctrico de la onda incidente.

3.2.2. Ondas Estacionarias

Del analisis hecho previamente, se vio que debe existir un flujo de potencia
W' saliente de la superficie, que satisfaga W + W’ = 0 para que no se acumule
potencia de manera indefinida en la region.

Esto trae como consecuencia que en el medio dieléctrico se forme una onda
estacionaria, como resultado de la superposicién de las ondas incidente y refle-
jada. Las ondas estacionarias no se propagan en el espacio, pero presentan otras
propiedades. El campo instantaneo en el medio dieléctrico se obtiene, a partir
de la expresion [3.17| como:

E(z,t) =R [E(r)eiwt} = —2Eysen(kz)sen(wt)j (3.22)
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si se fija el origen del tiempo de modo tal que la amplitud Ey; sea un valor real.

El campo representado es una funciéon que no se desplaza en el tiempo, sino
que permanece estacionaria. Puede considerarse que el término 2Eg;sen(wt) es
una amplitud instantdnea. El campo eléctrico instantdneo, E(z,t) es entonces

de la forma:
E(z,t) = Eo(t)sen(kz)y (3.23)

E(z,1)

Figura 3.5:

Ademss existen una serie de puntos, llamados nodos, en que el campo es
nulo para todo instante de tiepo. Estos nodos se encuentran a una distancia

d=m m=0,1,... (3.24)

7T J—
k
de la interfaz del conductor. La distancia existente entre 2 nodos corresponde a
media longitud de onda. El campo magnético instantaneo es:

H(z,t) =R [H(z)ejwt} = —Q%COS(kz)COS(wt)i’ (3.25)

Se puede verificar que el vector de Poynting medio es:
P, = %m [E X H} = %m (45| Eoil (9 % &)sen(kz)cos(wt)] =0 (3.26)
lo que implica que una onda estacionaria no transporta potencia a través del

espacio, pues corresponde a la superposiciéon de 2 flujos de potencia de igual
intensidad pero direcciéon opuesta.
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3.3. Incidencia normal sobre medios dieléctricos

Dado que el segundo medio se trata de un dieléctrico no conductor, se puede
asumir la existencia de una onda transmitida. Del mismo modo, se supone una
onda reflejada.

M & . s & M. & .8

; n ds
E. —— - ds
L |

H E'L ‘"_:- W
: a0 il .
k. H i
H S 5 s S,
(a) (b)
Figura 3.6:

Si no existen pérdidas en los medios, el flujo medio de potencia que incide
en la interfaz de los medios debe ser igual al flujo medio saliente:

W+ W, =W; (3.27)

W; v W, son los flujos de potencia a través de Sy correspondientes a las ondas
incidente y reflejada, mientras que W; es el flujo de potencia en Sy ligado a la
onda transmitida. En su forma integral esta relacion es:

/ Pz : dsl +/ Pr . d51 = / P1 . d52 (328)
S1 S1 Sa

en que P, P, y P, corresponden a los vectores de Poynting incidentes,
reflejados y transmitidos, respectivamente.

El campo electromagnético existente en los medios debe ademéds satisfacer
las condiciones de contorno. Si se supone que en los medios no existen portadores
libres de carga o corrientes, las condiciones son:

it x (BEy —Eq)|s =0 (3.29)

i x (Hy —Hy)|s =0 (3.30)

Dado que no existen cargas o corrientes libres, las ondas reflejada y trans-
mitida son originadas a partir de las cargas y corrientes ligadas al medio, las
que al ser excitadas mediante un campo electromagnético variable en el tiempo
veran modificadas su posiciéon, direccién e intensidad de las corrientes. Fijando
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el eje coordenado de forma que el eje Z coincida con la direccién de propagacién
de la onda incidente, y el Y con la direccién de polarizacién del campo eléctrico,
los campos E y H nuevamente estdn dados por:

E;(r) = Bge 7F7) (3.31)
H;(r) = —T‘ie—ﬂk% (3.32)

en que 71 = /p1/er y k1 = wy/1€; son la impedancia intrinseca y la
constante de propagacién en el dieléctrico de la region I, respectivamente.

En lo que respecta a la onda reflejada, se supondra propagandose en direccién
opuesta a la onda incidente, es decir —Z, y con la misma polarizacién:

E,(r) = Eg.e’F1%j (3.33)
H;(r) = n—oeﬂk% (3.34)
1

La onda transmitida se asumira que conserva la polarizacion y se propaga en el
mismo sentido de la onda incidente, es decir:

Ei(r) = Egie 775 (3.35)
H,(r) = _the-m% (3.36)

donde 17y = \/p2/€2 ¥y ko = w\/l2€z son la impedancia intrinseca y la constante
de propagacion en el dieléctrico de la regién II.

Aplicando condiciones de contorno para el campo eléctrico en la separacion
de los 2 medios (como antes, la interfaz se encuentra en el plano Z = 0):

(Biy + Ery)l=0 = Eyylo=0 (3.37)

Sustituyendo las expresiones de los campos correspondientes, y evaluando en
z = 0, se obtiene la siguiente relacién para las amplitudes:

Eoi + Eor = Eot (3.38)

Una consecuencia de que exista onda transmitida es que se necesita una ecuacion
adicional para determinar completamente las amplitudes de las ondas reflejada
y transmitida. Para ello, se aplica la condiciéon de borde correspondentes a las
componentes tangenciales del campo magnético, es decir:

(Hzm + Hrm)|z:0 = Ht$|z:0 (339)

relacion en la que al sustituir las expresiones correspondientes a campos eléctri-

Cos: B B B
_ﬁ+ﬁ:_ﬂ (3.40)
T T 72
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Se definen los coeficientes de transmision y reflexion como:

EO’I‘
= 3.41
P = B (3.41)
Eot
T= 3.42
coeficientes que permiten expresar las ecuaciones [3.38]y [3.40] como:
l+p=r1 (3.43)
1—p= 72 (3.44)
m
Resolviendo el sistema, se obtienen las expresiones para los coeficientes:
=M (3.45)
2 +m
2
=2 (3.46)
N2 +m

Cuando los medios no son magnéticos, los coeficientes de reflexion y trans-
mision suelen expresarse en funcién de los indices de refraccion de los medios
I y II. Se define el indice de refraccién de un medio como la relacién entre las
velocidades de propagacién de la luz en el vacio y en el medio, dicho de otro

modo:
c k

n—=-—— —
v k‘o

Cuando el medio es no magnético, es decir, u, = 1, se cumple que:

n=./e (3.48)

esto permite escribir la impedancia intrinseca de un medio, 7, como:

(3.47)

Mo
n=-—

. (3.49)

Y por lo tanto, los coeficientes de reflexién y refraccién para dieléctricos no

magnéticos se reducen a:
M =12

3.50
m + n2 ( )
2
P (3.51)
M+ 12

en que ni y ng son los indices de reflexién de los medios I y II
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Capitulo 4

Guias de Onda

4.1. Ondas TE

Para las ondas transversales eléctricas, h, se comporta como una funcién
potencial a partir de la que se pueden obtener las demas componentes del campo.
e, por su parte, es 0. Se supone una dependencia espacial en z de la forma 772,

El campo h. es solucién de la ecuacién

VZh, + k*h, =0 (4.1)

Suponiendo una solucién del tipo: h, = f (2)g(y), la ecuaci(')nse convierte

en:
1d*f  1d%g  ,

P il A 2 g 4.2
ademas 2
1
2 g2 4.3
f dZCQ T ( )
Yy P2
1d°g 2
-—= =k 4.4
gdy* Y (44
y por tanto
2 _ 12 2
ki =ky+k, (4.5)
Las soluciones para ambas ecuaciones son:
f(x) = Ajcos(kyx) + Ascos(kyx) (4.6)
9(y) = Bicos(kyy) + Bacos(kyy) (4.7)

Todas las constantes pueden obtenerse a partir de la condiciones de borde
que satisface h.
Si se suponen paredes perfectamente conductoras, la componente normal de

h se anula:
n-Vih, =0 (4.8)
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Ademsds, é tangente a las paredes es 0, por lo tanto, dado que

e = —th‘ X h
se tiene que:

A xeé=—zix kxh=—z(h hk—n-kh)

|
o

Las condiciones para h, son, por lo tanto:

on,

ax:O ,enx =0,y =a
h.
9 =0 ,eny=0,x=Db
dy

—

XL =a

Figura 4.1: Geometria de la guifa de ondas

(4.11)

(4.12)

Derivando h, = f (z)g(y) respecto a x e y, y utilizando las condiciones de

borde encontradas se obtiene:
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— kyAysen(kyx) + kyAscos(kyx) =0 (4.13)

evaluando en x = 0, se obtiene que As = 0. Para obtener una solucién no
nula, se requiere que
sen(kzx) =0 parax = a (4.14)

obteniéndose los valores de k,:

kp= % n=0,1,2.. (4.15)
a
Haciendo un procedimiento andlogo para g, se encuentra que Bs = 0, por lo
que:

k, = n=012.. (4.16)

b
Usando las relaciones obtenidas, y designando A,,,, = A1 B, las soluciones
para h, seran:

h, = A,,cos (%Tx) cos (n%y) (4.17)

A, es una constante de amplitud arbitraria asociada al modo nm. El nime-
ro de onda para el modo nm se designa por k¢ pm ¥ €s:

o = () (22 s

y es claramente un valor que depende solo de las dimensiones de la guia. La
constante de propagacion para un modo nm arbitrario es

= j\/kE — kZ,m (4.20)
21\ 2 nm\ 2 mm\ 2 e
=|(5) -5 a2

Si ko < Kecnm, Bnm es real y por lo tanto la constante de propagacién es
compleja, lo que indica propagacién. Si kg > K. nm, la constante de propagacién
es real negativa, por lo que el modo decae con la distancia. La frecuencia critica
tal que separa las bandas de propagacién y no propgacion se llamada frecuencia
de corte, fcnm. Esta se encuentra haciendo ko = ke nm:

c
fe, - (4.22)
— (4.23)

271_ c,nm .

o [ (120
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donde ¢ = 3-108[m/s].
La longitud de onda de corte es:
2ab
)\c nm —
, (n2b% + m2a?2)1/2
El resto de las componentes del modo TE,,,,, o H,,, se encuentra a partir
de h. Los resultados completos son:

(4.25)

h A cos (T) cos (%) eTIPnmz (4.26)
a
hy = +j kﬁfn:n Anm%rsen (%) cos (%) eTIBnmz (4.27)
hy = £j kg“::n Anm%cos (%) sen (%) eFibBnm= (4.28)
€r = Zh,nmAnmjk/:‘éT:jnTCOS <%T) sen (%) FBnmz (4.29)
. n nm nm mT . >
ey = —zhmmAnmjé’:nsen (7) cos (T) eFiPnm (4.30)
donde %
Zh,nm = 6 0 20 (431)

Cuando el modo no se propaga, Zp, » €s imaginario puro, lo que indica que
no existe un flujo neto de energia asociado a una onda evanescente.

4.2. Ondas TM

Para los modos TM, h, es 0 y e, juega el papel de funcién potencial a partir
de la que pueden obtenerse las otras componentes del campo. El campo eléctrico
e, satisface la ecuacion de Helmoltz:

Vie, +k?e, =0 (4.32)

Imponiendo una solucién para e, de la forma e, = f(z) - g(y), y aplicando
condiciones de borde e, = 0 en x= 0, x=a, y=0. y=Db, se obtiene la solucién
para e:

mmny

e, = Anmsen (?) sen (T) (4.33)

Al igual que para las ondas TE, el numero de onda viene dado por:

b= | C5) ()] )

Y Bnm €s

B = (k2 = k2,)"* (4.35)
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