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1 NOTACION VECTORIAL.

Un vector es una cantidad que posee tanto magnitud como direccion. Un vector puede expresarse
mediante tres componentes escalares segun una terna de referencia convenientemente elegida. Los
sistemas de coordenadas mas comunes son el cartesiano, esférico y cilindrico.

En el sistema de coordenadas cartesianas (fig. A.1) un vector queda representado por:

Z
OP =zi 4+ yj + 2k
T P(I! y’ Z)
k /
0 3 y
T
Figura A.1
donde i, j, k son vectores unitarios en las direcciones 0,,0,,0, respectivamente.

1.1 Producto Escalar (o producto punto) de dos vectores.

El producto escalar de U y V se escribe U -V ; es un escalar igual al producto de las amplitudes

de los dos vectores y el coseno del angulo entre ellos. En términos de sus componentes, U -V est&
dado por:

UV = U,i+U,j+UK)e(V,i+V,]+V,k)

UV =UV,+UV, +UV,

ya que
0

i-j=]jok=Koi

P72 7o]=Kok=1

Si U -V =0, los dos vectores deben ser perpendiculares.

1.2 Producto vectorial (o0 producto cruz) de dos vectores.

El producto vectorial de Uy V se escribe UxV ; es un vector cuya amplitud es igual al producto
de las amplitudes de los dos vectores y el seno del angulo entre ellos, y cuya direccion es normal al
plano que contienena Uy V . La normal positiva esta dada por la regla del tirabuzén o de la mano
derecha, partiendo el movimiento de rotacion del tirabuzon desde el primer vector del producto
hacia el segundo (ver figura A.2).
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Figura A.2

En términos de los componentes vectoriales, UxV esta dado por:
UXV = (U, +U, J+U, KXV, +V, ] +V,K)

UxV = (U,V, ~U,V,)i + (U, V, ~U,V,) ]+ UV, U V,)k

1.3 Divergencia de un Vector

Consideremos un punto rodeado de un pequefio volumen V. La componente de U normal a un
elemento de la superficie S multiplicado por el area e integrado sobre la superficie, es el flujo

normal (saliente) del vector U . La razén entre este flujo y el volumen, a medida que el volumen
tiende a cero, se denomina la divergencia de U y se escribe V -U .

Por lo tanto, V-U es una cantidad escalar; es la medida del flujo saliente total de un vector por
unidad de volumen

v-U =|im(1§50.ﬁds)

v—>0 '\

En la fig. A.3, el exceso de flujo saliente sobre el flujo entrante en el plano yz es

U, + v, oX)oyor —U,dyor = 6;* Xy oL

OX X

Considerando las otras contribuciones, se llega a que:
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Figura A.3

Teorema de la divergencia o de Gauss

La integral de la divergencia de un vector sobre un volumen v es igual a la integral de superficie de
la componente normal del vector sobre la superficie que limitaa v.

LV-Udv:jSSU-ﬁds

Para demostrar este teorema, subdividimos el volumen en un gran nimero de pequefios elementos.
Si el elemento i tiene un volumen Av, y esta limitado por una superficie S, tenemos:

Z{) U-ﬁds:iﬁU-ﬁds
= Js, S
donde en cada integral del primer miembro la normal esta dirigida hacia afuera del volumen Av, .

Como cada superficie comdn interior entre los volumenes diferenciales tiene el flujo saliendo de un
volumen y entrando exactamente al volumen adyacente, la contribucion neta al flujo para la
integral de superficie es cero para todas las superficies interiores. Contribuciones al flujo, diferentes
de cero, se obtienen Unicamente para aquellas superficies que limitan la superficie exterior S de v.
El teorema de la divergencia se obtiene haciendo que el numero de elementos tienda a infinito de

modo que Av, — 0. En estas condiciones:

Sﬁsﬁ-ﬁds: lim > Ai\/iifsiﬂ-ﬁds Av,

AVi -0 i

y en el limite la sumatoria se transforma en integral de volumen sobre v y la razén entre la integral
sobre S,y Av, correspondea V-U .

fﬁSU-ﬁds _ _[VV-Udv



1.4 Rotacional de un vector.

El rotacional de un vector U se define en términos de una integral de linea alrededor de un camino
infinitesimal, dividida por el area encerrada por el camino. El rotacional de un vector y la

componente en cualquier direccion esta dada por la integral de linea de U por unidad de area, para
un area elemental normal a la direccidn escogida; la normal positiva esta determinada por la regla
del tirabuzon.

Consideremos un area elemental como la indicada en la Fig. A.4, con dimensiones 9,4 . Rotando
alrededor de esta area segun los punteros del reloj, al mirar en direccion O, tenemos:

- ouU ouU
(WxU), =~ U+ U, + ey U, + ey U, = M T
dyor oy oz oy oz
Calculando (VxL])y y (VxU), en forma analoga, obtenemos:
- oU, . .~ ouU ~
quz(auz_ y)i+(aux_auz)j+( y_ﬁux)k
oy 0z 0z OX OX oy
ik
vxij=|2 2 2
oxX oy o0z
U, u, U,
[
4
§U,
Uy + sz'&z ”“-'E y
/ | U+
U, 1,
P

Figura A.4



Teorema de Stokes.

La integral del rotacional de un vector U sobre una superficie arbitraria S limitada por un
contorno C es igual a la integral de linea del vector U sobre ese contorno.

§CU dl = LVXU - fids

La direccion positiva de A (normal a un elemento de superficie) esta relacionada con el sentido
positivo de recorrido del contorno C de acuerdo con la regla del tirabuzon.
El teorema se demuestra dividiendo la superficie S en un gran nimero de elementos diferenciales

de area dS, . Para cada elemento de area determinamos la integral {)U -dI" siguiendo el contorno en

el sentido correspondiente al sentido positivo de n. Si ahora se suman todas las integrales, las
contribuciones provenientes del borde comun de dos elementos cualesquiera se cancelan
exactamente, quedando solo la integral de linea sobre el contorno original C. Por lo tanto:

fU-di=f U-dl+§U-di+...
= (VxU)-dS, + (VxU)-dS, +....

= LVXU -ds

1.5 Gradiente de una funcién escalar

El gradiente de una funcion escalar ¢ es un vector cuya magnitud es la maxima derivada direccional
en el punto considerado y cuya direccion es aquella de la maxima derivada direccional en ese
punto.

En coordenadas cartesianas, el gradiente esta dado por:

v¢:%‘+%1+2—¢|2
z

OX oy
El operador gradiente esta definido por:

V:if+ij+glz
ox oy 0z

y tiene propiedades anélogas a las de un vector ordinario. Se denomina también operador nabla.



1.6 Laplaciano de un escalar

2 2 2
v2¢=v-v¢=a ‘f+a ‘f+a‘f
ox:- oy° oz

1.7 Laplaciano de un vector

VZA=V2AJ+V2A J+V?AK

1.8 Identidades vectoriales

V(g+y)=Vo+Vy

V-(A+B)=V-A+V-B

VX(A+ B) = VxA+ VXxB

V(gy)=dVy +yVe

V-WA) =A-Vy+yV-A
VX(gA) = V@xA + gVXA

VX(AXB) = AV-B-BV-A+(B-V)A-(A-V)B
V-Vg=V?¢

V-VXxA=0

VXVXA =V(V-A)-V2A

V(A-B)=(A-V)B +(B-V)A+ AX(VXB) + Bx(VxA)
A-BxC =B-CxA=C-AxB
Ax(BxC) = B(A-C)-C(A-B)

VxV¢ =0

V-(AxB) = B-VxA— A-VxB



2 SISTEMAS DE COORDENADAS ORTOGONALES

2.1 Coordenadas curvilineas ortogonales (u,,u,,u,)

Teniendo como base las coordenadas cartesianas o rectangulares, cualquier nuevo sistema de
coordenadas u,,u,,u, puede ser definido en el espacio mediante la transformacion:

X= f(ulvuz’us)

y=9(u;,u,,uy)
z =h(u;,u,,uy)

Asumiremos que las funciones f,g,h estan definidas y tienen derivadas parciales de primer orden
continuas en un dominio D’ del espacio u,u,u, y que las ecuaciones anteriores tienen como unica
solucion para u,,u, y u, las ecuaciones:

u, =F(x,y,2)
u, =G(x,v,2)
u; =H(x,y,2)

Las funciones inversas F,G,H estaran definidas en un dominio D del espacio xyz y denotaremos
a u,,u, y u, coordenadas curvilineas en D . Se considerara ademas que el Jacobiano

_a(x,y,2)
~ 0(uy,U,,U,)

es positivoynonuloen D'.

Un punto P, puede especificarse por las coordenadas cartesianas (X, Y, z) y por las coordenadas
curvilineas (u,,u,,u;).

Fo=Xi + )+ 2K = f (U, Uy, Ui+ 9(Uy, Uy, Ug) 4+ h(uy, Uy, U)K

dr = qu, + - du, +-qu,
ou, au, ou,

or A o N

El vector o es tangente a la coordenada u, en P . Si u, es el vector unitario en la direccion de
ui

or

— en P, entonces:

ou;



o

ou.

O _hd, donde h =
U;

con lo cual:
dr = h,du,d, + h,du,U, + h,du,u,

h,,h,,h, se denominan Factores de Escala.

z.ll

Figura A.5

Si 4,,0,,U, son ortogonales en todo punto P, las coordenadas curvilineas son ortogonales. En este
caso, se tiene que:
dl =h,du,d; + h,du,u, + h,du,d,

dsS, = h;h,du;du;u,
dV = h,h,h,du,du,du,

Ademas, si ¢ es una funcién escalar y A una funcién vectorial de las coordenadas curvilineas
ortogonales u,,u,,u,:

vg-1005 15 100,
h, ou, h, ou, h, du,
~ 1 0 0 0
V-A= —(h,h,A))+—(,h;A))+—(h h
| 2 (e A+ - (sA) + (A



hlul h2u2 h3u3
VXA = 1 |0 0 0
hh,h, |ou,  au, ou,
hA - hA,  hA
2 1 h,h, 0 h,h, 0 0
V ¢ ( 23 ¢) ¢ ) ( 1 2 ¢)
hh,h, | ou, ~ h ou, h ou, h, ou,

conocidas f,g,h los factores de escala se pueden obtener a partir de:

2
or

ou,

of |, a9\, oh , ]
=(— — —_— i1=123
(6ui) +(8u) +(8u) I

h? =

ya que u,,u,,u, son coordenadas curvilineas ortogonales.
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2.2 Coordenadas Rectangulares (x,Y,z)

a) Ecuaciones de transformacion.

u, = X ; —00 < X < 400
u,=y ; —00 < Y < +00
U, =2 ; —00< Z <+

b) Factores de Escala:

h,=1h =1h, =1

X y z

c) Elementos Diferenciales:

dl = dxX + dyy + dz?
dS = dydzX + dxdz§ + dxdy?

dV = dxdydz

d) Superficies Coordenadas:

e) Ecuaciones Importantes:

- oE
vxE=| & Ty lg
oy 0z

Vg

y=const

/\/»\/7)[%\

z=const x=const

Figura A.6
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2.3 Coordenadas Cilindricas Circulares (r,y,z).

a) Ecuaciones de Transformacion.

u,=r ;o 0<r<+ow
u, =y v 0wy <2r
U; =2 ; —00 < X <40

Xx=rcos(y) r=4x>+y?
y=rsen(y) = tg‘l(l)
X

1=1

b) Factores de Escala:

h

c) Elementos Diferenciales:

dl = drf + rdyy + rdrd y2

-

dS = rdydzf + drdzy + rdrd yZ Figura A.7
dV = rdrdydz
d) Superficies Coordenadas:
r, = cte X2 +yi=rf
W, = Cte y = xtg(y,)
z, =cte plano paralelo al plano xy

e) Ecuaciones Importantes:

_%f+£%y}+%f

Vo=
¢ or r oy 0z
- 1|0 0 0
V-E=—|—(rE,)+—(E,)+—(rE
r[ar( D5, B+ »}
V><|§:i " (I’EW)—i

(=2
_1{

_11o0,99, 0o
r

Vz
¢ or or oy
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2.4 Coordenadas Cilindricas Elipticas ( 77,,2).

a) Ecuaciones de transformacion.

u,=n@g ; 0<n <+
U, =y , O<y<2r
U, =12 D —00< Z< 400 y
x = acosh(n)cos(y)
y = asenh(n) sen(w) 2= oqnst = y=const
\ " P
z=1
b) Factores de Escala:
hZ = l y=7 =0 v 1&70
h, =ay/senh? () =h : =
, = aysenh”(n7) +sen”(y) =h,
c) Elementos Diferenciales: e
dl =h, (dn7 +dyy) + dzz s N ysen
dS, =h, dydzy
dS, =h, dndzy Figura A.8
dS, =h,h, dndyz
dV =a’(senh®(n7) +sen®())dnd wdz
d) Superficies Coordenadas:
2 2
X y - -
n, = cte —— | 4| ———— | =1 cilindros elipticos
acosh(zn,) asenh(r,)
2 2
X y - . .
w, =Cte ——— | -| ————| =1 cilindros hiperbolicos
acos(y,) ) | asen(y,)
Z =cte plano paralelo a xy
e) Ecuaciones Importantes
V- 1 [@m%ﬁ}%
aysenh?(n) +sen?(y) LOn = O oz

13



2.5 Coordenadas Bicilindricas (7,6, 2).

a) Ecuaciones de transformacion.

u =m€ ;. —o<n <+
u, =60 , —m<0=nrx
U, =12 ;  —0<Z< 400

x = asenh(z)(cosh(n) — cos(8)) ™
y = asen(@)(cosh(r) — cos(@)) "
71=1

b) Factores de Escala

1

h, =h, = a(cosh(r7) - cos(9)) ™
hZ

c) Elementos Diferenciales

dl =h, (dn7n+dog) +dzz

ds, = h,dédzs
dS, = h,drdzo
ds, = h,h,dndéz Figura A.9

dV = a’(cosh(r) — cos(8)) *dnd &z

d) Superficies Coordenadas

1, = Cte (x—acoth(r,))* + y*> = a” cosech(z,)
r = alcosech(n,)| o = acoth(z,)
a=+vo’-r?

6, = cte x* +(y—acot(d,))’ = a’ cosec*(6,)
r' = alcosec(6, ) o' =acot(d,)
a= rrZ —60’2

z=cte plano paralelo a xy

14



2.6 Coordenadas Esféricas (r,0,y)

a) Ecuaciones de Transformacion j‘;
u, =r 7 0<r<+ow
u, =60 ; 0<f0<r

U, =y ; O0Lw<2rx

x=rsen(d)cos(y) r=+x"+y>+1z°
[y 2 2
y =rsen(@)sen(y) O=tg l[u}

z

z =rsen(d) W= tg’l(%)
b) Factores de Escala

h, =1

h,=r

h, = rsen(0)

c) Elementos Diferenciales

dl’ = drf + rd6d + rsen(0)d yyr

dS = r2sen(0)d@d yf + rsen(0)drd @ + rdrd Oy
dV =r?sen(@)déd ydr

Figura A.10

d) Superficies Coordenadas

r, = cte X*+yi+z2?=rf
6, = cte 2* =cotg’(6,)(x* +vy?)

y, =Cte y = (t9(o))X
e) Ecuaciones Importantes

vp-08p, 1%, L 06,
or r oo rsen(d) oy

—~ 1
V-A= Tn(&)[_(r sen(e)Ar)+—(rsen(9)A )+—(rAW)}

~ 1
VxA= Tn(@)K (rsen(H)AW)——(rA )jr—( j
+(5(rAe>—£(Ar)jrsen<e)nﬁ}

) 1 [o o4 04 1 o4
Vg = Tn(@){@r( sen(0) r)+—(sen(t9) —)+ 5!//( ﬂ

sen(d) oy

15




2.7 Coordenadas Esferoidales Alargadas (7,0, )

1. Ecuaciones de Transformacién

u,=n@g 0<np <+
u,=40 0<@<rx
U, =y O<w<2r

x = asenh(r)sen(8) cos(y)
y = asenh(n)sen(d)sen(y)
z

= acosh(n) cos(8)

2. Factores de Escala

h, =h, = a\/senhz(n) +sen?(6)

h, = asenh(z)sen(6)

3. Elementos Diferenciales

dl' =ay/sen’(y) + sen’() (dn7 +d6d)

+asenh(n)sen(8)d yy
ds, =h,h, dédyn
dS, =h,h,dndyd

dS, =a’(senh’ () +sen’(8))dnd Oy

dV = a’(senh?(n7) +sen®(#))senh(r) sen(8)d nd &y

4, Superficies Coordenadas

n, = cte
g, =cte
v, = Cte

5. Ecuaciones Importantes

1

X2

z1p=1r/2

Figura A.11

XZ

+ +
a’senh®(n,) a’senh®(n,) a®cosh’(y,)

X2

2

y

ZZ

— + =
a’sen®(9) a’sen®(0) a’cos’(0)

y = (tg(w,))X

Ve

) a\/senhz(n) +sen?(6) [

od -
% ;
on

o¢

00

é}
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2.8 Coordenadas Esferoidales Achatadas (7,60,y)

1. Ecuaciones de Transformacién

u,=n@g 0<np <+

u,=40 0<f0<nrx g=const
U, =y O<w<2r

x = acosh(zn)sen(d) cos(y)

y = acosh(r7) sen(8) sen(y)

z = asenh(n) cos(0)

2. Factores de Escala

h, =h, = a\/cosh2 (n) —sen’(6)
h, =acosh(z)sen(0)

3 Elementos Diferenciales

7

dl' = ay/cosh? () — sen*(8) (dn7) + d6A)

+acosh(n)sen(0)d yy

. Y=const

ds, =h,h, dady7 Figura A.12

dS, =h,h,didyd
dS, =a’(cosh?(;7) —sen?(8))y
dV = a*(cosh®(n) —sen’(#))cosh(r)sen(6)d nd &d v

4. Superficies Coordenadas

2 2

X y z°
= cte + + =
o a’cosh?(n,) aZcosh?(n,) a’senh?(y,)
2 2 2
g, = cte X T— :

aZsen?(d) aZsen’(d) a’cos’(d) -
y, = Cte y = (tg(y,))x

5. Ecuaciones Importantes

V= ! [%ﬁ+%é}+ v o¢
a\/cosh?(n) —sen?(9) Lon 00 acosh(r)sen(d) oy

17



3 Soluciones a la Ecuacion de Laplace en Sistema de Coordenadas Ortogonales

3.1 Método General de Solucién

La ecuacién de Laplace en coordenadas curvilineas ortogonales tiene la siguiente expresion:

Vid

_ 1 10 (mh38®)+ d (mhsa®)+ d (mhzam)
hh,h,{ou, " h, ou” ou, h, ou,” ou; h; du,

En el método de separacion de variables, se supone que las funciones soluciones tendran la forma:

(D(ul’uzius) = f(ul)g(uz)h(us)
Y por consiguiente:
o ,h,h, of 0 (h1h3 ag) 0 (hlhz oh
ou,  h ou, +8u2 h, ou, +6u3 h, ou,

f g h

)
=0

: . hh; : : :
Si los términos |'1 L son funciones sdlo de u, entonces necesariamente los términos
k

0 (mhja®k)
ou, h, ou,
q)k

deberan ser iguales a una constante para que pueda cumplirse la igualdad a cero para todo
(U Uy, Uy).

Esta situacion se puede producir en aquellos sistemas coordenados en los cuales h;,h;,h, son
constantes o bien existe algun par de factores de escala iguales (h; = h;).

3.2 Solucion en Coordenadas Rectangulares (x,y,z)

y¢+y@ 0°'D

ox* oy’ T 0
a) Para @ independiente de z
Sea d(x,y) = X(x)Y(y) entonces:
2 2
d)z(—aX=0 dZJraY:O
dx dy

Soluciones:

18



Sia=p> , X(X)=Ae™ +Be™
, Y(y) = A’sen py + B'cos py

sia=-p> , X(x)=Asen px+ Bcos px
LY (y)=A%e” +Be ™

sia=0 , X(X)=Ax+B
, Y(y)=Ay+B'

b) Para @ independientede zey

d’d

™ =0 : d(x) = Ax+B

3.3 Solucion en Coordenadas Cilindricas Circulares (r,y,z)

o' 100 1 0°@ 0@

+to—t + =0
or> ror r*oy* o1°
a) Para @ independiente de z
Sea O(r,i) = R(r)T () entonces:
2 2
d ?ﬁd—R—% =0 dT2+aT=O
dre rdr r dy

Soluciones:
Sia=p> ,R(r)=Ar°+Br°
, T(w)=A"sen py +B'cos py

sia=0 , R(r)=Alnr+B
,Ty)=Ay+B

b) Para @ independiente de v

Sea ®(r,z) = R(r)Z(z) entonces:
d’R 1dR dfmz:o
dr2 rdr dz

Soluciones:
Sia=q° , R(r) = AJ, (igr) + BY, (igr)
, Z(z) = A'senqz + B'cosqz

19



sia=-q°> , R(r)=AJ,(qr)+BY,(qr)
, Z(z)= ANe¥ +B'e™™

sia=0 , R(r)=Alnr+B
, Z(z)=A'z+B’

c) Para @ independiente de zy der

=0 d(y)=Ay+B

d) Para @ independientede zy

d’®d 1dod
_I_
dr2 ' r dr

=0 O(r)=ALnr +B

e) Relaciones importantes
J, es lafuncion de Bessel de orden cero e Y, es la funcion de Bessel de segundo tipo y orden cero.

La funcion de Bessel de orden n es:

e (D) ()™
3, (0= gkm+w

La funcion de Bessel de segundo tipo y orden n es:

ELELC U
Y, (x) =3, (x)Lnx (2} 5.

( 1)k(§)2k+n {
2« k!

T G(k) +G(n+k)}

i M8

k
con G(k) = Zi G(0)=0
m1 M
Para n = 0 las expresiones anteriores se reducen a:

30 -3

(1)k+l 2k K 1

Y (x) = L S
o (X) = J, ()Lnx + > IR Y

Las funciones de Bessel pueden ser aproximadas como:

20



300 ~ |2 cos(x—2"FL
7X 4

Y, (X) = /% sen(x — 2n4+1 )

Propiedades de estas funciones:
Sea F una funcién de Bessel de rimer o segundo tipo. Sea p el orden de esta funcion.

)] Recurrencia
2
F, 4 (ax) + F, . (ax) = a—s F, (ax)

2 d
Fpa (@) + Fy (@) == {F, (@)}
i) Diferenciacion

d

__P
&{Fp(ax)}_ " F,(ax) +aF,, (ax)

;I_Zz{Fp (ax)}= [ p(p-1) _ az}Fp (ax) +2 Fo..(ax)
X X

X2

iii) Integracion
p+1

Ix PR, (ax)dx = X F,..(ax)
a

1-p

le‘p F, (ax)dx = —X—Fp_l(ax)
a

iv) Ortogonalidad
Las funciones de Bessel son ortogonales en el intervalo (a, b) con respecto a la funcion de

peso X

b
ijp (@, ¥)F,(a,x)dx=0 param#n

donde la condicidn de borde es de la forma

k,F,(a,x)+k,F (a,x)=0 en x=a y x=b

Una funcion f(x) puede ser expandida en el intervalo (a,b) en términos de una serie de
funciones de Bessel:
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donde

(= X AuF, (3,

A, = Nim_z'xf ()F, (a,x)dx

y

N, = ijpz (a, x)dx

v) Funciones de Bessel de primer y segundo tipo de orden cero, uno y fraccionario
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Figura A.13

0.6

e
/ / 3
04 >

.
i \
02 /| AY

I

Figura A.14

22



3.4 Solucién en Coordenadas Cilindricas Elipticas (77, ¥, Z)

R ONGR () 0D

o +W+a2(senh2n+sen2y/) pot =0
a) Para @ independiente de z
Sea ©(n,v) =U (n)V (w) entonces:
(;;Li -aU =0 j;vz+aV:0

Soluciones:
Sia=p> ,U(y)=Ae” +Be ™™
, V()= A"sen pw +B'cos py

b) Para @ independientede zy

2
dCIZ):O , ®d(n)=An+B
dz
c) Para @ independientedezy n
d’d
> =0 : d(y)=Ay+B
dy

3.5 Solucion en Coordenadas Bicilindricas (7,6,2)

2 2 2
0 (I;Jra qj+a2(coshzn+cosze)a g) =0
ol on 0z
a) Para @ independiente de z
Sea @(77,0) = G(n)L(8) entonces:
2 2
dl;—aL=0 dcz;+aG=O
do dn

Soluciones:

Sia=p> ,LO)=~Ae" +Be ™™
, G(n)=A’sen pn+B'cos pn
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b) Para @ independientedezy 6

=0 , ®(n)=An+B

c) Para @ independientedezy n
d’o
de?

=0 ,Dd@O)=A0+B

3.6 Solucion en Coordenadas Esféricas (r,6,¢)

°®d 20d 1 0*®d cotd od 1 o*d
BRI sy S M S 2 2
or ror r°o6 r o6 r°sen“0 og¢

a) Para @ independiente de ¢

Sea @(r,0) = R(r)T(8) entonces:

2 2
d 5+gd_R_ﬁ2R:0 d-2+cot¢9d—T+a6’:O
dr rdr r do déo
Soluciones:
Si = p(p+1) , R(r)=Ar? +Br "
, T(8) = A'P,(cos ) + B'Q, (cos0)
b) Para @ independiente de r
Sea ®(0,¢) =T (0)¥(¢) entonces:
2 2
LI LU Y S e P
déo dé sen<d de¢

Soluciones:
Sia=0q° , T(0) = AP, (cos &) + BQ, (cos &)
, W(¢) = A'senq¢ + B'cosqe

c) Para @ independientede 8 y ¢

2
a0 2d0_, ®(0) = Ar +B
dr r dr
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d) Para @ independientedery ¢

2
d ? +cot9d£ =0 D) = ALn(cotg) +B
dée do 2

e) Relaciones importantes
Py'yQq son funciones de Legendre y P,y Q,son las funciones ordinarias de Legendre.

A continuacion se presentan sus expresiones.

X2

P"(x) =1—E{|(l +1)-m?}+ XT:{I(I + 1[I +1) - 2m? —14]+ m* + 20m? + 24} {..

2 4

Q" (x) = x{l—%{l(l +1)-m? —2}+ %{I(I + D10 +1) —2m? —14]+ m* + 20m? + 24} .

1=123,...
m=-l,...,0,...,1

Las funciones ordinarias o polinomios de Legendre son:

P = s (1)

P, (x) =1 Q, (X) = LIn(: X <1
P =X Q00 =xQ,(0 -1

P00 =43¢ -1 Q. = P, (90, (9 - X

Ortogonalidad:

J.jl Pm (X)Pn (X)dX :{ (2) m=n

2n+l

m=n

Esta relacion permite expresar una funcion f(x) en el intervalo (-1,1) mediante el desarrollo en
serie en términos de funciones de Legendre.

00 = 2 AP ()

25



donde A = 2’“2” [, £ 0P, (x)ax

Los polinomios de Legendre son:

1.0 T
F, (u)r
1
0.8 A
‘l \% (1) /ﬁl’
0.6 J— I
i Py () ] /f
_ / i
04 \ T . £ ) ,‘f;!
‘ ; , PN /
02 \P4 (#\‘/ ) \\/ ,/ /
’ 4‘ 7 / N / j—
\\ / / \ \ Py ()
0 , 1/
\ N /
y R / /P, ()
—0.2 i\ \\ / / M (#
! \ \ /
/ \\ / \\ NV /
—0.4 7 = ~ /\ —
B W ] I
-06 /i
|
(’ Py (1)
—08
!
!
-10
0.2 )] 0z 04 06 08 10

a) Polinomios de Legendre de primer tipo
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b) Polinomios de Legendre de segundo tipo

Figura A.15
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3.7 Solucién en Coordenadas Esferoidales Alargadas (77,6, )

a) Para @ independiente de 6 y v
2
d qz) + coth ndi) =0
7 dn

®(;7) = ALn(coth g) +B= A’Ln(tanhg) +B'

b) Para @ independientede n y v

() = ALn(cotg) +B= A’Ln(tang) + B’

c) Relaciones de interés
do(m) A

dn senhn

3.8 Solucion en Coordenadas Esferoidales Achatadas (7,6, )

a) Para @ independiente de 0 y v

2
d q2)+tanh77d£:0

dn

®(n7) = Atan'(senhn) + B = A’cot ' (senhn) + B’

b) Para @ independientede n y v

() = ALn(cotg) +B= A’Ln(tang) + B’

c) Relaciones de interés
do@) A
do sen @
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