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1   NOTACION VECTORIAL. 
 
Un vector es una cantidad que posee tanto magnitud como dirección. Un vector puede expresarse 
mediante tres componentes escalares según una terna de referencia convenientemente elegida. Los 
sistemas de coordenadas más comunes son el cartesiano, esférico y cilíndrico. 
En el sistema de coordenadas cartesianas (fig. A.1) un vector queda representado por: 
 

 
donde kji ˆ,ˆ,ˆ  son vectores unitarios en las direcciones zyx OOO ,,  respectivamente. 

1.1 Producto Escalar (o producto punto) de dos vectores. 
 
El producto escalar de U


 y V


 se escribe VU


⋅ ; es un escalar igual al producto de las amplitudes 

de los dos vectores y el coseno del ángulo entre ellos. En términos de sus componentes, VU


⋅  está 
dado por: 
 
 VU


⋅   = )ˆˆˆ()ˆˆˆ( kVjViVkUjUiU zyxzyx ++++   

  VU


⋅  = zzyyxx VUVUVU ++  
 
ya que  
  0ˆˆˆˆˆˆ ===⋅ ikkjji   
 

  1ˆˆˆˆˆˆ ===⋅ kkjjii   
 

Si 0=⋅VU


, los dos vectores deben ser perpendiculares. 
 

1.2 Producto vectorial (o producto cruz) de dos vectores. 
 
El producto vectorial de U


y V


 se escribe VxU


 ; es un vector cuya amplitud es igual al producto 
de las amplitudes de los dos vectores y el seno del ángulo entre ellos, y cuya dirección es normal al 
plano que contienen a U


y V


. La normal positiva está dada por la regla del tirabuzón o de la mano 
derecha, partiendo el movimiento de rotación del tirabuzón desde el primer vector del producto 
hacia el segundo (ver figura A.2). 
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En términos de los componentes vectoriales, VxU


 está dado por: 
 

)ˆˆˆ()ˆˆˆ( kVjViVxkUjUiUVxU zyxzyx ++++=


 
 
  kVUVUjVUVUiVUVUVxU xyyxzxxzyzzy

ˆ)(ˆ)(ˆ)( −+−+−=


 
   

                              | î ĵ k    | 
VxU


 =    | Ux Uy Uz  | 
                              | Vx Vy Vz  | 

 

1.3 Divergencia de un Vector 
 
Consideremos un punto rodeado de un pequeño volumen V. La componente de U


 normal a un 

elemento de la superficie S  multiplicado por el área e integrado sobre la superficie, es el flujo 
normal (saliente) del vector U


. La razón entre este flujo y el volumen, a medida que el volumen 

tiende a cero, se denomina la divergencia de U


 y se escribe U


⋅∇ . 
Por lo tanto, U


⋅∇  es una cantidad escalar; es la medida del flujo saliente total de un vector por 

unidad de volumen 
 

)ˆ1(
0 ∫ ⋅=⋅∇

→ Sv
dsnU

v
limU


 

 
En la fig. A.3, el exceso de flujo saliente sobre el flujo entrante en el plano yz es 
 

  zyx
x

U
zyUzyx

x
U

U x
x

x
x δδδδδδδδ

∂
∂

=−
∂
∂

+ )(  

 
Considerando las otras contribuciones, se llega a que: 



 4 

 

z
U

y
U

x
U

U zyx

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=⋅∇


 

 

 
 

 
Teorema de la divergencia o de Gauss 

La integral de la divergencia de un vector sobre un volumen v  es igual a la integral de superficie de 
la componente normal del vector sobre la superficie que limita a v . 
 

      ∫ ∫ ⋅=⋅∇
v S

dsnUdvU ˆ


 

 
Para demostrar este teorema, subdividimos el volumen  en un gran número de pequeños elementos. 
Si el elemento i tiene un volumen iv∆  y está limitado por una superficie iS , tenemos: 
 

      ∑∫ ∫ ⋅=⋅
i

S Si

dsnUdsnU ˆˆ


 

donde en cada integral del primer miembro la normal está dirigida hacia afuera del volumen iv∆ . 
Como cada superficie común interior entre los volúmenes diferenciales tiene el flujo saliendo de un 
volumen y entrando exactamente al volumen adyacente, la contribución neta al flujo para la 
integral de superficie es cero para todas las superficies interiores. Contribuciones al flujo, diferentes 
de cero, se obtienen únicamente para aquellas superficies que limitan la superficie exterior S  de v .  
El teorema de la divergencia se obtiene haciendo que el número de elementos tienda a infinito de 
modo que 0→∆ iv .  En estas condiciones: 

    i
i

S
i

S v
vdsnU

v
limdsnU

ii

∆








⋅
∆

=⋅ ∑ ∫∫ →∆
ˆ1ˆ

0


 

 
y en el límite la sumatoria se transforma en integral de volumen sobre v  y la razón entre la integral 
sobre iS y iv∆  corresponde a U


⋅∇ . 

 

   ∴ ∫ ∫ ⋅∇=⋅
S v

dvUdsnU


ˆ  

 



 5 

1.4 Rotacional de un vector. 
 
El rotacional de un vector U


 se define en términos de una integral de línea alrededor de un camino 

infinitesimal, dividida por el área encerrada por el camino. El rotacional de un vector y la 
componente en cualquier dirección está dada por la integral de línea de U


 por unidad de área, para 

un área elemental normal a la dirección escogida; la normal positiva esta determinada por la regla 
del tirabuzón. 
Consideremos un área elemental como la indicada en la Fig. A.4, con dimensiones zy δδ , . Rotando 
alrededor de esta área según los punteros del reloj, al mirar en dirección xO  tenemos: 
 

 







∂

∂
−

∂
∂

=








−
∂

∂
+−

∂
∂

++=∇
z

U
y

UzUz
z

U
Uy

y
UUyU

zy
Ux yz

z
y

y
z

zyx δδδδ
δδ

)()(1)(


 

  
Calculando yUx )(


∇  y zUx )(


∇  en forma análoga, obtenemos: 

 

 k
y

U
x

U
j

x
U

z
U

i
z

U
y

UUx xyzxyz ˆ)(ˆ)(ˆ)(
∂
∂

−
∂

∂
+

∂
∂

−
∂
∂

+
∂

∂
−

∂
∂

=∇


 

 

zyx UUU

zyx

kji

Ux
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇

ˆˆˆ


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Teorema de Stokes. 

La integral del rotacional de un vector U


 sobre una superficie arbitraria S  limitada por un 
contorno C  es igual a la integral de línea del vector U


 sobre ese contorno. 

 

   ∫∫ ⋅∇=⋅
SC

dsnUxldU ˆ


 

 
 
La dirección positiva de n̂  (normal a un elemento de superficie) esta relacionada con el sentido 
positivo de recorrido del contorno C  de acuerdo con la regla del tirabuzón. 
El teorema se demuestra dividiendo la superficie S  en un gran número de elementos diferenciales 
de área idS . Para cada elemento de área determinamos la integral ∫ ⋅ ldU


 siguiendo el contorno en 

el sentido correspondiente al sentido positivo de n̂ . Si ahora se suman todas las integrales, las 
contribuciones provenientes del borde común de dos elementos cualesquiera se cancelan 
exactamente, quedando sólo la integral de línea sobre el contorno original C .  Por lo tanto: 
 
 

   ∫ ∫ ∫ +⋅+⋅=⋅
C dS dS

ldUldUldU
1 2

....


 

     ....)()( 21 +⋅∇+⋅∇= SdUxSdUx


 
 

     ∫ ⋅∇=
S

sdUx 
 

 

1.5 Gradiente de una función escalar 
 
El gradiente de una función escalar φ es un vector cuya magnitud es la máxima derivada direccional 
en el punto considerado y cuya dirección es aquella de la máxima derivada direccional en ese 
punto.  
 
En coordenadas cartesianas, el gradiente está dado por: 
 

   k
z

j
y

i
x

ˆˆˆ
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
φφφφ  

 
El operador gradiente está definido por: 
 

   k
z

j
y

i
x

ˆˆˆ
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇  

 
y tiene propiedades análogas a las de un vector ordinario. Se denomina también operador nabla. 
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1.6 Laplaciano de un escalar 
 

   2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇⋅∇=∇
φφφφφ  

 

1.7 Laplaciano de un vector 
 

   kAjAiAA zyx
ˆˆˆ 2222 ∇+∇+∇=∇


 

 

1.8 Identidades vectoriales 
 
 ψφψφ ∇+∇=+∇ )(  

 BABA


⋅∇+⋅∇=+⋅∇ )(  

 BxAxBAx


∇+∇=+∇ )(  
 φψψφφψ ∇+∇=∇ )(  

 AAA


⋅∇+∇⋅=⋅∇ ψψψ )(  

 AxAxAx


∇+∇=∇ φφφ )(  

 BAABABBABxAx


)()()( ∇⋅−∇⋅+⋅∇−⋅∇=∇  

 φφ 2∇=∇⋅∇  

 0=∇⋅∇ Ax


 

 AAAxx


2)( ∇−⋅∇∇=∇∇  

 )()()()()( AxxBBxxAABBABA


∇+∇+∇⋅+∇⋅=⋅∇  

 BxACAxCBCxBA


⋅=⋅=⋅  

 )()()( BACCABCxBxA


⋅−⋅=  
 0=∇∇ φx  

 BxAAxBBxA


∇⋅−∇⋅=⋅∇ )(  
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2 SISTEMAS DE COORDENADAS ORTOGONALES 
 

2.1 Coordenadas curvilíneas ortogonales ( 321 ,, uuu ) 
 
Teniendo como base las coordenadas cartesianas o rectangulares, cualquier nuevo sistema de 
coordenadas 321 ,, uuu  puede ser definido en el espacio mediante la transformación: 
 

),,( 321 uuufx =  
),,( 321 uuugy =  
),,( 321 uuuhz =  

 
Asumiremos que las funciones hgf ,,  están definidas y tienen derivadas parciales de primer orden 
continuas en un dominio D′  del espacio 321 uuu  y que las ecuaciones anteriores tienen como única 
solución para 21 ,uu  y  3u  las ecuaciones: 
 

),,(1 zyxFu =  
),,(2 zyxGu =  
),,(3 zyxHu =  

 
Las funciones inversas HGF ,,  estarán definidas en un dominio D  del espacio xyz  y denotaremos 
a 21 ,uu  y 3u  coordenadas curvilíneas en D . Se considerará además que el Jacobiano  
 

),,(
),,(

321 uuu
zyxJ

∂
∂

=   

 
es positivo y no nulo en D′ . 
 
Un punto P , puede especificarse por las coordenadas cartesianas ( zyx ,, ) y por las coordenadas 
curvilíneas ( 321 ,, uuu ). 
 
  kuuuhjuuugiuuufkzjyixrp

ˆ),,(ˆ),,(ˆ),,(ˆˆˆ
321321321 ++=++=

  
 

   3
3

2
2

1
1

du
u
rdu

u
rdu

u
rrd

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=


  

 

El vector 
iu

r
∂
∂


 es tangente a la coordenada iu  en P . Si iû  es el vector unitario en la dirección de 

iu
r

∂
∂


 en P , entonces: 
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    ii
i

uh
u
r ˆ=

∂
∂


  donde 
i

i u
rh

∂
∂

=


 

 
con lo cual: 

333222111 ˆˆˆ uduhuduhuduhrd ++=
  

 
321 ,, hhh  se denominan Factores de Escala. 

 
 
Si 321 ˆ,ˆ,ˆ uuu  son ortogonales en todo punto P , las coordenadas curvilíneas son ortogonales. En este 
caso, se tiene que: 

333222111 ˆˆˆ uduhuduhuduhld ++=


 
 

kjijik ududuhhSd =


 
 

321321 dududuhhhdV =  
 
Además, si φ  es una función escalar y A


 una función vectorial de las coordenadas curvilíneas 

ortogonales 321 ,, uuu : 
 

3
33

2
22

1
11

ˆ1ˆ1ˆ1 u
uh

u
uh

u
uh ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=∇
φφφφ  

 









∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇ )()()(1
32

3
231

2
132

1321

Ahh
u

Ahh
u

Ahh
uhhh

A

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332211

321

332211

321

1

AhAhAh

uuu

uhuhuh

hhh
Ax

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇


 

 
 










∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=∇ )()()(1

33

21

322

13

211

32

1321

2

uh
hh

uuh
hh

uuh
hh

uhhh
φφφφ  

 
 
conocidas hgf ,,  los factores de escala se pueden obtener a partir de: 
 

  222
2

2 )()()(
iiii

i u
h

u
g

u
f

u
rh

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

=


   ;  3,2,1=i  

 
ya que 321 ,, uuu  son coordenadas curvilíneas ortogonales. 
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2.2 Coordenadas Rectangulares ( zyx ,, ) 
 
a) 
 

Ecuaciones de transformación. 

xu =1   ; +∞<<∞− x  
yu =2   ; +∞<<∞− y  
zu =3   ; +∞<<∞− z  

 
b) 
 

Factores de Escala: 

1=xh  1=yh  1=zh  
 

c) 
 

Elementos Diferenciales: 

zdzydyxdxld ˆˆˆ ++=


 
 

zdxdyydxdzxdydzSd ˆˆˆ ++=


 
 

dxdydzdV =  

 
 
 

 
 

Figura  A.6 
 

 
 
d) 

ctex =0

Superficies Coordenadas: 
 

ctey =0  
ctez =0  

 
e) 
 

Ecuaciones Importantes: 

z
z

y
y

x
x

ˆˆˆ
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
φφφφ  

 

z
E

y
E

x
E

E zyx

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=⋅∇


 

 

z
y

E
x

E
y

z
E

x
Ex

z
E

y
EE xyxzyz ˆˆˆ 








∂
∂

−
∂

∂
+








∂
∂

−
∂
∂

−







∂

∂
−

∂
∂

=×∇


 

 

2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
φφφφ  
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2.3 Coordenadas Cilíndricas Circulares ( zr ,,ψ ). 
 
a) 
 

Ecuaciones de Transformación. 

 ru =1   ;      +∞<≤ r0  
 ψ=2u  ;     πψ 20 ≤≤  
 zu =3   ;  +∞<<∞− x  

 )cos(ψrx =  22 yxr +=  

 )sen(ψry =  





= −

x
y1tgψ  

 zz =  
 
b) 
 

Factores de Escala: 

 1=rh  1=ψh  1=zh  
 
c) 
 

Elementos Diferenciales: 

 zrdrdrdrdrld ˆˆˆ ψψψ ++=


 
 
 zrdrddrdzrdzrdSd ˆˆˆ ψψψ ++=


 

 
 dzrdrddV ψ=  

 
 

 
 
 

Figura  A.7

 
d) 

cter =0

Superficies Coordenadas: 
 2

0
22 ryx =+  

cte=0ψ  )tg( 0ψxy =  
                 ctez =0  plano paralelo al plano xy 

e) 

z
zr

r
r

ˆˆ1ˆ
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
φψ

ψ
φφφ

Ecuaciones Importantes: 

 

 









∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇ )()()(1
zr rE

z
ErE

rr
E ψψ


 

 

( ) ( ) ( )





















∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

−




















∂
∂

−
∂
∂

=×∇ zErE
rz

E
r

E
rrrE

z
E

r
E r

rzx ˆˆˆ1
ψ

ψ
ψ ψψ


 

 

















∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=∇
zrzrr

r
rr

φ
ψ
φ

ψ
φφ 1112  
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2.4 Coordenadas Cilíndricas Elípticas ( z,,ψη ). 
 
a) 
 

Ecuaciones de transformación. 

 η=1u    ;      +∞<≤η0  
 ψ=2u   ;      πψ 20 <≤
  
 zu =3    ;   +∞<<∞− z  
 )cos()cosh( ψηax =  
 )sen()senh( ψηay =  
 zz =  
 
b) 
 

Factores de Escala: 

 1=zh  

 ψη ψη hah =+= )(sen)(senh 22  
 
c) 
 

Elementos Diferenciales: 

 zdzddhld ˆ)ˆˆ( ++= ψψηηη


 

 ηψψη ˆdzdhSd =


 

 ψηηψ ˆdzdhSd =


 

 zddhhSd z ˆψηψη=


 

 dzddadV ψηψη ))(sen)((senh 222 +=  

 
 
 
 
 
 

 
 
 

Figura A.8

 
d) 
 

Superficies Coordenadas: 

 cte=0η   1
)senh()cosh(

2

0

2

0

=







+








ηη a

y
a

x  cilindros elípticos 

 

 cte=0ψ   1
)sen()cos(

2

0

2

0

=







−








ψψ a

y
a

x  cilindros hiperbólicos 

  
ctez =   plano paralelo a xy 

 
e) 
 

Ecuaciones Importantes 

z
za

ˆˆˆ
)(sen)(senh

1
22 ∂

∂
+








∂
∂

+
∂
∂

+
=∇

φψ
ψ
φη

η
φ

ψη
φ  
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2.5 Coordenadas Bicilíndricas ( z,,θη ). 
 
 
a) 
 

Ecuaciones de transformación. 

 η=1u   ;  +∞<<∞− η  
 θ=2u   ;     πθπ ≤≤−  
 zu =3   ;     +∞<<∞− z  
 1))cos())(cosh(senh( −−= θηηax  
 1))cos())(cosh(sen( −−= θηθay  
 zz =  
 
b) 
 

Factores de Escala 

 1))cos()(cosh( −−== θηθη ahh  
 1=zh  
 
c) 
 

Elementos Diferenciales 

 zdzddhld ˆ)ˆˆ( ++= θθηηη


 

 ηθθη ˆdzdhSd =


 

 θηηθ
ˆdzdhSd =


 

 zddhhSd z ˆθηθη=


 

dzddadV θηθη 22 ))cos()(cosh( −−=  
 

 
 

 
 
 

Figura A.9

 
d) 
 

Superficies Coordenadas 

 cte=0η  )(cos))coth(( 0
222

0 ηη echayax =+−  
 
  )(cos 0ηechar =   )coth( 0ηω a=  

  22 ra −= ω  
 
 cte=0θ  )(cos))cot(( 0

222
0

2 θθ ecaayx =−+  
  )(cos 0θecar =′   )cot( 0θω a=′  

  22 ω′−′= ra  
 
 ctez =  plano paralelo a xy 
 



 15 

2.6 Coordenadas Esféricas ( ψθ ,,r ) 
 
a) 
   

Ecuaciones de Transformación 
ru =1   ;   +∞<≤ r0  

   θ=2u   ;   πθ <≤0  
   ψ=3u   ;   πψ 20 <≤  

)cos()sen( ψθrx =  222 zyxr ++=  

)sen()sen( ψθry =  












 +
= −

z
yx 22

1tgθ  

)sen(θrz =    ( )x
y1tg −=ψ  

 
b) 
 

Factores de Escala 
1=rh  

 rh =θ  
 )sen(θψ rh =  
 
c) 

ψψθθθ ˆ)sen(ˆˆ drrdrdrld ++=

Elementos Diferenciales 

 
ψθθψθψθθ ˆˆ)sen(ˆ)sen(2 rdrddrdrrddrSd ++=



drddrdV ψθθ )sen(2=  
 

 
 
 

Figura  A.10

d) 
cter =0

Superficies Coordenadas 
 2

0
222 rzyx =++  

          cte=0θ  ))((cot 22
0

22 yxgz += θ  
                                                      cte=0ψ  xy ))(tg( 0ψ=  
e) 

ψ
ψ
φ

θ
θ

θ
φφφ ˆ

)sen(
1ˆ1ˆ

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
rr

r
r

Ecuaciones Importantes 

 









∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇ )())sen(())sen((
)sen(

1 2
2 ψθ ψ

θ
θ

θ
θ

rAArAr
rr

A r


 

 











∂
∂

−
∂
∂

−







∂
∂

−
∂
∂

=×∇ θ
ψ

θ
ψ

θ
θθ ψθψ

ˆ))sen((ˆ)())sen((
)sen(

1
2 rAAr

r
rrAAr

r
A r


 

    











∂
∂

−
∂
∂

+ ψθ
θθ ˆ)sen()()( rArA

r r  

















∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=∇
ψ
φ

θψθ
φθ

θ
φθ

θ
φ

)sen(
1))(sen())sen((

)sen(
1 2

2
2

r
r

rr
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2.7 Coordenadas Esferoidales Alargadas  ( ψθη ,, ) 
 
1. 
 

Ecuaciones de Transformación 

 η=1u   +∞<≤η0  
 θ=2u   πθ <≤0  
 ψ=3u  πψ 20 <≤  
 )cos()sen()senh( ψθηax =  
 )sen()sen()senh( ψθηay =  
 )cos()cosh( θηaz =  
 
2. 
 

Factores de Escala 
)(sen)(senh 22 θηηθ +== ahh  

 )sen()senh( θηψ ah =  
 
3. 
 

Elementos Diferenciales 

ψψθη

θθηηθη

ˆ)()(

)ˆˆ()()( 22

dsenasenh

ddsensenald

+

++=


  

ηψθψθη ˆddhhSd =


 

θψηψηθ
ˆddhhSd =


 

ψθηθηψ ˆ))(sen)((senh 222 ddaSd +=


 
 

 
 
 

 
 

Figura  A.11

ψθηθηθη dddadV )sen()senh())(sen)((senh 222 +=  
 
4. 
 

Superficies Coordenadas 

 cte=0η   1
)(cosh)(senh)(senh 0

22

2

0
22

2

0
22

2

=++
ηηη a

x
a

y
a

x  

 cte=0θ   1
)(cos)(sen)(sen 22

2

22

2

22

2

=+−
θθθ a

z
a

y
a

x  

 
 cte=0ψ   xy ))(tg( 0ψ=  
 
5. 
 

Ecuaciones Importantes 

ψ
φ

θη
ψθ

θ
φη

η
φ

θη
φ

∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

+
=∇

)sen()senh(
ˆˆˆ

)(sen)(senh
1

22 aa
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2.8 Coordenadas Esferoidales Achatadas ( ψθη ,, ) 
 
1. 
 

Ecuaciones de Transformación 

 η=1u   +∞<≤η0  
 θ=2u   πθ ≤≤0  
 ψ=3u  πψ 20 <≤  
 )cos()sen()cosh( ψθηax =  
 )sen()sen()cosh( ψθηay =  
 )cos()senh( θηaz =  
 
2.  
 

Factores de Escala 

 )(sen)(cosh 22 θηθη −== ahh  
 )sen()cosh( θηψ ah =  
 
3 
 

Elementos Diferenciales 

 
ψψθη

θθηηθη

ˆ)()cosh(

)ˆˆ()()(cosh 22

dsena

ddsenald

+

+−=


 

 ηψθψθη ˆddhhSd =


 

 θψηψηθ
ˆddhhSd =


 

 ψθηψ ˆ))(sen)((cosh 222 −= aSd


 

 

 
 

Figura  A.12

 ψθηθηθη dddadV )sen()cosh())(sen)((cosh 222 −=  
 
4.  
 

Superficies Coordenadas 

 cte=0η  1
)(senh)(cosh)(cosh 0

22

2

0
22

2

0
22

2

=++
ηηη a

z
a

y
a

x  

 cte=0θ  1
)(cos)(sen)(sen 22

2

22

2

22

2

=−+
θθθ a

z
a

y
a

x  

 
 cte=0ψ  xy ))(tg( 0ψ=  
 
5.  
 

Ecuaciones Importantes 

 
ψ
φ

θη
ψθ

θ
φη

η
φ

θη
φ

∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

−
=∇

)sen()cosh(
ˆˆˆ

)(sen)(cosh
1

22 aa
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3 Soluciones a la Ecuación de Laplace en Sistema de Coordenadas Ortogonales 
 

3.1 Método General de Solución 
 
La ecuación de Laplace en coordenadas curvilíneas ortogonales tiene la siguiente expresión: 
 

 0)()()(1

33

21

322

31

211

32

1321

2 =







∂
Φ∂

∂
∂

+
∂
Φ∂

∂
∂

+
∂
Φ∂

∂
∂

=Φ∇
uh

hh
uuh

hh
uuh

hh
uhhh

 

 
En el método de separación de variables, se supone que las funciones soluciones tendrán la forma: 
 

)()()(),,( 321321 uhugufuuu =Φ  
Y por consiguiente: 

   0
)()()(

33

21

322

31

211

32

1 =
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

h
u
h

h
hh

u
g

u
g

h
hh

u
f

u
f

h
hh

u  

 

Si los términos 
k

ji

h
hh

 son funciones sólo de ku   entonces necesariamente los términos

 
k

k

k

k

ji

k uh
hh

u
Φ

∂
Φ∂

∂
∂ )(

 

 
deberán ser iguales a una constante para que pueda cumplirse la igualdad a cero para todo

321 ,, uuu
 

( ). 
Esta situación se puede producir en aquellos sistemas coordenados en los cuales kji hhh ,,  son 
constantes o bien existe algún par de factores de escala iguales ( ji hh = ). 
 

3.2 Solución en Coordenadas Rectangulares ( zyx ,, ) 
 

02

2

2

2

2

2

=
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

zyx
 

 
a) Para Φ  independiente de z 
Sea )()(),( yYxXyx =Φ  entonces: 

    02

2

=− X
dx

Xd α  02

2

=+ Y
dy

Yd α  

Soluciones: 
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  Si 2p=α  , pxpx BeAexX −+=)(  
    , pyBpyAyY cossen)( ′+′=  
 
  si 2p−=α  , pxBpxAxX cossen)( +=  
    , pypy eBeAyY −′+′=)(  
 
  si 0=α  , BAxxX +=)(  
    , ByAyY ′+′=)(  
 
b) Para Φ  independiente de z e y 
 

   02

2

=
Φ

dx
d  , BAxx +=Φ )(  

 

3.3 Solución en Coordenadas Cilíndricas Circulares ( zr ,,ψ ) 
 

011
2

2

2

2

22

2

=
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

zrrrr ψ
 

 
a) Para Φ  independiente de z 
Sea )()(),( ψψ TrRr =Φ  entonces: 
 

01
22

2

=−+ R
rdr

dR
rdr

Rd α   02

2

=+ T
d

Td α
ψ

 

 
Soluciones: 
   Si 2p=α  , pp BrArrR −+=)(  
     , ψψψ pBpAT cossen)( ′+′=  
 
   si 0=α  , BrArR += ln)(  
     , BAT +′= ψψ )(  
 
b) Para Φ  independiente de ψ  
Sea )()(),( zZrRzr =Φ  entonces: 
 

   01
2

2

=−+ R
dr
dR

rdr
Rd α  0

2

2

=+ Z
dz

Zd
α  

Soluciones: 
   Si 2q=α  , )()()( 00 iqrBYiqrAJrR +=  
     , qzBqzAzZ cossen)( ′+′=  
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   si 2q−=α  , )()()( 00 qrBYqrAJrR +=  
     , qzqz eBeAzZ −′+′=)(  
 
   si 0=α  , BrArR += ln)(  
     , BzAzZ ′+′=)(  
 
c) Para Φ  independiente de z y de r 
 

   02

2

=
Φ

ψd
d  BA +=Φ ψψ )(  

 
d) Para Φ  independiente de z y ψ  
 

   01
2

2

=
Φ

+
Φ

dr
d

rdr
d  BrALnr +=Φ )(  

 
e) Relaciones importantes 

0J  es la función de Bessel de orden cero e 0Y  es la función de Bessel de segundo tipo y orden cero. 
La función de Bessel de orden n es: 
 

   ∑
∞

=

+

+
−

=
0

2
2

)!(!
)()1(

)(
k

nkxk

n knk
xJ  

 
La función de Bessel de segundo tipo y orden n es: 
 

{ }∑ ++
+

−
−








∑

−−
−=

∞

=

+−
−

= 0

2
2

2
1

0
)()(

)!(!
)()1(

2
1

2!
)!1(

2
1

)()(
k

nkxknk
n

k
nn knGkG

knk
x

k
knLnxxJxY  

 

   con    ∑
=

=
k

m m
kG

1

1)(  0)0( =G  

 
Para n = 0 las expresiones anteriores se reducen a: 
 

∑
∞

=

−
=

0
2

2
2

0 )!(
)()1(

)(
k

kxk

k
xJ  

 

∑ ∑
−

+=
∞

= =

+

1 1

21

00

1
!2

)1(
)()(

k

k

mk

kk

mk
xLnxxJxY  

 
Las funciones de Bessel pueden ser aproximadas como: 
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   )
4

12cos(2)( π
π

+
−≈

nx
x

xJ n  

 

   )
4

12sen(2)( π
π

+
−≈

nx
x

xYn  

 
Propiedades de estas funciones: 
Sea F  una función de Bessel de rimer o segundo tipo. Sea p el orden de esta función. 
 

i) Recurrencia 

)(2)()( 11 axF
ax

paxFaxF ppp =+ +−  

 

{ })(2)()( 11 axF
dx
d

a
axFaxF ppp =+ +−  

 
ii) Diferenciación 

{ } )()()( 1 axaFaxF
a
paxF

dx
d

ppp −+−=  

 

{ } )()()1()( 1
2

22

2

axF
x
aaxFa

x
ppaxF

dx
d

ppp ++



 −

−
=  

 
iii) Integración 

∫ +

+
+ = )()( 1

1
1 axF

a
xdxaxFx p

p

p
p  

 

)()( 1

1
1 axF

a
xdxaxFx p

p

p
p

−

−
−∫ −=  

 
  iv)  Ortogonalidad  
 Las funciones de Bessel son ortogonales en el intervalo (a, b) con respecto a la función de 
peso x 

    ∫ =
b

a
npmp dxxaFxaxF 0)()(   para m ≠ n 

 
donde la condición de borde es de la forma 
 
    0)()( 21 =′+ xaFkxaFk mpmp   en ax =   y  bx =  
 
 Una función )(xf  puede ser expandida en el intervalo ( ba, ) en términos de una serie de 
funciones de Bessel: 
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      ∑
∞

=

=
0

)()(
m

mpm xaFAxf  

 

 donde  ∫=
b

a
mp

m
m dxxaFxxf

N
A )()(1   y ∫= dxxaxFN mpm )(2  

 
  v) Funciones de Bessel de primer y segundo tipo de orden cero, uno y fraccionario 
 

 
 

Figura A.13 
 

 
 

Figura A.14 
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3.4 Solución en Coordenadas Cilíndricas Elípticas ( z,,ψη ) 
 

   0)sen(senh 2

2
222

2

2

2

2

=
∂
Φ∂

++
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

z
a ψη

ψη
 

 
a) Para Φ  independiente de z 
 
Sea )()(),( ψηψη VU=Φ  entonces: 

02

2

=− U
d

Ud α
η

  02

2

=+ V
d

Vd α
ψ

 

 
Soluciones: 
   Si 2p=α  , ηηη pp BeAeU −+=)(  
     , ψψψ pBpAV cossen)( ′+′=  
 
b) Para Φ  independiente de z y ψ  
 

   02

2

=
Φ
ηd

d  , BA +=Φ ηη)(  

 
c) Para Φ  independiente de z y η  
 

   02

2

=
Φ

ψd
d  , BA +=Φ ψψ )(  

 
 

3.5 Solución en Coordenadas Bicilíndricas ( z,,θη )  
 

   0)cos(cosh 2

2
222

2

2

2

2

=
∂
Φ∂

++
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

z
a θη

ηθ
 

 
a) Para Φ  independiente de z 
 
Sea )()(),( θηθη LG=Φ  entonces: 

   02

2

=− L
d

Ld α
θ

  02

2

=+ G
d

Gd α
η

 

Soluciones: 
 
   Si 2p=α  , θθθ pp BeAeL −+=)(  
     , ηηη pBpAG cossen)( ′+′=  
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b) Para Φ  independiente de z y θ  
 

   02

2

=
Φ
ηd

d  , BA +=Φ ηη)(  

 
c) Para Φ  independiente de z y η  

   02

2

=
Φ
θd

d  , BA +=Φ θθ )(  

 

3.6 Solución en Coordenadas Esféricas ( φθ ,,r ) 
 

   0
sen
1cot12

2

2

2222

2

22

2

=
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

φθθ
θ

θ rrrrrr
 

 
a) Para Φ  independiente de φ  
 
Sea )()(),( θθ TrRr =Φ  entonces: 
 

   02
22

2

=−+ R
rdr

dR
rdr

Rd α   0cot2

2

=++ αθ
θ

θ
θ d

dT
d

Td  

 
Soluciones: 
   Si )1( += ppα   , 1)( −−+= pp BrArrR  
       , )(cos)(cos)( θθθ qp QBPAT ′+′=  
 
b) Para Φ  independiente de r 
 
Sea )()(),( φθφθ Ψ=Φ T  entonces: 
 

   0
sen

cos 22

2

=−+ θ
θ

α
θ

θ
θ d

dT
d

Td  02

2

=Ψ+
Ψ α
φd

d  

 
Soluciones: 
   Si 2q=α  , )(cos)(cos)( 00 θθθ qq BQAPT +=  
     , φφφ qBqA cossen)( ′+′=Ψ  
 
c) Para Φ  independiente de θ  y φ  
 

   02
2

2

=
Φ

+
Φ

dr
d

rdr
d   BAr +=Φ −1)(θ  
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d) Para Φ  independiente de r y φ  
 

   0cot2

2

=
Φ

+
Φ

θ
θ

θ d
d

d
d   BALn +=Φ )

2
(cot)( θθ  

 
e) Relaciones importantes 

qP0 y pQ0  son funciones de Legendre y pP y qQ son las funciones ordinarias de Legendre. 
A continuación se presentan sus expresiones. 
 

{ }+−+−= 2
2

)1(
!2

1)( mllxxP m
l [ ]{ } {...2420142)1()1(

!4
242

4

−+++−−++ mmmllllx  

 

{ }




+−−+−= 2)1(
!3

1)( 2
2

mllxxxQ m
l [ ]{ } ...2420142)1()1(

!5
242

4

−+++−−++ mmmllllx  

     ,...3,2,1=l  
     llm ,...,0,...,−=  
 
Las funciones ordinarias o polinomios de Legendre son: 
 

  n
n

n

nn x
dx
d

n
xP )1(

!2
1)( 2 −=  

 
  1)(0 =xP    )ln()( 1

1
2
1

0 x
xxQ −

+=   1<x  
 
  xxP =)(1    1)()( 01 −= xxQxQ  
 
  )13()( 2

2
1

2 −= xxP   xxQxPxQ 2
3

022 )()()( −=  
 
Ortogonalidad: 
 

   
nm
nm

dxxPxP
n

nm =
≠





=∫−
+

1

1
12

2

0
)()(  

 
Esta relación permite expresar una función )(xf  en el intervalo (-1,1) mediante el desarrollo en 
serie en términos de funciones de Legendre. 
 

    ∑
∞

=

=
0

)()(
m

mm xPAxf  
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   donde dxxPxfmA mm ∫−
+

=
1

1
)()(

2
12  

 
Los polinomios de Legendre son: 
 

 
 

a) Polinomios de Legendre de primer tipo 
 

 
 

b) Polinomios de Legendre de segundo tipo 
 

Figura A.15 
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3.7 Solución en Coordenadas Esferoidales Alargadas ( ψθη ,, )  
 
a) Para Φ  independiente de θ  y ψ  

     0coth2

2

=
Φ

+
Φ

η
η

η d
d

d
d  

 

    BtanhLnABALn ′+′=+=Φ )
2

()
2

(coth)( ηηη  

 
b) Para Φ  independiente de η  y ψ  

     0cot2

2

=
Φ

+
Φ

θ
θ

θ d
d

d
d  

 

    BtanLnABALn ′+′=+=Φ )
2

()
2

(cot)( θθθ  

 
c) Relaciones de interés 

     
ηη

η
senh

)( A
d

d
−=

Φ  

 
 

3.8 Solución en Coordenadas Esferoidales Achatadas ( ψθη ,, ) 
 
a) Para Φ  independiente de θ  y ψ  

     02

2

=
Φ

+
Φ

η
η

η d
dtanh

d
d  

 
    BABAtan ′+′=+=Φ −− )(senhcot)(senh)( 11 ηηη  
 
b) Para Φ  independiente de η  y ψ  

     0cot2

2

=
Φ

+
Φ

θ
θ

θ d
d

d
d  

 

    BtanLnABALn ′+′=+=Φ )
2

()
2

(cot)( θθθ  

 
c) Relaciones de interés 

     
θθ

θ
sen

)( A
d

d
−=

Φ  
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