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Regresion Funcional

Definicién del Problema

Definicidn

Dado un conjunto de puntos D=((X1,y1), ..., (Xm, Ym)), donde

Xi = (Xi1, .., Xin), un espacio de funciones F y una funcién de error

E: F x R™(+t1) R, deseamos encontrar la funcion f € F, llamada
regresor, tal que

f =minarg E(f, D)
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Regresion Funcional

Funciones de Error

Proposicién

Las funciones de error mas comunes son:

m
o Error cuadratico: E(f, D) = Y (f(X) — yi)?
i=1

e Error relativo: E(f,D) = i (G)y)
=1

@ Error con to/erancéa-'( ) )2 2 (f(X) )? ’
Cm f(X)—yi)c—d* si (f(X)—vy)c>d
E(f,D) = ,-gl{ 0 si (F(%) —yi)* < d?

La funcién de error tendrd de forma implicita la "geometria" del espacio,
es decir, la distancia en dicho espacio
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Regresion Funcional

Espacios de Funciones

Proposicion

Los espacios de funciones mds comunes son:
o Lineales: F = {a+ bx|a,b € R}
e Polinomial: F = {ap + aix + ... + apx"|ag, ..., an € R}
o Exponenciales: F = {e®taxt+anx"5, 5 € R}
@ Racionales: F = {%\ao, wwan, by, ..., by € R}
o Trigonométricos: F = {ag + a1 sin(2Z) + ... + a, sin(222) +
by cos(2Z%) + ... + b, cos(222%)|ag, ..., an, b1, ..., by, T € R}

El espacio de funciones dird la "forma" apriori de la funcién a buscar.

Gonzalo Rios D. (DCC - UChile) Regresién Funcional Otofio 2010



Regresion Funcional

Optimizacién en Espacios de Funciones

El problema de regresién funcional es un problema de optimizacién, pero
en un espacio de funciones.

Proposicion

Si el espacio de funciones es paramétrico, es decir, cada funcion del
espacio es generado por una cierta cantidad de parametros ay, ..., ap,
entonces existe una funcion E : RP x R™(t1) _ R tal que

E(f,D) = E(ay, ..., ap, D)

Proposicion

Si E es derivable en los pardmetros ay, ..., ap, entonces

F(ai, .., a) =
VE(a,.. a3, D) =

Ol I
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Regresion Funcional

Algoritmos de Optimizacién

Proposicion

Las siguientes recurrencias son iteraciones de optimizacion:
o Gradiente: 3,41 = 3, — ap x VE(3,, D)
e Newton: 3,.1 = 3, — VZE(_a’n, D) 1%« VE(@E, D)
o Cuasi-Newton: 3,41 = 3, — H, * VE(3,, D), H, =~ V2E(3,, D)1

Existe una gran lista de métodos de optimizacién no lineal, pero nos
enfocaremos solo en casos particulares, sin preocuparnos de los criterios de
convergencia ni condiciones de optimalidad, ya que son temas que se
escapan del temario del curso.
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Regresion Funcional

Clasificacién binaria con Regresién Funcional

Definicion

Sea un conjunto de datos D=((X1, c1), ..., (Xm, cm)), donde

¢i € C ={—1,1}, conjunto de clases binarias. Deseamos encontrar una
funcion g:R" — R tal que

v
Proposicion
Si las clases son linealmente separables, es decir, es posible trazar una
linea entre las clases, entonces

g(X) = a+b-%

(a,b) = argmin Y (a+ b-% —¢)?
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Regresion Funcional

Clasificacién binaria con Regresién Funcional
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Regresion Funcional

Clasificacién general con Regresién Funcional

Proposicién

En el caso que C = {ci, .., ¢s} y todas las clases sean linealmente
separables entre si, entonces el siguiente algoritmo separa las n clases:

@ Para k=1...n-1

o aplicar el algoritmo binario para Ct=c; y C*> = [cx41, - Cn]

e obtener la recta gy, que separa la clase c; de las demas clases
e End
a si g(x)>0
@ si gi(x) <0Ag(x)=0

& si g1(x) <O0Ag(x) <O0A...Ag-1 <0
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Regresion Funcional

Clasificacién general con Regresién Funcional
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Esto se puede generalizar a cualquier otro espacio de funciones y curvas.

i Qué sucede si cambiamos la funcién lineal por g (X) = ﬁ —1?
expatb
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Regresion Funcional

Funciones Discriminantes

En el caso que C = {cl, c,,} no son linealmente separables entre si,
entonces el algoritmo anterior falla, por lo que debemos buscar otra
opcién. Un enfoque es la nocién de funciones discriminantes.

Definiciéon

Dadas las clases C = {c1, ... ¢p}, las funciones {g1, ..., g} son funciones
discriminantes si g(x) = arg max gi(x) discrimina las clases, es decir,
1

g(x) =isic(x) =g.

N
| \

Proposicion
Una funcion de error para el problema anterior, con el espacio de funciones
gaussianas, es:

3

Yo (gi(x) =12+ ) (gi(x)+1)

i=1 x,c(x):c, JFi

A,
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Funciones Discriminantes
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Regresion Funcional

Regresion Funcional en Series de Tiempo

Definicidn

Se llama Series de Tiempo a un conjunto de observaciones sobre valores
que toma una variable (cuantitativa) en diferentes momentos del tiempo.
Denotaremos como Y; al valor de la variable Y en el instante t. Ejemplos:
Precios de un articulo, tasas de desempleo, tasa de inflacion, indice de
precios, precio del dolar, precio del cobre, precios de acciones, ingreso
nacional bruto.

Definiciéon

| \

En los modelos autorregresivos, el proceso se representa como una suma
ponderada de observaciones pasadas de la variable. El nimero de rezagos
(p) determina el orden del modelo autorregresivo.

Yi=0+¢; Vi1 + ... +¢,Yi—p+ e

.
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Regresion Funcional

Regresion Funcional en Series de Tiempo

Proposicion

Dada la serie Y1, ..., Y,, podemos crear el conjunto de datos
D = {(Xi, Yi+p), - Xn—p. Yn)}, donde X; = (1, Y], ..., Yitp—1), el espacio
de funciones lineales en RP y la funcién de error
n—p
E(f,D) = '21 (¢o+¢1Yi+ . +¢,Yirp-1— Yitp)?. Luego, el regresor f
1=
es el modelo autorregresivo optimo.

d=(X"«X)"tx X x \71”+p
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Regresion Funcional en Series de Tiempo
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