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1. (2pts) Seam, b numeros reales tales qde< b < a. Demuestre por inducciobn quersies un entero
positivo, entonces
a” —b" < na""(a—b).

Solucion: El caso base es = 1. Trivial.
Ellado derecho de lainigualdad para 1 es(n+1)a"(a—b), lo que equivale aa" (a—b)+a" (a—b).
Por hipotesis inductiva,

na"(a —b) + a™(a —b) > a(a” —b") + a™(a — b) = a" ! —ab™ + a"! — ba™.

Pretendemos demostrar que esta Gltima expresion es magoal aq”t!' — v»!. Note que esto
ocurre siy solo si
an—i—l — ab™ — ba™ + bn+1 > 0.

Pero la expresion en el lado izquierdo puede ser escrit@ ¢om b)(a™ — b™). Tanto(a — b) como
(a™ — b™) son mayores que 0, por lo que la desigualdad se cumple.

2. (2pts) Demuestre por induccién que

nn+1)(n+2)---(n+k)
k+1 ’

Y i+ +2) - (+k—1) =
j=1

para todo entero positivey n.

Solucion: Demostraremos por induccion enque la igualdad se cumple para todo> 1. El caso
basen = 1 es trivial.

El lado izquierdo de la igualdad pamat 1 puede escribirse como

STiGHDG+2) (k=1 +(+1)(n+2) (n+k).
j=1

Por hipbtesis inductiva esto es igual a
nn+1)(n+2)---(n+k)
kE+1
Pero esto Gltimo es a su vez equivalente a

m+1Dn+2)---(n+k)(n+k+1)
kE+1 ’

+(n+1)(n+2)---(n+k).

que es lo que queriamos demostrar.



3. (2pts) SeaA, <) un orden parcial (i.e< es una relacion refleja, antisimétrica y transitiva). iDexs
que el elementa € A es unacota inferiorparaB C A, si para todd € B se tiene quer < b.
Ademasg es uninfimoparaB, si es una cota inferior paiid y para toda cota inferiat’ € A paraB
se tiene que’ < a.

Asuma qu€g A, <) es un orden parcial que satisface lo siguiente:

(A, <) esinferiormente completasto quiere decir que todo subconjunto no vagide A, que
tiene una cota inferior ed, también tiene un infimo eA;

(A, =) tiene unmaximg esto es, existe elementoc A tal que para todo elementd € A se
tiene quer’ < a;y

(A, <) tiene unminimg esto es, existe elementoc A tal que para todo elementd € A se
tiene quen < d’.

Seaf : A — A una funcionmorbtong esto es,f satisface qug(a) =< f(b) cada vez ques < b
(a,b € A).

Demuestre lo siguiente (todos los items valen lo mismo):

a)

b)

0)

d)

El conjuntoB = {a € A | f(a) = a} tiene infimo.

Solucion: ClaramenteB tiene cota inferior (el minimo dd, por ejemplo). Dado queA, <) es
inferiormente completo, concluimos qiktiene un infima*.

Seab* el infimo deB. Demuestre qu¢ (b*) es una cota inferior parg.

Solucion: Dado queb* < b, para todd € B, tenemos (por monotonia g que f (b*) < f(b),
y, por tanto quef (b*) < b, para todd € B (por definicion deB).

Demuestre quég (b*) esta enB.

Solucion: Basta demostrar qug(b*) < b*. Pero esto se sigue de qfig*) es cota inferior para
b*, perob* es el infimo deB.

Demuestre finalmente qué = f(b*).

Solucion: Por antisimetria basta demostrar dtie< f(b*). Esto se sigue directamente de que
b* es infimo para3 y f(b*) esta enB.



