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P1. (6 pts.) Para a, 8 > 0, resuelva la siguiente EDO
2y 4+ 3%y + (1 - 3aB)ty’ + (a® + )y = t =T 4 In(t*+7)
Indicaciones:

- use el cambio de variables u = In(t) y resuelva la nueva ecuacidn a coeficientes constantes.

a4+ b+ —3abe = (a+b+c)(a® +b* + 2 — ab — ac — be)

SOLUCION: A partir del cambio de variable u. = In(t), basta considerar la nueva variable 5 = y(u). Calculando

sus derivadas respecto a t:

dy _ dydu_ 1
dt du dt t

d*y _pdul 1 1

az yﬁg—ytfg—(y _y)?

d3y —/1! du 7 du 1 —/! / 2 —/1! 1/ —/
P ( T E)tj—( —y)g—(y -3y +2y)t73

Reemplazando en la EDO

@" =37" +20) + 3"~ 7) + (1 =307 + (o + )7 = e + (o + Hu

y reordenando resulta

7" — 3087 + (a3 + ,(5’3)@ = eg~uwlatB) 4 (a+B)u (1)

Aplicamos coeficientes indeterminados a (1). El polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea es:

pm) = m®=3abm+ (o’ + F°)
= (m+(a+pB)(m* +a®+ 5 —ma —mf - af)
= (mt(a+ B)m? —mla+0) + (0 + 5~ o)
Es directo que p(m) tiene por raiz a m; = —(« + 3). Para hallar las otras dos raices, se resuelve la ecuacién

cuadratica m? —m(a+ 8) + (a®> + 5% —aB)=0:
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(a+8) £/ (a+B)? —4(a? + 52 — af)
2
(a+ B) £ /6a8 — 3a2 — 332
2
(a+0) £ \/—S(a2 —2af+ 3?2)
2

(a+ B) +iv3(a— )
2

Luego se tiene que la soluciéon homogénea es

Ty () = cre”(OFAU oy elatBu/2,04 <\/§(a —5) u) + cse(a+ﬁ)“/2sen<\/§(a ls) u)

2 2
.............................................................................................................................................................. (1.5 pts.)
Para encontrar la solucién particular, notamos que:

- El anulador de e~ (8% o5 D + (o + f3)

- El anulador de (a + B)u es D?

- 7" =3By + (o + 3%)7 = (D + (o + B))(D — ma)(D — m3)y
Aplicando los anuladores D + (a + 3) y D? a (1) resulta

D*(D + (e + 3))*(D = m2)(D — m3)j = 0
La base de la soluciéon homogénea de esta ecuacién es
{1 v, o—(+Bu_o—(atBu e(a+6)u/2008<\/§(a —B) u) e(a+ﬁ)u/2sen<\/§(a - B) u) }
) ) ) ) 2 b 2
quitando los elementos de la base de g, (u), se obtiene la solucién particular:
7,(u) = di + dou + dyue™ @ T

.............................................................................................................................................................. (1.5 pts.)

Para encontrar los coeficientes dy, da, d3, basta con derivar 7/, (u) y reemplazar en (1). Calculemos las derivadas:

y;;(u) = do+ d3e_(a+6)u — dg(a + 5)ue—(a+ﬁ)u
To(u) = —2ds(a+B)e” @O 4 dyu(a+ B)%e (*F)
7y (u) = 3ds(a+B)2e T — dgu(a + B)le (@AY
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Reemplazando en (1):

[3d3(r + B)%e™ @D _ dau(a 4 §)3e (@AY 4

—3af[dy + dze™ I — dy(a+ B)ue” T 1 (a3 + %) [d1 + dou + dgue” (@AY
= [-3aBds + (&® + B%)d1] + da(® + B%)u + [3ds(a + B)* — 3aBdz)e~ (@ T
+[—ds(a + B)% + 3dzaB(a + B) + dz(a® + 5°)]ue (@A

e*“(aJrﬁ) + (a + ﬂ)u

donde —(a + 3)% + 3aB(a + B) + (a® + 3%) = 0. Asi, se tiene el sistema de ecuaciones

—3afdy + (® + %)dy = 0
do(a® +3%) = a+p
3d3(0¢ + ﬂ)Q —3afd; = 1
Y se concluye
3af(a+ B) a+pf 1
d1 == —a  5a 5 d2 = s d3 e —

@R T @ YT e - ap)
.............................................................................................................................................................. (1.5 pts.)
Finalmente, la solucién de (1) es

3(a — 3(a —
Tp(u) = cle—(a-i-ﬁ)u + Cze(a-i-ﬁ)u/QCos(Wu) + 03€(a+ﬂ)u/286n<wu> 4

3af(a+ B) a+p 1 —(a+B)u
e e E s e

Para encontrar y(t), basta devolverse con el cambio de variable u = In(t).
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P2. (a) (2.5 pts.) Solucione la siguiente EDO homogénea:
2z + 1)y + (4o —2)y —8y =0
sabiendo que una solucién tiene la forma y;(x) = e™®, con m a determinar.

(b) (3.5 pts.) Resuelva usando Transformada de Laplace la siguiente EDO:

y' +y=g9t), y0)=y(0)=0,
donde

SOLUCION:

(a) Reemplazando y;(z) en la ecuacién, resulta m?(2z + 1) + m(4x — 2) — 8 = 0. Resolviendo:

—(4z — 2) £ /1622 — 167 + 4 + 32(22 + 1)
2(2x + 1)
—2(2x — 1) £ /1622 + 48z + 36
2(2x + 1)
—(2z —1) + (2z + 3)
2z +1)

m =

luego, se tiene my = , solucién que se descarta por no ser constante; y m_ = —2.

4
2z +1
Finalmente, y; (z) = e 2%,

Para obtener ys(x), basta usar la férmula de Liouville:

e~ [ p(z)dz
ya(z) = yl(m)/mdx

B 6—236/ e—f(4x—2)/(2a:+1)dac

p—r dxr

4o — 2 4 + 2 4
D = — =2z — 2In(2 1). Asi:
onde/2x+1dx /2x+1da§ /2x+1dz T n(2x 4+ 1). Asf

—2x 2 1 2
yQ(x) — 6721/wd$ — 6723”/62"”(21' + ]_)2dx

6—496

2
r 2z 2z

— e 2| (22 + 1)2% - 2((2x 1S - /e%dzﬂ

r 2x 2x 2x
—2z 2€¢ € €
= 2z +1 —22x+1 +2
e (x ) 5 (2z )2 2}

r 2z
= e |2z + 1)26— - 2/621(2£E + 1)dz]
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b Notemos que g(t) = e 'H(t — 2), Vt > 0. Luego la ecuacién queda:
y'(t) +y(t) = e "H(t —2)

Aplicando Transformada de Laplace (y definiendo Y (s) = L[y(t)](s))

LIy"0)(s) + LIy®)](s) = e *Lle TP H(E—2)](s)
s2Y (s) — sy(0) — 5/ (0) + Y(s) = 672;_’_71

Y(s) = CLlsen(t)](s) Lle  H(t - 2)]
Y(s) = Ll(sen(u)x*e “H(u—2))(t)|(s)
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P3. (a) (4pts.)

(1) Siy(t) es una solucién de la ecuacién de Bessel de orden p:
£y (1) + ty' (1) + (£ = p*)y(t) = 0

muestre que la Transformada de Laplace Y (s) = L(y(t))(s) satisface la ecuacién diferencial ordinaria

(1+83)Y"(s) +3sY"(s) + (1 —p*)Y(s) =0
(i) Resolver esta dltima ecuacién para p = 0, expresdndola en la forma:

%[A(S)Y'(s) + B(s)Y(s)] = 0,

para algin A(s) y B(s)

1
(Sug. Le puede ser til la Formula de Liuoville yo = 1 / —e J pl(s)dsds)
Y1

(b) (2 pts.) Encuentre E‘l(ln(jzi}l)) y L1 (;f;)

SOLUCION:

(a) (i) Tenemos que:

LI O)s) = g (Ll W)(5) = (¥ (5) — sy(0) o/ (0)
= 2V (s) +4sY'(s) + s2Y"(s)

Ly ) = (Ll ()(5)) = (s (5) — y(0)) = Y (s) ~ sY"(s)

LiEEy))(s) = Y"(s)

Lp*y®)](s) = p*Y(s)
.............................................................................................................................................................. (1.5 pts.)
Aplicando transformada de Laplace a nuestra ecuacién obtenemos:

LIt2y" (1)](s) + LIty' (D)(s) + L[y (D)](s) + LI=p*y(D)](s) = 0
al reemplazar los calculos se tiene:
2Y (s) + 4sY'(s) + s*Y"(s) = Y (s) — sY'(s) + Y"(5) — p*Y(5) = 0
es decir
(14 sHY"(5) +3sY'(s) + (1 —p*)Y(s) =0
.............................................................................................................................................................. (0.4 pts.)
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(#4) Poniendo p = 0 obtenemos:
(1+s3)Y"(s) +3sY"(s) +Y(s) =0

que podemos escribirlo en la forma

Integrando esta ultima ecuacién tenemos:
(1+s2)Y'(s) +sY(s) =1

que es una ecuacion diferencial lineal de primer orden, de factor integrante e™ Js/(s*+1de V' 1+ s2. Luego,

al aplicarlo:

(Z(\/@Y(s)) = aVl+s? //ds

_ 2! 2 C2
Y(s) = m/\/1+8d8+m

.............................................................................................................................................................. (1.6 pts.)
Por tanto:
Y(s) = \/ﬁﬁln(s V142 + \/1?—;‘92
(b) Sea F(s) = ln(zzii), entonces
2s 2s
Sl R
De la propiedad 7 se sigue que: ) )
s s
L) = - |-+
Aplicando transformada inversa:
tf(t) = —2cos(t) +2cos(2t) = f(t) = %(COS(Qt) — cos(t))
.............................................................................................................................................................. (1 pto.)
Sea F(s) = L(f(t)). Como L(sen(3t)) = 52%9, entonces por el Teorema de Convolucién tenemos:
¢
71(512:3—9)9) =LY (F(s)) * 571(32 :_ 9) = % /0 f(t —2)sen(3z)dz
.............................................................................................................................................................. (1 pto.)



