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P2. a) Sea γ : (−1, 1) → Rn, una curva suave, tal que γ(0) = x0 y γ(t) ∈ Σc(φ), ∀t ∈ (−1, 1). Luego, tenemos
que

φ(γ(t)) = c , ∀t ∈ (−1, 1)

Derivando y evaluando en t = 0, queda

∇φ(γ(0))tγ′(0) = ∇φ(x0)tγ′(0) = 0

Dado que γ′(0) es una dirección tangente a la superficie de nivel Σc(φ), y como γ(·) es cualquier curva
con las condiciones dadas, se tiene que ∇φ(x0) es normal a Σc(φ) en x0.

Sea P el plano tangente a la superficie de nivel en x0. Como ∇φ(x0) es un vector normal a P , y x0 ∈ P ,
entonces

x ∈ P ⇔ 〈∇φ(x0), x− x0〉 = 0

Consideremos ahora φ : R3 → R definida por φ(x, y, z) = x4 + y4 + z4. Luego,

Σ3(φ) = {(x, y, z) ∈ R3 : x4 + y4 + z4 = 3}

Como (1, 1, 1) ∈ Σ3(φ), y φ es diferenciable en (1, 1, 1), (por ser suma de funciones diferenciables) tenemos
que el plano tangente a Σ3(φ) en (1, 1, 1) está determinado por:

P = {(x, y, z) ∈ R3 : 〈∇φ(1, 1, 1), (x, y, z)− (1, 1, 1)〉 = 0}
= {(x, y, z) ∈ R3 : 〈(4, 4, 4), (x− 1, y − 1, z − 1)〉 = 0}
= {(x, y, z) ∈ R3 : 4(x− 1) + 4(y − 1) + 4(z − 1) = 0}
= {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z = 3}
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