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P1. Estudiar la continuidad, existencia de derivadas parciales y direccionales, y diferenciabilidad en el origen de las
siguientes funciones:

i) - |
filz,y) = 2ty (z,y) # (0,0)
! si (z,y) = (0,0)

Solucion:

Dada una direccién d, hagamos el cambio d = (cos 6, sen ). Luego:
- f1(0+td) — f1(0) ., t(cos? 6 —sen’ 0)

((0,0);d) =1 =1 =0
£1((0,0); d) Py t 20 1+ cosfsen
pues, el denominador no se anula en [0, 27]. Por lo tanto, f; admite derivada direccional en (0, 0) para cualquier
0] 0
direccion d. De lo anterior, sigue que las derivadas parciales en el origen valen a—fl(O, 0) = %(O, 0) =0.
€ Y

Para ver la diferenciabilidad de f; en el origen, notemos que el candidato a diferencial es 0. Luego, calculamos:

lim |f1((0,0) + (h1, h2)) — f1(0,0) — 0| — hi—h3

h=0 [1A] POV (B2 4 hyhy + h3)\/h2 + b3

= 0

Esto se obtiene haciendo el cambio a coordenadas polares, y notando que el denominador no se anulard en
[0, 27]. Luego, f1 es diferenciable en el origen, y por lo tanto continua en el origen.

P4. a) Sea Q C R" y f: Q — R. Demostrar que f es diferenciable en zy € R™ si y sélo si, existe una funcién
g : Q — R continua en xq, tal que f(z) — f(zo) = (g(z),x — x0).

Solucion:
. : : . €(h)
=) Si f es diferenciable en x¢, entonces f(xo + h) = f(zo) + (Vf(z0), h) + ¢(h), donde }lbln%) Tl = 0. Sea
e(x — )

h = x — xg, es decir, f(x) = f(xo) + (Vf(20), — x0) + €(x — 20), con lim = (. Llamemos

T—xTo ||:L‘ — I]C0||
M = e1(x — xp), y reescribiendo la relacién anterior obtenemos que
_ xo)El(I — l’o) T — $0>

|| — o]

|z — ol|

() = flao) = <Vf<xo> G



Probaremos que la siguiente funcién es continua:

(x — zp)er (x — o)

Vf(xo) + o = 2ol si x # xo
g(z) = 0
Vf(xo) six = Zo
- ) e y@—zo)a(r —wo), _
n efecto, lim ||g(z) — g(xo)|| = lim || || = lim ||ex(z — x0)|| =0, y por tanto esa es
Tr—xTg Tr—x0 H{L‘ — _’1’,‘0” Tr—To

la g que se buscaba.

Sea g : 2 :— R continua en xg, tal que f(z) — f(xo) = (g(x),z — x¢). Manipulando un poco la expresién
se tiene que:

r — X

f(x) = f(zo) = ||z — 0| <g(x) — g(wo) > + (9(w0),  — 20)

o — ol

r — X

Llamando €;(x — xg) = <g(m) —g(x0) > tenemos que

o — ol
f(x) = f(zo) = (g(w0), @ — xo) + || — 2o||e1 (z — z0)
y ademds lim € (z —2) = 0 (esto proviene de sandwich, Cauchy-Schwarz y la continuidad de g). Luego,
r—Xo

que f es diferenciable en xg y V f(xg) = g(xo).



