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Conjuntos compactos en R"
Sea {C;}ien una familia decreciente de compactos (ie, C;11 C C;), no vacios, en R™. Pruebe que ﬂ C; # 0.
ieN

Solucion:

Su pongamos primero que existe un k a partir del cual C; = Cy, Vi > k. En este caso, tendremos que
ﬂ C; = Ck # 0. Si no ocurre esto, formamos una sucesién de modo que z,, € C,_1 N CE, cuando C,, C Cp—q
ieN
estrictamente, y =, = z,_1 si C,, = C,_1. Luego, como (acn)neN C (1, y Cy es cerrado y acotado (por
ser compacto en R™), tenemos que la sucesién es acotada. Por Bolzano-Weierstrass, esta sucesién posee una
subsucesién convergente que llamaremos (a:nj )jeN, ¥ o a su limite. Probemos que xo € m C;. En efecto, dado
ieN
que los C; son cerrados Vi € N, y (z,,)jen N C; sigue siendo una sucesion convergente a xq, concluimos que
xg € C; , Vi € N, y entonces zy € ﬂ C; .
ieN
Desigualdad de Holder
1 1
Sean z,y € R" y p,q € R Holder-conjugados, es decir, que p € [1,400) y — + — = 1 (cuando p = 1 considere
p

q
q = o0). Pruebe que

n
> lwiyil < llallpllyllq
i=1

Para ello, puede serle util probar primero que dados a,b > 0 y p, ¢ Holder-conjugados, entonces

al b
ab< — + —
p q

Solucion:

Probemos primero la indicacién. Para ello, consideremos la funcién In(-) : RT — R, la cual es céncava en todo
su dominio. Luego, dados a,b € RT y p, ¢ Holder-conjugados, tendremos que:

a b L)+ X n(b?
ln(p+q) > Bln(a)—kql (b9)
= In(a) +In(b)
= In(ab)

Como la funcién exp(:) : R — R es creciente en todo su dominio, se concluye que

aP  b?
ab < — 4+ —
b q



Ahora, separemos en casos:
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i1) p,q € R Holder-conjugados:

Definamos a; = |||x|l v b = |||y|l| , para 1 < ¢ < n. Usando la desigualdad probada previamente, tenemos
x
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