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Introduccioén

Bioreactores

@ Los bioreactores son aparatos utilizados en laboratorios o de manera
industrial para trabajar con microorganismos.

@ Un bioreactor experimental reproduce una amplia variedad de sistemas
que van desde lagos hasta plantas de tratamiento de aguas, pasando
por numerosas aplicaciones productivas.

@ Podemos describirlo (de manera muy general) como un recipiente con
una apertura para que el flujo de material estéril entre y una salida para
que el flujo resultante del proceso salga (microorganismos, estéril o
nutriente, desechos, etc.)
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Distintos Tipos de Bioreactores

n
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@ Modo Continuo o Quimiostato: Flujos Qs = Qout # 0y volumen V
constante.

@ Modo Semi-continuo (o fedbatch): Qi # 0, Qour = 0y V varia.
@ Modo Discontinuo (o batch) : Qi = 0, Qout = 0y V constante.

@ Xy Srepresentan las concentraciones de los microorganismos y del
nutriente, respectivamente.

@ Sj, es la concentracion del nutriente en el flujo entrante.
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Modelo Matematico de un Bioreactor

Ecuaciones de balance de masa para XV y SV nos llevan a escribir el
modelo de un bioreactor como sigue:

= %(sn—9)— (o)
5= [Yu(s) - Bl
V = Qn— Qou-

Aqui (s, X, Qin, Qout, V) € D =R2, x [0, Qmax] x [0, Qmax] x [0, Vmnax], y donde

1) s(t) y sin son las concentraciones del nutriente al tiempo ¢t y en el flujo
entrante, respectivamente (microgramos por milimetro®; t en horas),

2) x(t) es la concentracion de la especie al tiempo t (células por milimetro®),
3) Qin ¥ Qout soN los flujos de entrada y salida, respectivamente (en
mé/horas),

4) V es el volumen del recipiente (en m®),
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Modelo Matematico de un Bioreactor

Ecuaciones de balance de masa para XV y SV nos llevan a escribir el
modelo de un bioreactor como sigue:

5 = Sp(sn—8)—uls)x,
x = [Yu(s) - Flx,
V = Oin_oout~

Aqui (s, X, Qin, Qout, V) € D =R2, x [0, Qmax] * [0, Qmax] X [0, Vinax], y donde

5) D = Q/V es la tasa de dilucién del quimiostato (horas™"),

6) u(-) representa la tasa de crecimiento de la especie (horas™"),

7) Y es la constante de la produccion de la especie (células por microgramos
de nutriente).
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Distintas Funciones para la Tasa de Crecimiento

@ Consideramos funciones de crecimiento del tipo Monod (1942):

ms
uis) = a+s’
@ y del tipo Haldane (1968):
ms
1(8)

- s?/ai+S+a
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Bioreactores Semicontinuos

@ Los bioreactores semicontinuos o secuenciales por lote (SBR en
inglés) son usualmente utilizados en industrias biotecnoldgicas,
principalmente en el tratamiento de aguas.

@ Tipicamente, un tanque es llenado con un lodo activo o
micro-organismos capaces de degradar algun sustrato no deseado.

@ El método consiste en secuencias de ciclos compuestos de tres fases:

@ Fase 1: llenar el bioreactor con el agua contaminada,

@ Fase 2: esperar que la concentracion del sustrato decrezca hasta
un nivel de concentracion considerado bajo,

@ Fase 3: vaciar el agua “limpia” del bioreactor, dejando el lodo
activo dentro.

@ Eltiempo necesario para realizar estos ciclos puede ser largo y tiene
un impacto econdémico en el proceso total

@ Manipular el flujo de entrada durante la fase de llenado tiene una clara

influencia en la duracién del proceso total (mas precisamente en la
duracion de las fases 1y 2 pues la fase 3 tiene un tiempo fijo)
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Ecuaciones para un Bioreactor con n especies

Modelo Bioreactor Semicontinuo (SBR)

Xi = pi(8)Xi — X x(b)=yi (i=1---n)

n

5= =S we+ (sn—9), (o) =z

donde
@ Xx;: concentracion de la especie i en el tanque
S: concentracion del sustrato en el tanque
v: volumen de agua presente en el tanque
wi(+): funcién de crecimiento de la especie i

Sin: concentracion constante en la entrada

()

o

(]

@ F: variable de control no negativa

-]

@ &= (y1,...,¥n 2Z,w) € R X]O, sin[%x]0, vimax[ condiciones iniciales
(]

T = R x]0, Sout] x {Vmax}: conjunto objetivo
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F ,
M/(S)X/ - in’ Xi(to) =y (i=1---n)

Zuj s,,, s), s(h) =z
V:F, v(t) =
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F .
= /Li(S)X,‘ - iny Xi(tO) = y,‘ ([ =1... n)

Zuj s,,, s), s(h) =z
V= F v(t) = w
Dada cualquier condicion inicial ¢ = (y1, ..., ¥n, Z, W), el objetivo es alcanzar

el conjunto T en un tiempo minimo, es decir

V(E) = Lr(ﬁ){t— fo | $5F (1) < Sour , VEF(8) = vmax} : )

donde s*F (), v&F(-) denotan soluciones del sistema anterior con
condiciones iniciales & y control F(-)
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Controles Impulsionales

Permitiremos que F(-) sea impulsional, esto nos lleva a considerar medidas
dF, que pueden descomponerse en una medida dt, y en una singularidad o
parte "impulsiva":

dF(t) = u(t)dt + do
Cuando un’impulso’ do ocurre en el tiempo ¢, el volumen v cambia
bruscamente de v~ (t) a v*(t), implicando un cambio en las concentraciones
de x; y s como sigue:

v (1)
V(1)

s (nO o (4 V()
s (f)y=s (t)v+(t) +s,n<1 v+(t)>

X (1) =X (1)

de 7~ a 7" con cualquier control u(-) que satisface

+

/T u(r)dr =vi(t)— v (1).
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Permitiremos que F(-) sea impulsional, esto nos lleva a considerar medidas
dF, que pueden descomponerse en una medida dt, y en una singularidad o
parte "impulsiva":

dF(t) = u(t)dt + do
Cuando un’impulso’ do ocurre en el tiempo ¢, el volumen v cambia
bruscamente de v~ (t) a v*(t), implicando un cambio en las concentraciones
de x; y s como sigue:

+ o Vi(t) di
Xi (t) - Xi (t) V+(t) ?i = _%Xi
&
B - d
st(t)y=s(t) ;g)) + Sin (1 - ;8))) d—i = %(s,-,, )

de 7~ a 7" con cualquier control u(-) que satisface

+

/T u(r)dr =vi(t)— v (1).
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Asi, las trayectorias del sistema pueden ser parametrizadas con un tiempo
ficticio = tal que dt = rdr, donde r es un control que toman los valores r = 1
cuando dF es regular en 7,y r = 0 cuando dF es impulsional:

T
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Reparametrizacion del Tiempo

Asi, las trayectorias del sistema pueden ser parametrizadas con un tiempo
ficticio 7 tal que dt = rdr, donde r es un control que toman los valores r = 1
cuando dF es regular en 7,y r = 0 cuando dF es impulsional:

ax; u .

d—T’ = rui(8)x — v (i=1---n)

== —qu/(S)X/ S (50 =9)

o,

dr
Aqui, los controles r(-) y u(-) son elegidos como funciones medibles c.r. a ,
que toman valores en [0, 1] y [0, umax|, respectivamente.

Obteniendo asi la siguiente reformulacion de problema:

u(-), ()

V()= inf {/II r(r)dr | s (1) < Sout , VO (L) = vmax}
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ar v
ds

o

dr

@ . creciente =
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El caso de una especie

Sistemacon n=1
u

@ . creciente =

(1) Realizar inmediatamente un impulso hasta llenar el bioreactor
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@ . creciente-decreciente =
(1) Llegar al nivel maximo (con un impulso o esperando)

(2) mantenerse en este nivel hasta que el bioreactor este lleno
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El caso de dos especies

D _ sy — Yy j—

E = r/.l,/(S)X/ VX, I = 172

ds

g = (s + pa(s)xe) + %(Sin — )

%,
dr
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dx;
dr
ds
a

%
ar

u .
:I’/.L,'(S)X,’—VX,' I=1,2

= —I’(;u (S)X1 + ug(S)Xz) aF %(Sin — S)

= u.

w1, 2 crecientes implican dos posibles soluciones

@ estrategia I0I:
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dx;
dr
ds
a

%
ar

:I’/.L,'(S)X/—%X,’ i=1,2
u
= —I’(;u (S)X1 + ug(S)Xz) aF V(Sin — S)
= u.
w1, 2 crecientes implican dos posibles soluciones

@ estrategia I0I:
(1) Realizar inmediatamente un impulso hasta llenar el bioreactor
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El caso de dos especies

ax; u ,
gy = Hi(s)xi = T xi i=1,2

d
cTs = —r(u1(8)X + p2(S)xe) + —(Sin — 8)
av Y

E—U.

1, 2 crecientes y g < g implican
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El caso de dos especies

dx;
ar
ds

e

dr

u g
= rui(S)xi — - Xi i=1,2

= —r(m(8)x1 + p2(8)x2) + %(Sin -9)

= u.

1, 2 crecientes y g < g implican
(1) Realizar inmediatamente un impulso hasta llenar el bioreactor

(2) esperar
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Algunos comentarios

@ Para controles medibles y n = 1 estos rsultados fueron obtenidos por
Moreno (1999)

@ Estas estrategias son normalmente usadas

@ Herramientas matematicas requeridas por nosotros fueron: Principio
del Minimo de Pontryagin y ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Bellman



El caso de una y dos especies

Proof scheme

@ Hamilton-Jacobi-Bellman equation for the value function for the initial condition
f = (.V17~--7.Vn7W»Z)

t
V() = |nf ){/ r(r)dr | sS%7 (1) < sour , VEUI(t) = vmax} ,

< Za"/ }’/ + 07 V(E)(S,-n — z) + Ow V(f)W) —0

with boundary condition V(:,z, vmax) =0, Zz €]0, Spu] -
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Proof scheme

@ Hamilton-Jacobi-Bellman equation for the value function for the initial condition
f = (.V17~--7.Vn7W»Z)

! £,u,r &,u,r
V(ﬁ): 'nf ){/ r(r)dr | s5*0(t) < Sout , v (1) = Vmax},

with boundary condition V(:,z, vmax) =0, Zz €]0, Spu] -

Zay, €)yj + 02V(§)(sin — 2) + Ow V(g)w> =0

@ Above equation is equivalent to

n

V(€)= D (9 V(E) = 0:V(E)i(2)y; +1 20,

J=1

AV(E) = =D 0y V(€)Y + 0zV(€)(Sin — 2) + Bw V()W > 0
j=1
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Proof scheme

@ Note that when both A,V > 0 and A,V > 0 corresponds to controls u = 0 and
r = 0. Then, we can assume that

min{ArV(£), AuV(£)} =0
@ Assume that, for any ¢ > 0, function ¢¢(-) is C' on (R7 \ {0}) x (¢, +00)
@ For Tip(¢) == Wsour(f)a it follows that Ay Tjpi(¢) =0
@ Hence, IOl is optimal iff A, Tjo/(€) > 0 forany £ € (R \ {0})\ 7
@ Onthe other hand, atany £ € (R7] \ {0}) \ 7, one has
n

ArTi01(€) = > (050 (7€), 2(6)) — 0205, (1E), 2(€)) Fi1(2) — 1y (2(€)))

=
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Proof scheme

@ Note that when both A,V > 0 and A,V > 0 corresponds to controls u = 0 and
r = 0. Then, we can assume that

min{A,V(§), AuV(£)} =0
@ Assume that, for any ¢ > 0, function we(-) is C' on (R? \ {0}) x (¢, +00)
@ For Tio/(€) := @syy (£), it follows that Ay Tjpy(€) = 0
@ Hence, 10 is optimal iff A, Tjo(€) > 0 forany ¢ € (R7 \ {0})\ T
@ On the other hand, at any ¢ € (R7 \ {0}) \ 7, one has
ArTiol(€) = 213 (B P50 (7€), Z(€)) — Dxtps0 (7€), 2(6)) ) F(11(2) — y(2(6))
iz

@ Obtaining for the case when n = 1 and  is nondecreasing that |0l is optimal
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Esperar puede ser una estrategia optima...

Ejemplo

Consideremos
m(s) =5V, pe(s) =,
y los valores sout = 0.1 y sip =5

Figure: Grafico de las dos funciones de crecimiento




El caso de una y dos especies

Esperar puede ser una estrategia optima....

Ejemplo

Para las condiciones iniciales Vmax = 10, y1 =1, z=3 y w = 1, hemos
calculado el posible s* para diferentes valores de y».

Table:

Y2 T(IOl) s* T(SA(s™)) | ganancia

0 2.320765 | NO es 6ptimo - —
10~ || 2.126756 1.678 1.973976 7%
1073 || 1.700494 1.97 1.515415 11%
1072 1.186231 2.46 1.101530 7%
0.05 || 0.867009 3.05 0.842255 3%

0.1 0.746446 3.34 0.739046 1%

0.5 0.522361 | NO es éptimo - —
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@ La comprension del funcionamiento de los bioreactores permite
mejorar una numerosa gama de problemas industriales, en particular el
tratamiento de aguas

@ En esta charla hemos caracterizado la gestién optima (en términos de
tiempo minimo) para el tratamiento de aguas con un bioreactor SBR
con unay dos especies

@ El ultimo ejemplo muestra que en presencia de pequefias poblaciones
de una especie que es mas eficiente para pequenas concentraciones
de sustrato, la estrategia que consiste en alcanzar un cierto nivel de
sustrato y esperar puede ser mejor que la de llenado rapido con un
impulso inmediato

@ Creemos que este resultamos puede tener un impacto en aplicaciones
biotecnoldgicas

@ Existen numerosas variantes del problema estudiado aqui que tienen
un fuerte impacto industrial. Hay espacio para nueva investigacion
aplicada!
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